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Der  Verfasser  sagt  m  der  Vorrede  zur  fünften  Auf  läge  seines  Buches: 
The  adyanced  part  of  a  treatise  on  the  dynamics  of  a  sjstem  of  rigid 
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London:  Macmillan  and  Co.  and  New-iork,  1892  unter  Anderem: 

;^uch  in  diesem  Band^  wie  in  dem  ersten  ^  sind  die  einzebien 
Kapitel  möglichst  unabhängig  Toneinander  gehalten  worden,  um  den 
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bei  jedem  Theorem  und  Problem  wurde  der  Name  des  Schriftstellers 
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,,Die  zahlreichen  Beispiele  sind  zum  Theil  dazu  bestimmt,  zur 
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sie  als  Beispiele  zu  bringen  und  die  Auflösung  durch  geeignete  Hin- 
weise zu  erleichtem.  Besondere  Sorgfalt  wurde  auf  die  Vermeidung 
von  Fehlem  bei  den  überall  angegebenen  Resultaten  verwendet.^^ 
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Kapitel  I. 

Bewegliche  Axen  und  relatlre  Bewegimg. 

Bewegliche  Axen. 

§  1.  In  yielen  Problemen  der  Dynamik  sind  die  Bezugsaxen;  die 
f&r  den  Anfangszustand  der  Bewegung  passen^  wenig  geeignet^  den 
betrachteten  Körper  während  des  ganzen  Verlaufs  seiner  Bewegung 
'  zu  verfolgen.  Es  ist  daher  manchmal  von  Yortheil;  Axen  zu  benutzen^ 
die  sich  selbst  im  Baum  derart  bewegen^  dass  sie  bestandig  solche 
Lagen  einnehmen;  welche  für  die  augenblickliche  Lage  des  Körpers 
am  passendsten  sind.  So  zerlegen  wir  in  der  Dynamik  der  Massen- 
punkte, um  einen  einfachen  Fall  anzuführen^  die  Kräfte  oft  in  der 
Richtung  der  Tangente  und  der  Normalen  an  die  Bahn.  Dies  ist  aber 
in  Wirklichkeit  dasselbe ,  als  wenn  wir  ein  System  Gartesischer  Axen 
benutzten^  die  sich  so  bewegen;  dass  sie  der  Tangente  und  Normalen 
beständig  parallel  bleiben.  Diese  Theorie  wurde  in  Bd.  1;  Kap.  4 
verallgemeinert  und  die  Bewegung  auf  zwei  ganz  beliebige  Linien 
bezogen;  die  sich  in  einer  Ebene  bewegen,  ünsre  Aufgabe  ist  jetzt; 
die  Theorie  noch  weiter  auszudehnen.  Wir  werden  die  allgemeinen 
Bewegungsgleichungen  der  Massenpunkte  imd  alsdann  die  der  starren 
Korper  in  Bezug  auf  ganz  beliebige  rechtwinklige  Axen  besprechen; 
die  sich  so  bewegen;  wie  es  uns  am  besten  passt. 

§  2.  Ertheilen  wir  den  AxeU;  auf  welche  der  Körper  bezogen 
wird;  eine  Bewegung;  so  müssen  wir  offenbar  irgend  welche  Mittel 
haben ;  die  Lage  und  Bewegung  dieser  Axen  im  Baum  zu  bestimmen. 
Dies  lässt  sich  durch  ein  zweites  Axensystem  erreichen;  welches  selbst 
im  Baum  festliegt  und  auf  welches  wir  die  beweglichen  Axen  be- 
ziehen können.  Ein  solches  Verfahren  hat  Euler  eingeschlagen,  der 
in  den  Gleichungen;  welche  gewöhnlich  seinen  Namen  tragen  (Bd.  1; 
Kap.  5),  zwei  Axensysteme  benutzt.  Die  Vortheile  jedoch;  die  sich 
aus  beweglichen  Axen  ziehen  lassen;  werden  sehr  vermindert;  wenn 
man  während  der  ganzen  Bewegung  noch  ein  zweites  festes  Axen- 
system benutzen  muss.  Aus  diesem  Grund  werden  wir  jetzt  die  Be- 
wegung der  beweglichen  Axen  durch  die  Winkdgeschmndigkeiten  01,0^,  0^ 
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um  sie  selbst  bestimmen.  Mit  anderen  Worten^  wir  betrachten  die  Axen 
als  ein  materielles  System  von  drei  rechtwinkligen  Geraden,  deren 
Bewegung  in  jedem  Augenblick  durch  drei  gleichzeitige  Winkel- 
geschwindigkeiten um  augenblicklich  mit  ihnen  zusammenfallende  Axen 
gegeben  ist.  Auf  diese  Weise  benutzen  wir  feste  Axen  nur  am  Anfang 
oder  Ende  der  Lösung  und  nur  auf  eine  solche  Art,  wie  sie  uns  am 
besten  passt. 

§  3.  Um  zu  verstehen,  wie  die  Bewegung  der  Körper  auf  be- 
wegliche Axen  bezogen  wird,  wollen  wir  zuerst  annehmen,  der  Körper 
drehe  sich  um  einen  festen  Punkt.  Wir  nehmen  diesen  Punkt  zum 
Goordinatenanfang  und  bestimmen  die  Bewegung  des  Körpers  durch 
die  drei  Winkelgeschwindigkeiten  o^,  o,,  cOs  um  die  Axen  grade  so, 
als  lägen  sie  im  Raum  fest.  Die  Lage  des  Körpers  zur  Zeit  t  -{-  dt 
lässt  sich  aus  der  zur  Zeit  t  dadurch  construiren,  dass  man  den  Körper 
der  Reihe  nach  die  Winkel  coidty  m^dty  fo^dt  um  die  augenblickliche 
Lage  der  Axen  beschreiben  lässt.  Man  muss  aber  beachten,  dass  m^dt 
dabei  nicht  den  Winkel  angibt,  welchen  der  Körper  in  Bezug  auf  die 
^Tjer-Ebene  beschrieben  hat,  sondern  in  Bezug  auf  eine  im  Raum  fest- 
liegende Ebene,  welche  durch  die  augenblickliche  Lage  der  jer-Axe 
geht.  Der  Winkel,  der  bez.  der  xe-Woene  beschrieben  wurde,  ist  viel- 
mehr (03  —  0^)dt 

Ist  ein  fester  Punkt  nicht  vorhanden,  so  verfahren  wir  so,  wie  in 
Bd.  1,  Kap.  5  erklärt  wurde.  Wir  stellen  die  Bewegung  des  Körpers 
durch  die  sechs  Gomponenten  u,  v,  W]  o^,  cog,  0)3,  auf  irgend  einen 
Anfangspunkt  bezogen,  dar  und  behandeln  dabei  die  Axen,  als  lägen  sie 
für  den  Augenblick  fest.  Hier  sind  m,  v,  w  die  Gomponenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Goordinatenanfangs  oder  des  Reductionspunktes  in 
der  Richtung  der  Axen  und  Oj,  o^,  (D3  die  Gomponenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit des  Körpers  um  dieselben  Axen.  Ebenso  ist  die  Be- 
wegung der  Axen  durch  die  Bewegungscomponenten  p,  g,  r;  0^,  0^,  0^ 
gegeben,  wobei  die  beweglichen  Axen  selbst  die  augenblicklichen 
Bezugsaxen  sind. 

In  den  meisten  Fällen  jedoch  lässt  man  die  Axen  um  einen  Punkt 
rotiren,  der  entweder  festliegt  oder  doch  so  behandelt  werden  kann, 
als  läge  er  fest.  Ihre  Richtung  im  Raum  lässt  man  varüren,  wie  es 
dem  Zweck  entspricht,  der  grade  erreicht  werden  soU.  Es  ist  dann  p 
sowohl  als  q  und  r  gleich  Null.  Da  jeder  Punkt  auf  die  in  Bd.  1, 
Kap.  4,  §  204,  erklärte  Art  zur  Ruhe  gebracht  werden  kann,  so  beschränkt 
diese  Annahme,  welche  im  Allgemeinen  gemacht  werden  wird,  unsre 
Auswahl  der  Axen  in  der  That  nicht. 

§  4.  Die  Fnndamentalanfgabe.  Ein  System  rechtwinkliger  Axen  he- 
wegt  sich  (mf  beliebige  Art  um  einen  festen  Funkt  0;  man  soU  die  kine- 
matischen Beziehungen  eunschen  diesen  Axen  und  einem  System  von  im 
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Baum  festliegenden  Axen  feststellen^  die  zur  Zeit  t  mit  Urnen  zusammenr 
fallen. 

Ox,  Oy,  Oz  seien  die  Lagen  der  beweglichen  Axen  zur  Zeit  t 
Nach  dem  Intervall  dt  nehmen  sie  neue  Lagen  ein^  die  wir  mit 
Ox%  Oy',  Oz'  bezeichnen  wollen.  Die  Aenderung  der  Lage  kann  durch 
die  Rotation  6  dt  um  eine  Momentanaxe  dargestellt  werden ,  die  Ol 
sein  möge.  B^yB^y  6^  seien  die  Gomponenten  der  Winkelgeschwindigkeit 
dy  so  dass  sich  die  Axen  yon  ihren  Lagen  Oxy  Otfy  Oz  zur  Zeit  t  in 
die  Lagen  Ox' y  Oy' ,  Oz'  zur  Zeit  t  -\-  dt  bewegen,  indem  sie  die  drei 
Rotationen  6i  dt^  0^  dt,  0^  dt  um  Oxy  Oy,  Oz  in  beliebiger  Reihenfolge 
ausfahren. 

Wir  wollen  femer  mit  dem  Symbol  B  eine  Grosse  mit  Richtung  oder 
einen  Vector  darstellen,  wie  z.  B.  eine  Kraft,  eine  Geschwindigkeit,  das 
Moment  eines  Paares  um  seine  Axe  oder  eine  Winkelbewegungsgrösse. 
Wir  wollen  annehmen,  der  Vector  könne  nach  dem  Parallelogramm- 
gesetz zerlegt  und  zusammengesetzt  werden.  Seine  Gomponenten,  parallel 
zu  den  drei  Axen  Oxy  Oy,  Oz,  mögen  die  Symbole  Z7,  F,  W  darstellen. 
In  der  Zeit  dt  ändert  der  Vector  R  seine  Grösse  und  Richtung;  in 
derselben  Zeit  haben  sich  auch  die  Axen  geändert.  Die  Gomponenten 
des  Vectors  zur  Zeit  ^  -|-  d^^  in  der  jetzigen  Richtung  der  Bezugsaxen, 
d.h.  in  den  Richtungen  OXy  Oy',  0/,  sind  U+dU,  V+dVy  W+dW. 

Wir  haben  den  Zuwachs  zu  finden,  welchen 
die  Gomponente  in  der  Richtung  der  im  Raum 
festliegenden  Ort;- Axe  in  der  Zeit  dt  erfahrt. 
Man  beschreibe  eine  Kugel  mit  der  Einheit 
als  Radius,  deren  Mittelpunkt  0  ist  und  die 
Axen  mögen  die  Kugel  in  Xy  y,  Z]  afy  y'y  z 
treffen.  Man  erhält  so  zwei  sphärische  Drei- 
ecke xyZy  (x!\ffly  deren  Seiten  sämmtlich  rechte 
Winkel  sind.  Die  Gomponente  des  Vectors  zur 
Zeit  t  •\'  dt  m  der  Richtung  der   Oa:-Axe  ist 

(Cr+  dTJ)  (i,o^xoi  +  (F+  dT)  cosa;^  +  (TF+  dW)  cosa?/. 

Die  Rotationen  um  Ox  und  Oy  können  den  Bogen  xy  nicht  ändern, 
dagegen  bewegt  die  Rotation  um  Oz  den  Punkt  y  von  x  um  den 
Bogen  Q^dt  hinweg.  Ebenso  ändern  die  Rotationen  um  Ox,  Oz  den 
Bogen  xz  nicht;  sondern  nur  die  Rotation  um  Oy  bewegt  /  nach  x 
hin  durch  den  Bogen  Q^dt    Daher  ist 

x'if  =  xy -^r  B^dt y 
xz'  =  xz  —  Ogdt. 

Femer  unterscheidet  sich  der  Gosinus  des  Bogens  xaf  von  der  Einheit 
nur  um  das  Quadrat  einer  kleinen  Grösse.  Substituirt  man,  so  ergibt 
sich  die  Gomponente  des  Vectors  zur  Zeit  t'{'  dt  längs  Ox  gleich 

ü+du—  re^dt  +  we^dt 
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und  die  Zuwachsgeschwindigkeit  der  Componente  des  Vectors  in  der 
Richtung  Ox 

Ebenso  findet  man  die  Zuwachsgeschwindigkeiten  der  Gomponenten 
iu  den  Richtungen  Oy^  Oz 

Wir  haben  dabei  in  Wirklichkeit  zwei  Axensysteme  benutzt.  Das 
eine  System  Ox^  Oy^  Oz  bewegt  sich  um  den  festen  Anfang  der  Goordi- 
naten  dem  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  0^,  d^y  0^  bestimmten 
Gesetz  gemäss;  es  sind  dies  die  Bezugsaxen.  Das  zweite  System  fallt 
mit  Ox,  Oy,  Oz  zur  Zeit  t  zusammen,  liegt  aber  im  Raum  fest  und 
wird  daher  von  den  Bezugsaxen  bei  ihrer  Bewegung  während  der 
Zeit  dt  zurück  gelassen.  Die  Symbole  CT,  F,  W  stellen  die  Gompo- 
nenten des  Vectors  in  der  Richtung  der  beiden  Axensysteme  zur  Zeit  t 
dar;  die  Symbole  U-^-dU,  V-^dV,  W-^dW  dagegen  die  Gompo- 
nenten in  der  Richtung  der  beweglichen  Axen  zur  Zeit  t  -{-  dt  und 
XJ -^  Uidty  F+  V^dty  Tr+  W^dt  die  Gomponenten  nach  den  festen 
Axen  zu  derselben  Zeit  t  -{'  dt. 

§  5.  Wichtige  Anwendungen.  Man  kann  diesen  allgemeinen  Satz 
jetzt  auf  verschiedene  Vectoren  anwenden^). 

(1)  Ist  der  Vector  ü  der  Radiusvector  eines  sich  bewegenden 
Punktes  P,  so  stellen  Uy  V,  W  die  Goordinaten  x,  y,  z  vor,  während 
^17  ^17  ^1  ^®  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  im  Raum  sind. 
Wir  bezeichnen  sie  jetzt  mit  u,  t?,  w.    Man  hat  daher 


M  =  ^  —  yög  +  edt 


(!)• 


(2)  Ist  der  Vector  R  die  Geschwindigkeit  eines  sich  bewegenden 
Punktes  P,    so   stellen   Z7,  F,  W  die  Gomponenten    «,  v,  w  der  Ge- 

1)  Die  Gleichungen  unter  (1),  (2),  (3)  hat  in  dieser  Form  der  verstorbene 
Prof.  Slesser  {Cambridge  Qtutrterly  Journal,  Bd.  2,  1868)  aufgestellt,  welchem 
der  Verfasser  vorher  von  den  beiden  speciellen  Fällen  in  §  12,  sowie  von  ihrer 
Anwendung  auf  die  Bewegung  von  Kugeln  Mittheilung  gemacht  hatte.  Auf  eine 
andere  Art  hat  sie  Bev.  P.  Frost  in  der  folgenden  Nummer  des  Qwirterly  Jowmal 
bewiesen.  Die  sämmtlichen  vier  Reihen  von  Gleichungen  veröffentlichte  R.  B.  Hay- 
ward  in  Bd.  10  der  Cambridge  Transactiofis ,  1858.  Aehnliche  Resultate  findet 
man  auch  in  einer  Arbeit  von  Liouville  in  Lionville's  Journal.  1858. 
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schwindigkeit  dar,  während    Z7j,  V^,  W^   die  Beschleuoigungen  sind. 
Wir  bezeichnen  sie  mit  X,  Y,  Z.     Man  erhalt 


^  —  wdi  +  MÖ, 


r= 


z-^-„« 


8 


+  «ei 


(2). 


(3)  Ist  der  Vector  Ä  die  Winkelgeschwindigkeit  a>  eines  Körpers, 
so  sind  Z7,  F,  W  die  Gomponenten  von  o  um  die  beweglichen  Axen; 
sie  mögen  o^,  gjj^  CO3  heissen.  Sind  dann  ai«,  Oj^^  cd«  die  Gomponenten 
um  die  festen  Axen,  so  wird 


dt 
IT 

dm, 

~dt 


dm^ 
=  -j-  —  CDJÖ3  +  CÖ3Ö, 


dt 
da 
~di 
dm 


=  -^T  —  ^A  +  ^i^i 


s 


=  -T/ ®1^«   +   ^^^1 


dt 


(3). 


(4)  Ist  der  Vector  Ä  die  Winkelbewegungsgrösse  eines  Körpers 
und  sind  A^,  Ä^,  Aj  ihre  Gomponenten  um  die  beweglichen  Axen, 
Ajp,  hyj  h,  die  Gomponenten  um  die  festen  Axen,  so  ist 


dh 


dh. 


=  -7n K^s  +  h^ 


dt 

dt 

^K 

d\ 

dt 

— " 

dt 

d\ 

dhj 

8 


=  -^  —  h^i  +  \^z 


dt 


=  -rff-Äiö,  +Mi 


(4). 


Befindet  sich  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  ebenfalls  in  Bewegung,  so 
musB  man  die  Gleichungen  etwas  abändern.  Es  seien  (p,  g[,  r)  die  Gomponenten 
der  Geschwindigkeit  des  Anfangspunktes  in  den  Richtungen  der  Axen;  u,  t?,  10 
die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  de»  Schwerpunktes  im  Baum,  d.  h.  auf  im 
Baum  festliegende  Axen  bezogen.  Man  hat  dann  p,  q  bez.  r  zu  den  in  (1)  ge- 
gebenen Ausdrücken  fCü:  u,  v,  10  zu  addiren.  Nimmt  man  an,  (u,  t?,  to)  fähren 
fort,  die  Geschwindigkeiten  auf  im  Baum  festliegende  Axen  darzustellen,  so  bleiben 
die  Ausdrücke  (2)  unverändert.    Bei  derselben  Annahme  muss  man 

m( — tJr-}-wg),    m{ — wp -^  ur)    bez.    m( — uq-\-vp) 

zu  den  in  (4)  gegebenen  Ausdrücken  für  dh^ldt  etc.  addiren,  wobei  m  die  Masse 
des  Körpers  ist. 

Um  es  zu  beweisen,  wollen  wir  die  Thöile  von  dh^  und  d\ ,  welche  der 
Translations-  und  Botationsbewegung  der  Axen  zu  verdanken  sind,  getrennt  be- 
stimmen. Die  Theile  der  letzteren  sind  durch  die  Formeln  (4)  gegeben;  um  die 
der  ersteren  zu  finden,  seien  H^^H^H^  die  Winkelbe wegungsgrössen  um  parallele, 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axen.    Nach  Bd.  1,  §  74  ist  dann 

Ä^  =  Äj  =s  JETj  —  mvz  +  mvy. 
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Den  Differentialquotienten  dh^/dt  erhält  man  daraus,  wenn  man  r  +  dz/dt, 
q-^dy/dt  für  de/ dt  und  dy/dt  schreibt,  weil  dies  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Schwerpunktes  im  Baum  sind.  Den  Differentialquotienten 
dh^/dt  erh&lt  man  ohne  Addition  von  r  und  q.    Man  findet  so 

dÄ.       d\ 

Man  beachte y  dass  in  dem  Fall^  in  welchem  das  bewegliche  Axen- 
system  im  Korper  festliegt  und  sich  mit  ihm  bewegt,  0^  =  ©^,  ögs=(»2, 
0j  >=  coj   ist.     Aus  den  Gleichungen  (3)  ergibt  sich  dann 

dca^        dca^       da  dm^       dto^        don^ 

'df'^IT^    "dT'^'di"'    ~dt'^'W 

Diese  einfachen  Formeln  hat  Euler  benutzt,  um  seine  Gleichungen 
der  Bewegung  starrer  Körper  um  einen  festen  Punkt  zu  erhalten.  Siehe 
Bd.  1,  Kap.  5.  §248. 

§  6.  Zu  den  obigen  Resultaten  kann  man  auch  auf  andere  Art  kommen; 
es  ist  jedoch  offenbar  von  Yortheil,  sie  alle  mittelst  einer  Methode  abzuleiten. 

Die  Gleichungen,  welche  (u,  t?,  to)  mit  den  Coordinaten  (x^  y^  z)  verbinden, 
kann  man  folgendermassen  erhalten:  Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  P  im  BAum  sind  durch  dx/dt,  dy/dt,  dz /dt  noch  nicht  gegeben.  Dies  sind 
die  Componenten  der  reUxtiven  Geschwindigkeit  bezüglich  der  beweglichen  Axen. 
um  die  Bewegung  im  Baum  zu  finden,  muss  man  zu  ihnen  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  in  Folge  der  Bewegung  der  Axen  addiren.  Ninmit  man  an,  der 
Massenpunkt  sei  starr  mit  den  Axen  verbunden,  so  würden  seine  (Geschwindig- 
keiten durch  O^z  —  ß^y,  etc.,  wie  in  Bd.  1,  Kap.  5  erklärt  wurde ,  ausgedrückt 
werden.  Addirt  man  die  einzelnen  Theile,  so  erhält  man  die  Componenten  der 
absoluten  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes,  wie  oben  angegeben  wurde. 

Da  die  Beschleunigung  das  Mass  für  die  Geschwindigkeitszunahme  ist,  grade 
wie  die  Gesch-Windigkeit  das  Mass  für  die  Zunahme  des  zurückgelegten  Weges, 
so  müssen  offenbar  die  Beziehungen,  welche  zwischen  Beschleunigungen  und 
Geschwindigkeiten  bestehen,  dieselben  sein,  wie  die  zwischen  Geschwindigkeiten 
und  Baumstrecken.  Die  Beziehungen  (2)  zwischen  (X,  Y,  Z)  und  (tt,  v,  w)  folgen 
daher  unmittelbar  aus  denen  zwischen  (u,  t;,  to)  und  {x,  y,  z). 

§  7.  Beisp.  1.  Die  Bewegung  werde  auf  schiefe  bewegliche  Axen  bezogen; 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  xyz  seien  jetzt  a,  h,  c  und  die  Winkel 
A,  B,  C.  Die  gleichen  Grössen  sin  a  sin  6  sin  (7,  sin  6  sin  c  sin  J.,  sin  c  sin  a  sin  ^ 
mögen  ^  heissen.  Man  beweise,  dass,  wenn  die  Greschwindigkeit  durch  die  drei 
CompovymUn  u,  t^,  «7  parallel  zu  diesen  Axen  dargestellt  wird,  die  resultirende 
Beschleunigung  parallel  zur  jer-Axe 

„      dw    ,   du       ,    t   dv  /»       ,      « 

Z  =  -^  -j-  -j-  COB  0  +  -jj  cos  a  —  ttÖ,  ft  +  vöj  fA 

mit  ähnlichen  Ausdrücken  für  X  und  T  ist. 

Man  benutze  die  sphärischen  Dreiecke  xyz,  ^V* ^\  beweise  zuerst,  dass 

xfoj'  =  6  +  d,  dt  sin  c  sin  J. ,      zy'  ^  a  —  0^  dt  sin  c  sin  JB 

ist  und  substituire  dann,  wie  zuvor. 


dz    . 
w  ^  —  -t- 
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Beisp.  2.  Man  beweise  auf  dieselbe  Art,  dass,  wenn  o;,  y^  g  die  Coordinaten 
in  Bezug  auf  schiefe,  sich  um  einen  festen  Anfangspunkt  bewegende  Axen  und 
Uy  v\  w    die  restiUirenden  Geschwindigkeiten  parallel  den  Axen  sind, 

dz       dx  dv 

"""  di  +  d<  "*"'''  +  ^  '^''  *  ~  **•'*  +  ''*'  ** 

mit  ähnlichen  Ausdrücken  für  u'  und  v'  ist. 

Beisp.  3.  Man  beweise  auch,  dass  die  Gleichungen,  welche  die  Gomponenten 
tf,  Vy  w  mit  den  Goordinaten  x,  y^  z  in  Bezug  auf  Axen  mit  festliegendem  Anfangs- 
punkt verbinden, 

ft~^sin'c,      — cotJB,      — cotJ. 

^      ,         ÄJ     ,         y 

und  zwei  ähnliche  fOr  u  und  v  sind. 

Da  uf  die  Gomponente  von  (u,  v,  «7)  parallel  zu  z  ist,  so  hat  man 

tt  cos  6  +  ^  cos  a  -}-  w>  ="  M^' 

und  ähnliche  Gleichungen  für  u'  und  v\  Löst  man  sie  auf,  so  ergeben  sich  die 
gesuchten  Werthe  von  «,  v,  w. 

Beisp.  4.  Wenn  die  ganze  Beschleunigung  durch  die  drei  Gomponenten 
X,  Y,  Z  parallel  den  Axen  dargestellt  wird,  zu  beweisen,  dass  man  ihre  durch 
I«,  t?,  to  ausgedrückten  Werthe  aus  denen  des  letzten  Beispiels  erhält,  wenn  man 
Xy  y^  z  mit  t«,  17,  w  und  u,  v,  to  mit  X,  Y,  Z  vertauscht. 

§  8.  Eine  andre  dllgemeine  Methode  j  die  kinematische  Bestiehung 
gtoischen  festen  und  beweglichen  Axen  zu  erhalten, 

TJy  V,  W  seien  wie  zuvor  die  Gomponenten  eines  Vectors  R,  Es 
sei  OL  eine  im  Baum  fesfliegende  Gerade^  welche  mit  den  beweglichen 
Axen  die  Winkel  a,  ß^  y  macht.  R^  sei  die  Gomponente  des  Vectors 
in  der  Richtung  OL.    Alsdann  ist 

jBj  =  ü'cosa  +  ^cos/J  +  TTcosy, 
daher 

dB^       du  i   dV       ^   ,    dW 

Da  OL  zunächst  eine  beliebige  im  Baum  festliegende  Linie  ist^  können 
wir  sie  so  wählen^  dass  die  bewegliche  jer-Axe  zur  Zeit  t  mit  ihr  zu- 
sammenfallt.   Es  wird  dann 

«  =  i*;     ß  =  ^^>     y  =  0      und      -^«TTi. 

Weil  nun  a  der  Winkel  ist,  den  OL  mit  der  beweglichen  n;-Axe 
macht,  so  drückt  du/dt  die  Geschwindigkeit  aus,  mit  welcher  sich  die 
a;-Axe  von  einer  festen  mit  der  jet-Axc  zusammenfallenden  Geraden 
entfernt  und  ist  daher  offenbar  6^ .    Ebenso  ist  dß/dt  =  —  6^  und  daher 
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worin  Wi  die  Geschwindigkeit  ausdrückt,  mit  welcher  die  Componente 

W  in  der  Richtung  der  festen  jer-Axe  zunimmt.     Die  beiden  andern 

Gleichungen  ergeben  sich  ebenso.    Diese  Methode  verdankt  man  dem 

verstorbenen  Prof.  Slesser. 

Man  kann  die  Beziehungen  zwischen  den  zweiten  und  höheren  Differential- 
quotienten auf  dieselbe  Weise  erhalten,  nur  werden,  die  Ausdrücke  complicirter. 
Da  üi,  F^,  TFj  dem  Parallelogrammgesetz  unterliegen,  'so  ist 

und  durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  schliesslich 

§  9.  Wir  haben  damit  eine  Methode  zur  Transformation  der 
Bewegungsgleichungen  in  Bezug  auf  feste  Axen  in  Gleichungen  bez. 
solcher  Axen  erhalten ,  die  sich  um  einen  festen  Anfangspunkt  bewegen. 

Die  allgemeine  für  aUe  festen  Axen  mit  gegebenem  Goordinaten- 
anfang  geltende  Gleichung  sei 

^{©x,  dtOx/äty  etc.}  =  0, 

worin  Oxy  Oy;  ^»  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  festen  Axen  siad. 

Da  die  festen  Axen  ihrer  Lage  nach  willkürlich  sind,  so  mögen 
sie  so  gewählt  werden,  dass  die  drei  beweglichen  Axen  in  dem  be- 
trachteten Moment  durch  sie  gehen  und  daher  in  diesem  Augenblick 
die  beiden  Axensysteme  zusammenfallen.  Die  Gleichungen  bez.  der 
beweglichen  Axen  erhält  man  alsdann,  indem  man  Wxy  (Oy,  fo,  in  der 
allgemeinen  Gleichung  ^^  =  0  durch  die  entsprechenden  Grössen 
^17  ^2;  ^8  ^^  ^^  beweglichen  Axen  und  doixfdt  etc.  durch  die 
gleichwerthigen  oben  in  §  5  angegebenen  Ausdrücke  ersetzt. 

Dasselbe  gilt,  wenn  statt  d«,  oiy,  o«  die  Gomponenten  irgend 
eines  andern  Yectors  in  der  Gleichung  auftreten. 

§  10.  Die  allgemeinen  Bewegangsgleichnngen.  Die  allgemeinen 
Bewegungsgleichtmgen  für  ein  System  sich  bewegender  Körper  at^jsustetUen, 
welches  auf  beliebige  rechtwinMige  sich  um  einen  festen  Coordinatenanfang 
bewegende  Axen  bezogen  wird. 

Es  sei  m  die  Masse  irgend  eines  Körpers  des  Systems.  Die  für 
den  Körper  gegebenen  Kräfte  mögen  durch  die  drei  an  seinem  Schwer- 
punkt angreifenden  KiÄfte  mX,  mY^mZ  und  die  drei  Paare  Ly  Jf,  N 
dargestellt  werden.  Wir  nehmen  an,  die  unbekannten  Reactionen  der 
übrigen  Körper  des  Systems  seien  in  diesen  Ausdrücken  einbegriffen. 
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(tt,  t;,  w)  seien  die  Gomponenteu  der  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes des  Körpers  im  Raum.  Die  Bewegungsgleichungen  für  feste 
Axen  sind  u  =  dx/dtj  X  =  du /dt  etc.  Bewegen  sich  die  Axen,  so 
werden  sie 

«=^-ö,y  +  o,^ (a 

mit  den  entsprechenden  Ausdrücken  für  die  übrigen  Goordinatenaxen. 

Qhy  ^7  ^)  seien  die  WinkelbewegungsgrSssen  des  Körpers  um  drei 
den  Goordinatenaxen  parallele^  durch  den  Schwerpunkt  gezogene  Gerade. 
Die  Gleichungen  der  Momente  für  feste  Axen  sind  dhx/dt  =  i,  etc., 
Bd.  1,  Kap.  2,  §71. 

Sind  die  Axen  in  Bewegung,  so  werden  sie 

L  =  ^_Ä,e,  +  M, (3) 

mit  ähnlichen  Ausdrücken  für  M  und  N, 

Die  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers  ausgedrückten 
Werthe  von  (A^,  Aj,  Aj)  sind  in  Bd.  1,  Kap.  5  angegeben  worden. 
Wenn  o^,  (o^y  cd,  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers  um  Axen 
sind,  die  parallel  zu  den  Axen  durch  den  Schwerpunkt  gehen,  und 
Ay  Fj  etc.  die  Tragheits-  und  Deyiationsmomente  bedeuten,  so  ist  die 
Fundamentalbeziehung 

Aj  =  -4a)i  —  jPoj  —  EoD^ 

und  ähnlich  für  A^  und  A^.    Es  existiren  aber  noch  viele  andre,  welche 
wir  hier  nicht  wiederholen  können. 

Zu  den  dynamischen  Gleichungen  kommen  die  geometrischen, 
welche  die  Verbindungen  des  Systems  ausdrücken.  Da  jede  solche 
Zwangsverbindung  von  einer  Beaction  begleitet  ist,  so  muss  die  Anzahl 
der  geometrischen  Gleichungen  dieselbe  wie  die  der  unbekannten 
Beactionen  sein.  Es  sind  *daher  genug  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Bewegung  vorhanden. 

Beisp.  Ein  schwerer  starrer  Körper  wird  über  einen  glatten  Stab  von 
der  GestsJt  eines  Ereiscylinders  geschoben,  auf  welchem  er  gleiten  kann.  Der 
Stab  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  EGrpers  und  rotirt  gleichförmig  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  m  nm  eine  verticale  Axe  in  einem  graden  Ereiskegel^ 
dessen  halber  Winkel  an  der  Spitze  a  ist.  Wenn  C  das  Trägheitsmoment  för 
den  Stab  ist,  A  und  B  die  Trägheitsmomente  für  zwei  in  dem  Körper  festliegende 
auf  dem  Stab  senkrechte  Gerade  sind,  von  denen  die  eine  mit  der  durch  die 
verticale  Axe  und  den  Stab  gehenden  Ebene  den  Winkel  tp  macht,  und  wenn 
D,  E,  F  die  Deviationsmomente  bedeuten,  zu  beweisen,  dass 

C  -r^  =  eo' sin*«  { (JB  —  ^)  sin  9  cos  9  -f  ^  cos  29 }  — 
(D*  sin  a  cos  a(J&  sin  9  -f-  -^  ^^^  V)      ^^t. 
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Durch  Zerlegung  der  Winkelgeschwindigkeit  m  findet  man 


09, 


—  CO  sin  a  cos  q> , 


09, 


(0  sina  sin  9,      00,  »  d(p/dt  -|-  a»  cosa. 


Siehe  die  Fig.  in  §  12.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  för  hi,\^\ 
in  §  10  und  setzt  das  Moment  der  Effectivkr&fte  um  den  Stab  gleich  Null,  so 
ergibt  sich  das  Resultat  unmittelbar.  ^^j^^^^   rp^^p^^^  jgg^ j 


§  11.  Es  wurde  angenommen^  die  Bewegung  der  beweglichen 
Axen  werde  durch  die  drei  Winkelgeschwindigkeiten  Oi,d^y  0^  bestimmt. 
Um  ihre  absolute  Lage  im  Baum  zu  finden,  benutzen  wir  die  Euler- 
schen  geometrischen  Gleichungen,  die  früher  in  Bd.  1,  Kap.  5  gegeben 
wurden,  ö,  g>,  ^  seien  die  Euler' sehen  Winkelcoordinaten  der  be- 
weglichen Axen,  auf  irgend  welche  im  Baum  festliegende  Axen  bezogen. 
Es  ist  dann 

^         dB   .  ärff   .    ^ 

öj  =  -TT  sm  9  —  -jy  sm  ß  cos  9 , 


dt 


dt 


«2  = 


dB  ,    dip    •    A 

COS  g>  +  ~-  sm  ö  sm  9 , 


dt 


dt 


ös  = 


dq>    f    d^         /i 


Diese  geometrischen  Gleichungen  bestimmen  0^%%!;^  wenn  O^jO^y  0^ 
bekannt  sind.    Siehe  auch  §  18. 


§  12.  Zwei  wichtige  SpecialfSlle.  Es  gibt  zwei  Fälle,  in  denen 
die  eben  gefundenen  Bewegungsgleichungen  sich  sehr  vereinfachen 
lassen.  Da  sie  oft  vorkommen,  lohnt  es  sich,  sie  gesondert  zu  be- 
sprechen. 

Erster  Specialfall.  Zuerst  nehmen  wir  an,  der  Körper  drehe  sich 
um  einen  im  Baum  festliegenden  Punkt  0  und  sei  derart,  dass  ewei  der 
Hauptträgheitsmomente  für  den  festen  Punkt  gleich  sind, 

OC  sei  die  Axe  des  ungleichen 
Trägheitsmomentes.  Wir  wollen  sie  zur 
beweglichen  jer-Axe  nehmen  und  als  die 
andern  Bezugsaxen  die  beiden  Axen 
Oä,  ob  wählen,  die  sich  in  irgend 
einer  beliebigen  Art  um  OC  drehen. 

um  diese  Art  festzulegen,  sei  %  der 
Winkel,  den  die  Ebene  COÄ  mit  einer  im 
Körper  festliegenden  durch  OC  gehenden 
Ebene  0  GF  macht.   Alsdann  ist  0^  =  Oj , 

öj  =  »2  und  08  =  0)8  +  ^xl^H  femer 
Äj  =  Am^y  \  =  B(o^y  Äj  =  Cm^.  Die  Bewegungsgleichungen,  §  10, 
sind  jetzt 


Die  allgemeinen  Bevegangsgleichnngen  (§  10 — ii). 
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O)©,©, 

=  L 

C)fi>3(D, 

=  M 

=^N 

In  diesem  Fall  passt  es  am  besten,  wenn  wir  die  sogenannten  Eul er- 
sehen geometrischen  Gleichungen  dazu  wählen^  die  Beziehungen  dieser 
beweglichen  Axen  zu  den  im  Baum  festliegenden  Ajcen  OXj  OYj  OZ 
auszudrücken.  Diese  Gleichungen  wurden  in  dem  letzten  Paragraphen 
ausführlich  angegeben;  nur  muss  man  selbstverständlich  auf  ihrer  linken 
Seite  (o^,  m^  und  cd^  -{-  dx/dt  statt  6^^  6^y  0^  schreiben.  In  der  Figur 
ist    ZC  =  Ö,   XZC  =  i;,  ECÄ  =  q>. 


§  13.  Da  dx/dt  willkürlich  ist,  so  kann  man  es  so  wählen,  dass 
entweder  die  dynamischen  oder  die  geometrischen  Gleichungen  ver- 
einfacht werden. 

L  Setzt  man  dx/dt^=^  —  (d,,  so  drehen  sich  die  beweglichen 
Bezugsaxen  um  die  Axe  OC  mit  einer  relativen  Winkelgeschwindigkeit 
in  Bezug  auf  den  Körper,  welche  derjenigen  des  Körpers  gleich  und 
entgegengesetzt  ist,  so  dass  die  Bezugsaxen,  wenn  die  Axe  OC  im 
Baum  festläge,  ebenfalls  im  Baum  festliegen  würden.  Die  dynamischen 
Gleichungen  werden  dann 


G 


"5F 


L 
M 

N 


>; 


die  geometrischen  dagegen  werden  nicht  viel  einfacher. 

Man  kann  auch   dx/dt  =^  —  ^s(A — ^)/-^   wählen,  in  welchem 
Fall  die  dynamischen  Gleichimgen  die  einfache  Form 


dt        ^' 


ö^=^ 


annehmen. 

n.  Wählt  man  dx/dt  so,  dass  9  «=  0  ist,  so  geht  die  Ebene 
COÄ  immer  durch  eine  im  Baum  festliegende  Gerade  OZ.  Die  Eul  er- 
sehen geometrischen  Gleichungen  werden  dann 


de 
dt 


o, 


2; 


-^sinö  =  Oi, 


dz    t    dtp         /, 


Setzt   man   diese   Werthe   in  die  Gleichungen   §  12   ein,  so   er- 
halt man 
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Ä     d 
sind  dt 


1 

L 
M 

N 


•  • 


§  14.  Zweiter  Specialfall.  In  dem  zweiten  Specialfall  nehmen 
wir  an,  der  Korper  drehe  sich,  wie  zuvor,  um  einen  festen  Punkt, 
doch  seien  seine  Trägheitsmomente  für  diesen  festen  Punkt  sämmtlich 
gleich.  Alsdann  gibt  es  drei  Systeme  von  Axen,  die  man  mit  Vortheil 
wählen  kann. 

Erstens  kann  man  im  Raum  festliegende  Axen  wählen.  Da  jede 
Axe  eine  Hauptaxe  in  dem  Körper  ist,  so  werden  die  allgemeinen 
Bewegungsgleichungen 


d«j L 

"dl         T' 


dm^        M      '  dto^  N 

'dt         Ä'       ~di         Z" 


Zweitens  kann  man  eine  Axe  z.  B.  die  OC-Axe  als  im  Raum 
festliegend  annehmen  und  die  beiden  andern  sich  beliebig  um  sie 
drehen  lassen;  man  hat  dann,  wie  in  dem  ersten  Specialfall,  die 
Bewegungsgleichungen 


dto^               dx         i] 
dt        ®«  dt        A 

dt   +  ^1  d«         A 

da»,                             N 

dt                             a\ 

kann  man 

drei  beliebige  senkt 

•  • 


Gerade,  die  sich  auf  irgend  eine  gegebene  Art  im  Raum  bewegen,  zu 
Axen  nehmen.  Die  Bewegungsgleichungen  lassen  sich  aus  der  ersten 
Gruppe  Yon  Gleichungen  ableiten,  die  soeben  mit  Hülfe  der  allgemeinen 
Regel  für  den  üebergang  von  festen  auf  bewegliche  Axen  aufgestellt 
wurden.    Man  hat  mithin 

*   —  CDgÖ3+  CÖ3Ö2  =  2", 


dt 
d(D^ 

"SF 

dt 


Den  geometrischen  Gleichungen  gibt  man  am  besten  die  Form,  wie 
in  §  18. 

§  15.    Zahlreiche  Beispiele,  welche  den  Vortheil  der  obigen  Gestalt 
der   dynamischen  Gleichungen   darthun,   wird   man   in  den   folgenden 
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Eapiteln,  besonders  in  dem  über  die  Bewegung  unter  dem  Einfluss  be- 
liebiger Kräfte  finden.  Das  folgende  Beispiel  zeigt  ihre  Anwendung 
auf  ein  Problem  kleiner  Schwingungen,  in  welchem  viele  oft  vorkom- 
mende Fälle  enthalten  sind^). 

Ein  Körper,  der  sich  frei  um  einen  festen  Punkt  0  drehen  kann,  rotirt  mit 
gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  der  Hauptfixen  für  0  und  steht  unter 
der  Eimoirkung  gegebener  Kräfte.  Wenn  ihm  eine  kleine  Störung  gegeben  wird, 
die  kleinen  Schwingungen  zu  finden, 

OC  sei  die  Hauptaxe,  um  welche  der  Körper  rotirt  und  n  die  constante  Winkel- 
geschwindigkeit. Nach  der  Störung  macht  0(7,  wie  wir  annehmen  wollen,  kleine 
Schwingungen  um  eine  im  Baum  festliegende  Ge- 
rade OZ.  Man  beschreibe  eine  Kugel  mit  dem  Cen- 
trum 0  und  dem  Radius  gleich  der  Einheit;  die 
Hauptaxen  OA,  OB,  OC  mögen  die  Kugel  in  den 
Punkten^,  B,  C  schneiden  und  OZim Punkte.  Man 
fälle  die  Lothe  ZM,  ZN  auf  die  Bogen  CB,  CA  und 
es  sei  p  =»  Züf ,  q  =  ZN;  dann  sind  (p,  g,  1)  die 
Richtungscosinusse  von  OZ,  auf  die  Hauptaxen 
bezogen.  Auch  sind  p  und  q  die  Goordinaten  von 
C  in  Bezug  auf  Axen  OX,  OT,  die  sich  imi 
OZ  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  drehen.  Die 
Gomponenten  der  Geschwindigkeit  von  C  parallel 
zu  üf  C  und  C7^  sind  daher  g'  -^pn  und  — p'-^qn 

(siehe  Bd.  1,  §  211),  wenn  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben. 
Diese  Geschwindigkeiten  sind  aber  m^  und  o,.    Man  hat  also 

«1  =  2  +  P^i    ©,  =  —  i>'  +  2« W' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Euler 'sehen  Gleichungen,  so  wird 

Ai'  +  {A  +  B-C) np'  ^{B^C)n>q^L\ 
—  B'^'-\-{A-^B  —  C)ni-\-{A  —  G)n^p-=^M\    '    '    '    '    ^  ^' 

Die  Momente  X  und  M.  der  Kräfte  sind  in  der  ungestörten  Lage  Null  und  mtissen 
mit  Hülfe  der  geometrischen  Besonderheiten  des  Problems  durch  p  und  q  aus- 
gedrückt werden.    Da  die  Quadrate  von  p  und  q  yemachlässigt  werden,  so  ist 

i  =  OiP -J- 0,2,    M^\p'\-b^q (8), 

worin  Oj ,  o, ,  5^ ,  5,  Constante  sind. 

Wenn  ^,  9,  ^  die  Eul  er 'sehen  Winkel  bedeuten  und  positiv  auf  die  in  Bd.  1, 
§  256  beschriebene  Art  genommen  werden,  so  geht  aus  der  Figur  dieses  Para- 
graphen sofort  hervor,  dass 

1?  s=  —  sin  ö  cos  9  ,    g  SB  sin  0  sin  9> ,    r  =  cos  ö 
ist. 

Man  beachte  auch,  dass  die  J.nnaA«ruti^«gleichungen  (1)  unmittelbar  aus  den 
gtfna/ibm  Gleichungen 

«1   cos  0  =  gf  -f-  pOJj  ,      (D,  cos  0  =»  —  y  -[-  gcDj 

folgen,  die  unter  der  üeberschrift:  Die  geometrischen  Bedingungen  hei  beweglichen 
Axm  in  §  18  gegeben  werden. 


1)  Eine  detaillirte  Besprechung  der  in  diesem  Paragraphen  erörterten  Glei- 
chungen enthielt  die  erste  Ausgabe  dieses  Buches,  1860.  Da  es  aber  im  All- 
gemeinen leichter  ist,  diese  Gleichungen  immer  wieder  aus  allgemeinen  Principien 
abzuleiten,  als  sie  aus  dem  Gedächtniss  zu  citiren,  so  schien  uns  die  hier  gegebene 
kurze  Uebersicht  ausreichend  zu  sein. 
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Die  Grössen  X,  If,  N  sind,  genau  genommen,  die  Momente  der  gegebenen 
Kräfte  um  die  Axen  OA,  OB  bez.  OC.  Bei  der  Bestimmung  ihrer  Werthe  in 
einem  speciellen  Fall  ist  es  von  Yortheil,  wenn  man  beachtet,  dass  sie  klein  und 
daher  in  erster  Annäherung  den  Momenten  um  die  Axen  OX,  0  Yund  OZ  gleich 
sind,  von  denen  die  beiden  ersten  sich  um  die  letzte  mit  der  gleichförmigen 
Winkelgeschwindigkeit  n  drehen. 

Wir  bemerken  femer,  dass  die  Gerade  OP  in  der  Nähe  von  OC,  deren 
Richtungscosinusse,  auf  die  Axen  OA,  OB^  OC  bezogen,  (p\  q\  1)  sind,  in  Bezug 
auf  OX,  OY,  OZ  die  Bichtungscosinusse  (p'  —  jp,  g' — g,  1)  hat.  Daraus  folgt 
der  Zusatz,  dass  die  Bichtungscosinusse  von  OC,  in  Bezug  auf  OX,  OY,  OZ, 

(— 1>»  —  2,  1)  sind- 

Auf  diese  Art  wird  die  BesHmmung  der  Bewegu/ng  von  der  Lösung  zweier 
linearer  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten  dbhä/ngig  gemacht. 

Wenn  der  KGiper  einaxig,  also  A  «^  B  ist,  lässt  sich  manchmal  eines  der 
in  §  13  beschriebenen  Axensysteme  mit  Yortheil  benutzen.  Nimmt  man  z.  B.  das 
System,  fBr  welches  dx/dt  =  —  n  ist,  zu  Axen  der  0-4,  OjB,  OC,  so  liegen  diese 

Axen  nahezu  im  Baum  fest.     OX,  OF,  OZ 

seien  ihre  mittleren  Lagen;  (P,  Q,  1)  seien  die 

J^  Richtungscosinusse  Yon  00  in  Bezug  auf  diese 

festen  Axen,  so  dass  also  P  =  sin  0  cos  ^, 
Q  =  sin  $  sin  '^  ist.  Construiren  wir  nun,  wie 
zuYor,  eine  Kugel  mit  dem  Radius  gleich  der 
Einheit  und  ziehen  OJf ,  CN  senkrecht  zu  den 
Bogen  YZ,  ZX,  so  wird  CM=  Pund  CN^  Q. 
Man  hat  daher 


£»1  = 


a>,= 


d{CN) 


dt 

djCM) 
dt 


-Q. 


=  P' 


W. 


Substituirt  man,  so  nehmen  die  Bewegungsgleichungen  die  Form  an 

—  AQ'  ■\- Cnr  ^  Ij\ 
AT*'-\-CnQ'  ^m\ 


(6). 


Wie  zuYor,  beachte  man,  dass  X,  3f,  N  genau  genommen  die  Momente  der 
Kräfte  um  die  schwingenden  Axen  OJ.,  OB,  OC  sind,  dass  man  sie  aber  als  kleine 
Grössen  durch  die  Momente  der  Kräfte  um  die  festen  Axen  OX^OY,  OZ  ersetzen 
kann.  Es  wird  uns  dadurch  oft  möglich  gemacht,  die  Momente  ohne  Schwierig- 
keit zu  ermitteln  und  L  und  M  in  den  linearen  Formen  auszudrücken: 

§  16.    Die  geometrischen   Bedingangeii   bei   beweglichen  Axen. 

Um  bewegliclie  Axen  benutzen  zu  können^  muss  man  im  Stande  sein, 
beliebige  Bedingungen,  die  in  Bezug  auf  Gerade  oder  Punkte,  welche 
sich  unabhängig  im  Raum  bewegen,  existiren  mögen,  bezüglich  dieser 
Axen  auszudrücken.  Wir  haben  daher  in  den  folgenden  Paragraphen 
einige  der  wichtigeren  zusammengestellt. 


§  17.    Die  geometrischen  Bedingungen  ausmdrüchen,  unter  tvelchen 
ein  Punkt,  dessen  Coordinaten  (a:,  y,  0)  sind,  im  Baum  festliegt. 
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Dies  kann  in  der  Weise  geschehen^  dass  man  die  Gomponenten 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes,  wie  sie  in  §  5  gegeben  sind,  gleich 
Null  setzt.     Man  erhält  so  die  Bedingung 

und  zwei  andre,  ihr  ähnliche. 

§  18.  Die  geometrischen  Bedingungen  ausisudrücken,  unter  welchen 
eine  Gerade,  deren  Richtungscosinusse  (?,  w,  n)  sind^  sich  parallel  m  sich 
selbst  im  Baum  bewegt,  oder  ihre  Bichtung  im  Baum  fesfliegt 

Man  ziehe  eine  Gerade  OX,  deren  Länge  die  Einheit  ist,  yon 
irgend  einem  im  Baum  festliegenden  Punkt  0  aus  parallel  zu  der  ge- 
gebenen Geraden.  Die  Goordinaten  von  L  in  Bezug  auf  Axen,  welche 
sich  um  0  als  Anfangspunkt  so  drehen,  dass  sie  den  beweglichen  Axen 
immer  parallel  bleiben,  sind  Z,  m,  n.  Da  OL  im  Baum  festliegt,  so 
sind  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  von  L  Null.  Die  geo- 
metrische Bedingung  ist  daher 

^  —  wÖj  +  wog  =  0 

und  zwei  ihr  ähnliche.     Weil  P  +  w*  +  w*  =  1  ist,  so  sind  diese  drei 
Gleichungen  zwei  unabhängigen  Bedingungen  äquivalent. 

Man  hat  manchmal  die  Richtung  der  Geraden  durch  die  Euler'schen  Winkel 
0,  9,  rff  auszudrücken,  wie  Bd.  1,  Kap.  5  erklärt  wurde.  Die  beweglichen  Axen 
wurden  dort  OÄ,  OB,  OC  genannt  und  die  Gerade,  deren  Richtung  im  Raum 
festliegen  soll,  durch  OZ  dargestellt.  Wie  man  sieht,  sind  die  eben  angestellten 
Gleichungen  zweien  der  sogenannten  Euler'schen  geometrischen  Gleichungen  äqui- 
valent, aber  in  symmetrischer  Form  ausgedrückt.  Die  dritte  Euler^sche  Gleichung 
folgt  aus  §  19. 

§  19.  Es  Jcommt  zuweilen  vor,  dass  man  bei  dem  Gebrauch  beweg- 
licher Axen  die  Bewegung  einer  mit  den  beweglichen  Axen  verbundenen 
Geraden  OM  auf  eine  im  Baum  festliegende  Gerade  m  beziehen  hat. 
Der  folgende  Satz  soll  zeigen,  auf  welche  Art  dies  geschehen  kann. 

Die  Bichtungscosinusse  einer  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Axen 
festliegenden  Geraden  OM  seien  A,  fi,  v\  man  soll  die  Bewegung  von 
OM  auf  eine  Gerade  OL  beziehen,  die  im  Raum  festliegt  und  deren 
Richtungscosinusse,  zur  Zeit  ^,  (Z,  w,  n)  sind.  Der  Winkel  LOM  werde 
mit  ö  und  mit  ^  der  Winkel  bezeichnet,  den  die  Ebene  LOM  mit 
einer  im  Raum  festliegenden  durch  OL  gehenden  Ebene  macht.  Es 
lässt  sich  dann  zeigen,  dass 

cos  ö  =  U  +  m^L  -f-  wv, 
sin^Ö^  =  Öi(Z  —  X  cos  ö)  +  e^{m  —  ^(tose)  +  e^{n  —  v  cos  ö) 
ist. 
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Sind  Ol,  6m  die  Gomponenten  der  Winkelgeschwindigkeiten  um  OL 
bez.  OM,  so  kann  man  der  letzten  Gleichung  die  Gestalt  geben 


sin^Ö  ^  ==  0/  —  Öm  cos  Ö . 

Liegt  die  Gerade  OM  bez.  der  Axen  nicht  fest^  so  sind  (A,  fi,  v) 
variabel  und  wir  müssen  der  rechten  Seite  der  zweiten  Gleichung  die 
Determinante  hinzufögen 

/.dfi  dl\       ,   /    dv  dii\.    ,    /    dl        ^dv\ 

In  dieser  Determinante  kann  man  X,  ^,  v  durch  beliebige  ihnen 
proportionale  Grossen  Ax,  (iHy  vx  ersetzen,  wobei  x  yariabel  sein  kann 
oder  nicht^  vorausgesetzt,  dass  man  die  Determinante  durch  x^  dividirt. 

Den  Beweis  kann  man  auf  die  folgende  Art  fOhren.  Es  sei  P  ein  Punkt  in 
Oüf  in  einem  Abstand  gleich  der  Einheit  von  0  und  P  bewege  sich  mit  OM. 

Man  ziehe  PQ  senkrecht  zu  OL.  Zuerst  sei  OM  mit 
dem  Axensystem  fest  verbunden.  Die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Systems  um  die  Momentanaxe  werde  in  drei 
Gomponenten  zerlegt,  n&mlich  6^  um  OX,  6^  um  ein 

Loth  auf  OL  in  der  Ehene  LOM  und  0    um  ein  Loth 

auf  die  Ebene  LOM.  Die  G^chwindigkeit  von  P  ist 
0,  •  PQ  —  6^  '  OQ.  Da  die  y-Gomponente  der  Ge- 
schwindigkeit von  P  auch  PQ  •  dil)/dt  ist,  so  wird 
sin  6  d'^jdt  =  ö,  sin  ö  —  d^  cos  B. 

Weil  nun  BiConB  '\-  B^fäiaB  ^^  B^  ist,  so  erh&lt  man  durch  Substitution  des  Werthes 

von  B^  das  fragliche  Resultat. 

Das  zusätzliche  Glied  in  Folge  der  relativen  Bewegung  von  Oüf  in  Bezug 
auf  das  System  l&sst  sich  leicht  ermitteln,  wenn  man  das  System  so  behandelt, 
als  ob  es  sich  in  Buhe  befände.  Die  in  den  Klammem  eingeschlossenen  GrOssen 
der  Determinante  sind  die  Momente  der  Geschwindigkeit  von  P  um  die  Axen. 
Sucht  man  ihre  Componente  um  OL,  so  sieht  man,  dass  die  Determinante  das 
Moment  der  Geschwindigkeit  von  P  um  OL  ausdrückt  und  dasselbe  Moment  wird 
auch  durch  Bux^Bd^/dt  dargestellt. 

§  20.  Wenn  die  Bewegung  eines  Körpers  in  Bezug  auf  im  Körper 
festliegende  Axen  durch  die  Winkelgeschmndigkeiten  (oj,  o,;  (o^)  ge- 
geben ist,  so  hat  man  manchmal  nothig,  die  Bewegung  der  Momentan- 
axe im  Baum  zu  finden.  Dies  ist  offenbar  nur  ein  Specialfall  des 
Satzes  in  §  19.  Wenn  OM  die  Momentanaxe  und  OL,  wie  zuvor,  die 
im  Raum  festliegende  Gerade  bezeichnet,  so  ist  0i  =  Om  cos  0.  Der  Aus- 
druck für  sin^  6  dit^/dt  reducirt  sich  daher  auf  die  obige  Determinante. 
Die  folgenden  Beispiele  erhalt  man  durch  Gombination  der  §§18  und  19, 
wobei  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben. 

Beisp.  1.  Wenn  Sl  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  OM  be- 
deutet, zu  beweisen,  dass 

sm'  ÖÄ'  ^rr  =  «1  *  +  o>t  w  +  «)*  w ,    n  -vT  =  «>•  +  ^in—, nr-, — n   ist. 


dt 


«/r  +  a>/w  +  a>,'n\    n  -^^  =  «>»  +  p^^.,^^.,   i« 
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Beisp.  2.  Man  zeige,  dass  d'iff/dt  =  Ö^  +  ^/(^'  +***''  +  ♦*'*)  i**»  'w^orin,  wie 
zuvor,  0j  die  Winkelgeschwindigkeit  des  EOrpers  um  OX  und  D  die  Determinante 
l  (m'  n"  —  w"  n')  +  m  (W  V  —  w"  T )  +  n  (r  m"  —  X' »»')  bedeutet. 

Beisp.  3.    Man  zeige,  dass  Ä*—  ö^*  ^X^+  *»'*  +  «'*  i«t- 

Beisp.  4.  Man  zeige,  dass  die  Gleichung  der  Ebene  LOM  m  Bezug  auf  im 
Körper  festliegende  Azen  Tx-^m'y-Yn'z^^^^  ist. 

§  21.    Der  Gebrauch  beweglicher  Axen  in  der  Banmgeometrie. 

Da  wir  manchmal  die  Goordinatenazen  unabhängig  von  der  Bewegung 
des  Körpers  zu  verrücken  haben,  ja  selbst  die  Axen  wechseln  müssen, 
ohne  die  Zeit  zu  ändern,  so  ist  es  von  Yortheil,  die  Fundamentalaufgabe 
in  §  4  ohne  Bezugnahme  auf  dynamische  Ideen  zu  behandeln.  Dies 
geschieht  in  dem  folgenden  Satz. 

Ein  System  beweglicher  Axen  möge  aus  einer  Lage  Ox^  Oy^  Oz 
in  die  folgende  Lage  Ox\  0^,  0/  mittelst  der  kleinen  Brotationen 
^9i7  ^9s7  ^9^8  ^^^^  ^^^®  augenblicklichen  Lagen  geschraubt  werden. 
Es  seien  Uj  F,  W  die  Projectionen  oder  Gomponenten  einer  Geraden 
oder  eines  Vectors  OL  auf  Ox,  Oyy  Oe,  wobei  U,  F,  W  entweder  con- 
stant  oder  variabel  sind.  Es  seien  U+dU,  V-i-dVy  W+dW  die 
Projectionen  der  folgenden  Lage  OL'  der  Geraden  auf  Oo^,  Oy^,  0/ 
und  V-^dUy  V+dVj  TF+  *TF  die  Projectionen  von  OL  auf  Ox, 

Oyy   Og.      Alfti^ftnn   ist 

dU  =  dU—rdg>f^+Wdg>^, 

8V  =  dV—  Wdfp^+Ud^^y 

8W=  dW—  Udq>^  +Vdfp^, 

Dies  folgt  aus  §  4,  wenn  man  O^dt  =  dg>^ ,  6^dt  =  d^>^ ,  d^di  »==  dfp^ 
setzt. 

Nimmt  man  die  Länge  OL  der  Einheit  gleich,  so  werden  die  Pro- 
jectionen UyVyW  ^e  Bichtungscosinusse  der  Linie.  Die  Gleichungen 
geben  uns  dann  unmittelbar  die  Aenderungen  der  Bichtungscosinusse 
im  Baum  an,  wenn  die  Aenderungen  bezüglich  der  beweglichen  Axen 
bekannt  sind. 

Wenn  z.  B.  8%  der  Winkel  zwischen  zwei  folgenden  Lagen  einer 
Linie  OL  ist,  deren  Bichtungscosinusse  in  Bezug  auf  die  beweglichen 
Axen  Uy  Vy  W  sind,  so  hat  man 

Auch  sind  die  Bichtungscosinusse  der  durch  zwei  aufeinander  fol- 
gende  Lagen   von    OL  gehenden  Ebene   proportional  VdW—  WdVy 

wdu—üdw,  udv—rdu. 

Es  kann  hier  unsere  Aofgahe  nicht  sein,  die  Benutzung  beweglicher  Axen  in 
der  Baumgeometrie  weiter  auszufEQiren,  als  för  den  Beweis  der  Theoreme,  die  in 
der  Dynamik  gebraucht  werden,  nöthig  ist.  Wir  bemerken  nur,  dass  Curven  so- 
wohl wie  Flächen  sich  manchmal  sehr  leicht  behandehi  lassen,  wenn  man  sie  auf 
ein  System  beweglicher  Axen  bezieht,  deren  Coordinatenanfang  auf  der  Curve  oder 

Boath,  DTüftinik.  II.  2 
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Fläche  fortrückt  und  deren  Richtungen  solche  Tangenten  und  Normalen  sind,  wie 
sie  am  besten  für  den  zur  Discussion  stehenden  Fall  passen.  Der  Leser  wird  auf 
eine  Abhandlung  des  Verfassers  in  dem  Cambridge  Mathematical  Jowmal  (Bd.  7, 
1866)  verwiesen,  worin  die  Anwendung  beweglicher  Axen  auf  die  Krümmung  der 
Curven  durch  verschiedene  Beispiele  erläutert  wird.  Die  folgenden  Aufgaben  sind 
für  den  Augenblick  von  keiner  grossen  Bedeutung;  man  wird  sich  weiter  unten 
von  ihrem  Nutzen  überzeugen. 

Beisp.  1.  Als  Hauptaxen  für  einen  Punkt  P  einer  Curve  nehmen  wir  den 
Krümmungsradius,  die  Tangente  und  die  Binormale.  Sie  seien  die  Axen  der  x^  y 
bez.  £',  zu  beweisen,  dass  die  Gomponenten  der  Bewegung,  durch  welche  die 
Axen  auf  der  Curve  um  den  Bogen  dy  fortgeschraubt  werden, 

l>  =  0,    q=zdy,    r^O;     <iqpj=sO,    d(p^=^  —  dt,    d(p^  =  —  de 

sind,  worin  dt  und  de  den  Torsions-  und  Contingenzwinkel  bedeuten. 

Beisp.  2.  Als  Hauptaxen  für  einen  Punkt  0  einer  Fläche  nehmen  wir  die  Tan- 
genten an  die  Krümmungslinien  und  die  Normale  zur  Fläche.  Sie  seien  die  Axen  der 
X,  y,  z.  Man  soll  die  Axen  von  0  aus  in  die  Lage  der  Hauptaxen  für  den  be- 
nachbarten Punkt  (y  auf  der  o^Axe  bewegen.  Setzt  man  0(/  =»  dx,  so  sind  die 
sechs  Gomponenten  der  Bewegung  für  den  Beductionspunkt  0  gegeben  durch 

jp  =  da-,  g  =  0,  r  =  0;  dqpi=0,  dy,«  — -~,   ^^-^Jjd(p^^^[^jdx, 

worin  q,  q*  die  Hauptkrümmungsradien  der  Schnitte  xg  bez.  yz  sind.  Durch  Com- 
bination  mit  einer  entsprechenden  Bewegung  auf  der  y-Axe  kann  man  die  Axen 
von  0  aus  in  die  Lagen  der  Hauptaxen  für  jeden  benachbarten  Punkt  (7  auf  der 
Fläche  bewegen. 

Beisp.  3.  Man  zeige,  dass  die  Gleichung  einer  Fläche  auf  die  Hauptaxen  für 
einen  Punkt  0  bezogen, 

ist.    Dies  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  Taylor'schen  Theorem. 

§  22.  Die  Bewegungsgleieliiuigeii  eines  yeränderliolieii  KSrpers.  Es  ist  zu 
beachten,  dass  die  Geltung  der  drei  allgemeinen  Bewegungsgleichungen,  deren 
Typus 

dh,/dt--e,h,  +  e^\^L (1) 

ist,  sich  nicht  auf  starre  Körper  beschränkt.  Sie  bestehen  auch  dann,  wenn  das 
System  eine  Sanmilung  von  Massenpunkten  ist,  welche  sich  untereinander  be- 
wegen. Man  kann  sie  daher  auf  die  Bewegung  eines  Körpers  anwenden,  der  seine 
Gestalt  durch  üebertragung  von  Wärme  oder  aus  einem  andern  Grund  ändert  und 
sich  auch  frei  im  Baum  um  seinen  Schwerpunkt  als  festen  Punkt  herumdreht^). 


1)  Die  Bewegungsgleichungen  veränderlicher  Körper  wurden  von  Liouville 
1858  in  dem  8.  Band  seines  Journals  in  der  Form  der  Gleichungen  (6)  des  Textes 
gegeben.  Die  mit  (9)  bezeichneten  Gleichungen  stimmen  mit  denen  von  Darwin 
in  den  Phü.  Trans.  1876,  On  ihe  inßwfnce  of  geological  changes  an  ihe  earth's  axis 
of  rotation  gegebenen  überein.  Die  unter  (10)  sind  im  Wesentlichen  dieselben  wie 
die  Lord  Kelvin^s  in  Appendix  C  von  Darwin *s  Abhandlung.  Man  findet  sie  auch 
in  der  Micanigue  CSleste  von  Tisserand,  1891.  Den  ersten  Gebrauch  mittlerer 
Axen  schreibt  Tisserand  Herrn  Gylden  zu,  SociiU  Boyale  cFUpsdla,  1871. 
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In  vielen  F&llen  ist  die  Art,  wie  der  Körper  seine  Gestalt  vei^dert,  gegeben, 
so  dass  die  Bewegung  eines  jeden  Theils  des  Körpers  bekannt  ist,  wenn  man  die 
Bewegung  beliebiger  dreier  rechtwinkliger  Axen  im  Baum  ermittelt,  welche  auf 
gegebene  Weise  mit  dem  veränderlichen  Körper  verbunden  sind.  Die  so  zur  De- 
finition der  Bewegung  des  Körpers  im  Raum  gewählten  Axen  mögen  der  Kürze 
wegen  die  Axen  des  Körpers  heissen. 

Es  gibt  eine  Methode,  diese  Axen  zu  wählen,  welche  den  Yortheil  hat,  dass 
sie  die  Bewegungsgleichungen  vereinfacht.  Ein  Axensystem  0£,  Ori,  Ot  möge  sich 
um  den  Schwerpunkt  als  Coordinatenanfang  mit  solchen  Winkelgeschwindigkeiten 
bewegen,  dass  die  Bewegung  der  Axen,  wenn  in  irgend  einem  Augenblick  der 
veränderliche  Körper  plötzlich  starr  würde,  in  der  Zeit  dt  dieselbe  sein  würde, 
als  wenn  die  Axen  im  Körper  festlägen.  Diese  Axen  besitzen  die  Eigenschaft, 
dass  die  WinkelbewegungsgrÖsse  des  veränderlichen  Körpers  um  jede  von  ihnen 
dieselbe  ist,  wie  die  eines  idealen  starren  Körpers,  welcher  an  den  Axen  befestigt 
ist  und  die  gleichen  augenblicklichen  Tiägheits-  und  Deviationsmomente,  wie  der 
veränderliche  Körper,  hat.  Die  Winkelbewegungsgrössen  lassen  sich  daher  durch 
die  gewöhnlichen  Formeln  fSr  einen  starren  Körper  ausdrücken,  nämlich 

hl  =  ÄSl^  —  Fä,  —  ESl^  ,  etc. 

Um  sich  darüber  klar  zu  werden,  nehme  man  an,  ü,  F,  W  seien  die  Com- 
ponenten  der  Greschwindigkeit  im  Baum  fOr  einen  Punkt  von  der  Masse  m  und 
A| ,  A| ,  i2^  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Axen.    Alsdann  ist,  wie  in  §  5, 

rr«f-~i,Ä,  +  £ai,     F-ij'-tÄj  +  £Ä,,etc., 

wobei  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben. 
Es  seien  femer 

so  dass  also  Ät,  Ä^  A^  die  Winkelbewegungsgrössen  der  Belativbewegung  der 
Massenpunkte  des  Körpers  gegen  die  Axen  |,  ij,  t  bedeuten.  Sind  h^,  A  ,  h^  die 
ganzen  Winkelbewegungsgrössen  um  die  Axen,  so  erhält  man  durch  Substitution 

Ä.  —  j;i»({F  —  i| CT)  =  ^^  +  C'Ä^  —  E^  —  -DÄj     ....    (2) 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen,  worin  A,  B,  C,  2>,  E^  F  die  Trägheits-  und 
Deviationsmomente  des  Körpers  für  die  Axen  der  £,  17,  i  sind. 
Die  getroffene  Wahl  der  Axen  hat  zur  Folge,  dass 

^^  <-  0 ,    j1^  =  0 ,    ^^  =  0  wird (8). 

Solche  Axen  hat  Tisserand  in  Beider  Micanique  Celeste  „mUtkre  Axen**  genannt. 
Er  bemerkt,  dass  sie  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  werden,  dass  die 
Aenderongen  in  dem  Körper  nicht  die  Form  von  Strömungen  um  die  Axen  an- 
nehmen. 

Man  beachte,  dass  die  Lage  der  Axen  durch  die  Eigenschaft  ^^  »  0 ,  A^O, 

J. .  SB  0  nicht  genau  definirt  ist.   Diese  Gleichungen  bestimmen  nur  die  Bewegung, 

wenn  die  Anftuigslage  der  Axen  gewählt  worden  ist.  Befindet  sich  z.  B.  der  Körper 
anfangs  in  Buhe  und  alteriren  in  irgend  einem  Augenblick  beginnende  innere 
Aenderungen  seine  Gestalt  und  Structur,  so  bleibt  offenbar  im  Anfang  und 
während  aller  dieser  Aenderungen  die  WinkelbewegungsgrÖsse  um  irgend  eine  im 
Raum  festliegende  Gerade  Null.  Daraus  folgt,  dass  beliebige  im  Raum  festliegende 
Axen   ein  mittleres   System   bilden.    Die  Winkelbewegungsgrössen  A^^  A^,  A^ 

hängen  von  der  relativen  Bewegung  bez.  der  Axen  der  £,  ^2,  £  ab  und  sind  von 
^,  A,,  A,  unabhängig.  Wir  können  daher  jetzt  dem  Körper  und  den  Axen 
denselben  Bewegungszustand  superponiren;  die  Axen  werden  fortfahren,  ein  mitt- 
leres System  zu  sein. 

2* 
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Es  kommt  manchmal  vor,  dass  die  betrachteten  Aenderungen  zwar  lange  an- 
dauern, aber  so  langsam  vor  sich  gehen,  dass  der  Körper,  wenn  man  ihn  nur 
kurze  Zeit  betrachtet,  aussieht,  als  ändere  er  sich  nicht  und  sei  starr.  Offenbar 
liegen  in  diesen  Fällen  die  mittleren  Axen  auch  merkbar  im  KOrper  fest. 

§  23.  Es  seien  0£,  Oij,  OS  die  Axen  des  Körpers,  entweder  mittlere  oder 
nicht.  OXy  Oy,  Oz  sei  ein  anderes  Axensystem,  auf  welches  wir  die  Bewegung 
zu  beziehen  wünschen.  Oj,  o,,  oo,  seien  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Axen 
des  Körpers  um  die  Bezugsaxen,  0,,  0,,  0,  die  der  Bezugsaxen  selbst.  Die 
Winkelbewegungsgrössen  des  Körpers  um  die  Bezugsaxen  sind  dann 

Äy  =  ^y  +  B«,-i)a),~Fa»,| (4), 

worin  Ä^^  Ä  ^  Ä^  die  Componenten  von  J.^,  A  ^  Ä^  um  die  Bezugsaxen  und 

Null  sind,  wenn  die  Axen  des  Körpers  mittlere  Axen  sind.  Ebenso  stellen  hier 
Ä,  B,  C,  D,  Ey  F  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  des  Körpers  für  die  Be- 
zugsaxen vor. 

um  die  Bewegungsgleichungen  zu  erhalten,  substituire  man  diese  Werthe 
von  Ä^,  Äy,  \  in  die  Gleichungen 

Ä^' —  Ö,Äy  +  Ö,Ä,  «  Zf,  etc.,  etc (6). 

Wenn  die  Axen  des  Körpers  zu  Bezugsaxen  gewählt  werden,  so  ist  0,  »=-  iDi  , 
ö,  =  ©j ,  ö,  =«  «8  ,  etc.  Die  Gleichungen  erhalten  nach  der  Einsetzung  der  Werthe 
von  A«,  etc.  die  Gestalt 

4-  2) (»,"—  «,*)  4-  Fa^ o,  —  JE?©!«,  +  «,^,  —  ©,^y  «  l] 

und  eine  ähnliche  die  beiden  andern  Gleichungen. 

Darin  sind  Ä^  JB,  C,  2>,  E,  F  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  für  die 
Axen  des  Körpers,  während  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten  ©j ,  etc.  und  die 
Momente  X,  M,  N  auf  sie  als  Coordinatenaxen  beziehen. 

Wenn  die  augenblicklichen  Lagen  der  Hauptaxen  zu  Bezugsaxen  genommen 
werden,  so  nehmen  die  Ausdrücke  (4)  für  Ä^ ,  Ä^ ,  Ä,  eine  sehr  einfache  Form  an. 

Die  Bewegungsgleichungen  (5)  werden  dann 

±^Äm,  +  Ä;)-e,(Ba,,  +  Ä^)  +  e,(Ca,,  +  A-;)  =  L    ...    (7) 

mit  zwei  ähnlichen.    In  diesen  setzen  wir 

©1  =  ©1  +  oTi ,    ö,  =  ©,  +  or,  ,    ö,  =  ©,  +  er, (8), 

so  dass  also  «i  ,  «^t «  ^  ^^  Winkelgeschwindigkeiten  sind,  mit  welchen  sich  die 
Hauptaxen  von  den  Axen  des  Körpers  trennen.  Diese  Substitution  wird  gemacht, 
weil  Oj ,  ce, ,  (^3  in  den  meisten  Fällen  sehr  klein  sind.  Die  Gleichungen  erhalten 
jetzt  cde  Gestalt 

d  d 

-j^(^©i)  —  (B  —  0)©,©j  —  JB©,«,  +  C7©,a,  +  ^  ^a:  —  ^y(**'«  +  ««)  + 

+  ^,(©,  +  a,)-i W 

mit  zwei  ähnlichen.  In  diesen  Gleichungen  sind  ^,  JB,  C  die  augenblicklichen 
Werthe  der  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  und  werden  die  Winkelgeschwindig- 
keiten ©1 ,  etc.,  «1 ,  etc.  auf  die  Hauptaxen  als  Coordinatenaxen  bezogen. 
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§  84.  Die  letzten  Gleichungen  lassen  eine  Vereinfachung  zu,  wenn  die 
Momentanaxe  nahezu  mit  einer  Hauptaxe  zusammenfällt.  Nimmt  man  sie  zur 
z-Axe,  so  sind  sowohl  w^  als  (o,  kleine  Grössen.  Sind  femer  die  inneren 
Aenderungen  klein  und  periodisch  oder  langsam  und  begrenzt,  so  dass  die  Haupt- 
azen  keine  grossen  Lagenänderungen  in  dem  EOrper  erfahren,  so  bleiben  die 
Winkelgeschwindigkeiten  id^  und  o,  während  der  Bewegung  klein.  Alsdann  ist 
es  manchmal  gestattet,   die  WinkelbewegungsgrOssen  A^,  A  ^  A^^   welche  die 

Folge  dieser  inneren  Aenderungen  sind,  zu  vernachlässigen.  Nimmt  man  ein 
Azensystem  in  dem  Körper  derart  an,  dass  die  Hauptaxen  nicht  weit  von  ihm  ab- 
weichen, so  sind  auch  die  Winkelgeschwindigkeiten  a^ ,  o, ,  a^  klein.  Wir  wollen 
auch  annehmen,  es  sei  ^  »»  0  und  Jy,  M  kleine  Grössen. 

Aus  der  dritten  der  Gleichungen  (9)  ergibt  sich  dann,  dass  d(C(o^/dt  sich 
Ton  Null  um  die  Quadrate  kleiner  Grössen  unterscheidet.  Man  kann  daher  in 
den  kleinen  Gliedern  der  beiden  ersten  Gleichungen  Co»,  »=  Q  setzen,  worin  G 
eine  Constante  ist.    Es  wird  so 

j  ,r-A  \  J   .    .    .    .    (10). 

-^  (B«,)  -  (^^^  O  -  a,)  ü«,  -  ff «.  -  Jlf  I 

Ist  der  Körper  einazig  und  bleibt  er  es  während  aller  Veränderungen,  so  ist 
A  =  B.  Da  wir  nun  beliebige  Azen  in  der  Aequatorebene  des  Körpers  zu  Haupt- 
azen  nehmen  können,  so  kann  man  die  Gleichungen  noch  weiter  yereinfachen, 
indem  man  diese  Azen  so  wählt,  dass  a,  »=  0  wird. 

Bei  dem  Gebrauch  dieser  Gleichungen  werden  die  inneren  Veränderungen 
in  dem  Körper  in  Bezug  auf  die  Azen  des  Körpers  als  gegeben  Torausgesetzt,  so 
dass  ttj,  er,,  a,  und  A^  B,  C  bekaimte  Fimctionen  Ton  t  sind.  Durch  die  Auf- 
lösung der  Differentialgleichungen  werden  dann  o,  und  <o^  bestimmt.  Die  Be- 
wegung der  Momentanaze  in  dem  Körper  folgt  daraus  unmittelbar.  Wenn  es  ver- 
langt wird,  kann  man  auch  B^,  0,,  B^  finden  und  die  Bewegung  der  Hauptazen 
im  Baum  aus  den  Euler*schen  Gleichungen  ableiten. 

Nehmen  wir  an,  es  handle  sich  um  einen  einazigen  Körper  und  die  in  dem 
Körper  erfolgende  Bewegung  der  Aze  Oz  der  Figur  sei  durch  ihre  Winkelcoordi- 
naten  (£,  ri,  1)  in  Bezug  auf  die  Azen  0£,  Orj,  Oi  gegeben,  so  sind  £,  ri  be- 
kannte Functionen  der  Zeit.  Da  (o^,  a, ,  et,)  die  Winkelgeschwindigkeiten  sind, 
mit  denen  sich  die  Hauptazen  in  Bezug  auf  die  Azen  in  dem  Körper  bewegen, 
so  ist  cTj  a=>  —  dri/dt  und  o,  ^a  d^/dt 

Nehmen  wir  femer  an,  die  Aenderungen  in  dem  Körper  seien  der  Art,  dass 
sich  zwar  die  Lage  der  Hauptazen  merklich  in  dem  Körper  verschiebt,  die 
Grössenveränderungen  von  A,  Ay  C  jedoch  so  klein  bleiben,  dass  man  ihre 
Variationen,  mit  ea^ ,  a>,  multiplicirt,  vernachlässigen  kann,  so  werden  die  Glei- 
chungen 

äfOi    ,  .      di       L 

-df  +  ^'^^+'^di-A 

worin  ^  =  ö  (C  —  A)/A  C  und  ir  =»  G/A  ist. 

In  anderen  Problemen  können  die  Hauptazen  in  dem  Körper  festliegen, 
während  die  Aenderungen  in  den  Trägheitsmomenten  gegeben  sind.  Alsdann  ist 
OjssO,  a,  sobO,  o^s'O  zu  setzen  und  A^  B,  C  sind  als  bekannte  Functionen 
der  Zeit  anzusehen. 
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Beisp.  1.  Die  Erde  werde  als  einaxiger  EOrper  angeaehen,  dessen  Hauptträg- 
heitsmomente  sämmtlich  nahezu  gleich  sind  und  der  um  die  Axe  der  Figur  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  n  rotirt.  Wenn  die  inneren  Aenderungen  der  Erde 
derart  sind,  dass  der  Pol  der  Axe  der  Figur  eine  kleine  jährliche  Bewegung  um 
seine  mittlere  Lage  ausfährt  und  seine  Coordinaten  dabei  £  «»p  cos  mt,  Y2=»g  sin  mt 
sind,  während  sich  die  Grösse  der  Hauptträgheitsmomente  nicht  merklich  ändert, 
zu  beweisen,  dass  die  Coordinaten  des  Pols  der  Momentanaxe 

t  ^  ft*P4-  ftwg  ^^^  ^^  +  HcosO^t  +  JST) 

sind,  worin  H  und  K  beliebige  zwei  Constante  bedeuten.  Helmert^s  Problem. 
Astron.  Nachr.  Bd.  126. 

Um  es  zu  beweisen,  setze  man  in  den  Gleichungen  (11),  L  =  o^  üf  =  0  und 
Bubstituire  för  £,  fj  ihre  gegebenen  Werthe ;  es  wird  ^sB^^m^/n  und  ri^^siti-^-w^/n. 

In  dem  vorliegenden  Fall,  in  welchem  es  sich  um  die  Erde  handelt,  ist  ^n/(i 
etwa  zehn  Monaten  und  29r/m  einem  Jahre  gleich. 

Beisp.  2.  Ein  Eüipsoid,  dessen  Cenirum  0  festliegt,  zieht  siüi  durch  Ab- 
kühlung eusammen;  es  wird  auf  irgend  eine  Art  in  Bewegung  gesetzt  und  steht 
nicht  unter  der  Einwirkung  äusserer  Kräfte.    Man  finde  die  Bewegung. 

Die  Hauptdurchmesser  sind  während  der  Bewegung  Hauptaxen  für  0,  Wir 
wollen  sie  zu  Bezugsaxen  nehmen.  Die  Ausdrücke  für  die  Winkelbewegungs- 
grössen  um  die  Axen  sind  dami  /^=>ilo>i,  ^=»£0, ,  ^»=  Co,.  Die  Gleichungen 
(6)  werden 

und  zwei  «ähnliche. 

Multiplicirt  man  sie  mit  Am^^  Ba>^,  Ca>g,  addirt  und  integrirt,  so  sieht  man, 
dass  -4.*a)i*+  JB'a»,'  +  C*©,'  wüurend  der  Bewegung  constant  bleibt.  Um  ein 
weiteres  Litegral  zu  erhalten,  setze  man  A  =  Al^  f{t)^  B  ^^  B^f{t)^  C  ^=^  C^f(fj^ 
worin  f(J^  das  Gesetz  der  Abkühlung  ausdrückt,  welches  derart  vorausgesetiEt 
wird,  dass  der  EOrper  seine  Gestalt  sehr  langsam  verändert.    Setzt  man  femer 

fl>i  f(f)  ==^11  «t  /*(*)  =  ^  »  ^t  f(f)  =  %  Tmd  dt/dt'  =  f(t) ,  so  werden  die  Glei- 
chungen 

A^-(J9,-C.)Ä,Ä,-0 

und  zwei  ähnliche.  Man  kaun  sie  behandeln,  wie  in  dem  Kapitel  über  die  Be- 
wegung der  Körper,  auf  welche  keine  Kräfte  einwirken.    Liouville's  Journal,  1868. 

Ueber  relative  Bewegung. 

§  25.  Clairaufs  Theorem^).  Die  Theorie  der  relativen  Bewegung 
versteht  man  am  besten^  wenn  man  sie  von  möglichst  vielen  Seiten 
ansieht.     Wir  wollen  daher  jetzt   eine  Methode  zur  Bestimmung  der 

1)  Die  Art,  wie  die  relative  Bewegung  eines  Massenpunktes  zu  bestimmen 
ist,  wurde  zuerst  von  Glairaut  1742  angegeben  und  später  von  Coriolis  auf 
andere  Art  bewiesen.  Bertrand,  dessen  Beweisführung  unabhängig  von  Coordi- 
naten ist,  kritisirte  und  verbesserte  Clairaufs  Darstellung  in  Bd.  19  des  Journal 
de  V^cole  polytechnigue.  Einen  andern  Beweis  mit  Hülfe  von  Polarcoordinaten 
gab  EL  W.  Watson  in  Bd.  12  des  Quaterly  Jourftal  of  Mathematics. 
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Bewegung  betrachten,   die  mehr  elementar  ist  und  in  ihrem  Resultat 
keinen  ausschliesslichen  Gebrauch  von  Gartesischen  Goordinaten  macht. 

Es  werde  verlangt,  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  P  auf  ein 
gegebenes  System  beweglicher  Axen  zu  beziehen.  Pq  sei  die  Lage  von 
P  zu  irgend  einer  Zeit  t,  Pq  sei  an  die  Axen  befestigt  und  bewege 
sich  während  eines  kurzen  Intervalles  mit  ihnen.  Es  stelle  f  die 
Beschleunigung  von  Pq  zur  Zeit  t  der  Richtung  und  Grösse  nach  dar. 
Der  Massenpunkt  P  wird  sich  selbstverständlich  von  Pq  trennen;  die 
absolute  Beschleunigung  von  P  im  Baum  ist  aber,  wie  aus  der  Dynamik 
der  Massenpunkte  bekannt  ist,  die  Resultante  seiner  relativen  Be- 
schleunigung in  Bezug  auf  P^  als  festen  Punkt  und  der  Beschleunigung 
f  von  Pq.  Die  Beschleunigung  von  P^  heisse  die  Beschleunigung  des 
beweglichen  Baums^), 

Es  seien  x^  y,  0  die  Goordinaten  des  Massenpunktes  P  in  Bezug 
auf  die  beweglichen  Axen  und  X,  F,  Z  die  Gomponenten  der  gegebenen 
an  dem  Massenpunkt  angreifenden  Kräfte  parallel  den  Axen.  Es  seien 
femer  |>,  q,  r  die  Gomponenten  der  Geschvrindigkeit  des  Goordinaten- 
anfangs;  addirt  man  sie  zu  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  in^j.^^^^"*- 
§  5  und  substituirt  in  (2),  so  erhalt  man  -.    ..  *    i 

und  ähnliche  Ausdrücke  fttr  F  und  Z  Darin  sind  AjB,C,D  Functionen^  r  V  ^ 
von  Ot)  ^if  ^9]  P)  i)  ^  ^^^  ihren  Differentialquotienten  nach  ty  welche 
man  nicht  niederzuschreiben  braucht.  Wären  Xy  y,  0  constant,  so 
vTtirden  alle  Glieder  in  dem  Ausdruck  filr  X  mit  Ausnahme  der  letzten 
vier  verschwinden.  Diese  letzteren  mit  den  entsprechenden  für  T  und 
Z  drücken  daher  die  Beschleunigung  f  eines  Puiiktes  Pq  aus,  der  starr 
mit  den  Axen  verbunden  ist,  aber  die  augenblickliche  Lage  von  P  ein- 
nimmt. 

Wir  haben  nun  die  Wirkung  der  übrigen  Glieder  zu  prüfen.  Die 
Bewegung  der  Bezugsaxen  während  eines  LitervaUs  dt  kann  durch  eine 
Bewegung  des  Goordinatenanfangs  und  eine  Rotation  Sl  dt  um  eine  Axe 
Ol  ersetzt  werden.  F  stelle  die  relative  Geschwindigkeit  von  Pbez.  der 
Axenx,y,0  dar  und9sei  der  Winkel,  den  die  Richtung  von  Fmit  OJmacht. 
Man  nehme  nun  das  zweite  und  dritte  Glied  in  dem  Ausdruck  für  X  zu- 
sammen und  ebenso  die  entsprechenden  in  den  Ausdrücken  für  F  und 
Z  und  sehe  für  den  Augenblick  von  aUen  andern  Gliedern  ab.  Multi- 
plicirt  man  die  Ausdrücke  für  X^  Y,  Z  mit  9j^,  0^  bez.  dg,  so  ist  die 
Summe  dieser  Glieder  Null.   Die  Resultante  der  Beschleunigungen  steht 


1)  Im  Original  steht  „acceleration  of  the  moving  space^*,  die  Italiener  sagen 
^,accelerazione  nel  moto  di  strascinamento".  Einen  ku/rzen  deutschen  allgemein 
angenommenen  Namen  kennt  der  üebersetzer  nicht.  Yergl.  auch  Lüroth,  Grund- 
riss  der  Mechanik  S.  13,  der  das  Wort  „Führongsbeschleunigung**  gebraucht. 
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daher  senkrecht  auf  OL  Multiplicirt  man  weiter  die  Ausdrücke  für 
Xy  Yj  Z  mit  dx/dty  dy/dt  bez.  dzjdty  so  wird  die  Summe  der  Glieder 
wiederum  Null.  Die  Resultante  der  Beschleunigungen  steht  daher  auch 
senkrecht  auf  der  Richtung  der  relativen  Geschwindigkeit  F.  Addirt 
man  schliesslich  die  Quadrate  der  Glieder^  so  ergibt  sich  als  Grosse  der 
resultirenden  Beschleunigung  2AFsind. 

Um  nun  die  Art  zu  bestimmen,  wie  diese  Kräfte  anzubringen  sind, 
muss  man  die  Glieder^  welche  sie  darstellen^  auf  die  andere  Seite  der 
Gleichungen  bringen.    Die  erste  Gleichung  wird  dann 

und  die  beiden  andern  erhalten  ähnliche  Formen.  Es  sind  dies  die 
Bewegungsgleichungen  eines  Massenpunktes  in  Bezug  auf  feste  Axen, 
an  welchen  dieselben  gegebenen  Kräfte^  wie  zuvor^  und  ausserdem  zwei 
Zusatzkrilfte  angreifen.  Die  letzteren  sind:  erstens  eine  Ej-aft^  welche 
der  durch  mf  dargestellten  gleich  und  entgegengesetzt  ist^  worin  f  die 
Beschleunigung  des  von  dem  Massenpunkt  eingenommenen  Punktes  des 
beweglichen  Baumes  darstellt  und  zweitens  eine  Kraft,  deren  Grösse, 
wie  gezeigt  wurde,  2mVSi  sin  6  ist.  um  ihre  Bichtung  zu  bestimmen, 
nehme  man  die  e-Axe  längs  der  Axe  Ol  und  die  yje^ -Ebene  parallel  zur 
Bewegungsrichtung  des  Massenpunktes;  abdann  ist  ^1  =  0,  0^  =  0  und 
dx/dt  =  0 .  Wie  leicht  zu  sehen,  verschwindet  die  Kraft  aus  den 
Gleichungen  för  m  d^y/dfi  und  m  d^e/dt^y  während  sie  in  der  für 
m  ^x/dt^  sich  auf  das  Glied  2mB^  dy/dt  reducirt.  Die  Ghrösse  dieser 
Eiaft  ist  offenbar  2mVSl  sin  6  und  sie  wirkt  in  der  positiven  Richtung 
der  a;-Aze.  Es  ist  dies  die  linke  Seite,  wenn  man  den  fortrückenden 
Massenpunkt  von  der  Axe  Ol  aus  beobachtet  (§  26). 

Nach  der  Integration  der  Gleichungen  sind  die  willkürlichen  Gon- 
stauten  aus  den  Anfangswerthen  von  x,  y,  0y  dx/dty  dy/dty  dz/dt  zu 
bestimmen.  Diese  Differentialquotienten  sind  offenbar  die  Gomponenten 
der  relativen  Anfangsgeschwindigkeit  des  Massenpunktes  in  Bezug  auf 
die  beweglichen  Axen. 

« 

§  26.  Relative  Bewegung  eines  Hassenpunktes.  Man  kann  diese 
Schlüsse  in  die  folgende  Begel  bringen: 

Bei  der  Ermittelung  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  von 
der  Masse  m  in  Bezug  auf  beliebige  bewegliche  Axen  kann  man  die 
Axen  so  behandeln,  als  lägen  sie  im  Raum  fest,  vorausgesetzt  dass 
man  annimmt,  an  dem  Massenpunkt  griffen  ausser  den  gegebenen  Kräften 
noch  zwei  andere  an: 

(1)  eine  Kraft  gleich  und  entgegengesetzt  mfy  worin  f  der  Richtung 
imd  Grosse  nach  die  Beschleunigung  des  von  dem  Massenpunkt  ein- 
genommenen Punktes  des  beweglichen  Raumes  darstellt.  Die  Kraft 
mf  heisst  „die  Kraft  des  beweglichen  Baumes^^    (Centrifugdücraft), 


Bewegung  eines  Massenpunktes  (§  26 — 29).  25 

(2)  eine  Kraft,  die  senkrecht  auf  der  Richtung  der  relativen  Be- 
wegung  des  Massenpunktes  steht  und  ebenso  auf  der  Rotationsaxe  Ol 
der  beweglichen  Axen.  Diese  Kraft  wird  durch  2mVSlsmO  gemessen, 
worin  V  die  relative  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes,  Sl  die  resul> 
tirende  Winkelgeschwindigkeit  der  beweglichen  Axen  und  6  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  und  der  Rotationsaxe  ist. 
Diese  Kraft  heisst  die  msammengesetzte  CentrifugciOorafl  oder  GorioHs'sche 
Kraft 

um  die  Richtung  zu  finden,  in  welcher  die  Kraft  anzubringen  ist, 
stelle  man  sich  mit  dem  Rücken  so  gegen  die  Axe  OIj  dass  die 
Rotation  die  Richtung  der  SiCiger  einer  ühr  hat;  beobachtet  man  dann 
den  Massenpunkt,  wie  er  von  der  Axe  Ol  sich  entfernt,  so  wirkt  die 
Kraft  nach  der  linken  Seite.  Die  Axe  Ol  kann  man  passender  Weise 
die  Axe  der  CentrifagciUoräfte  nennen. 

§  27.  Beisp.  Wenn  der^Massenpunkt  gezwungen  wird,  sich  längs  einer 
Curve  zu  bewegen,  die  sich  selbst  auf  beliebige  Art  bewegt,  so  kann  man  die  zu- 
Banunengesetzte  Gentrifugalkrafb,  da  sie  senkrecht  zur  Richtung  der  relativen 
Geschwindigkeit  des  liassenpunktes  ist,  in  die  Reaction  der  Curve  einschliessen. 
Die  einzige  Kraft,  die  man  an  dem  Massenpunkt  angreifen  lassen  muss,  ist  die 
Kraft  des  beweglichen  Baumes.  Dreht  sich  die  Curve  um  eine  feste  Axe  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  A,  so  sind  die  Componenten  der  beschleunigenden  Kraft 
des  beweglichen  Baumes  offenbar  Sl*r  in  der  Bichtung  von  der  Botationsaxe  weg 
und  r  dSl/dt  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  den  Massenpunkt  und  die  Axe  ent- 
hält, wenn  man  unter  r  den  Abstand  des  Massenpunktes  von  der  Axe  versteht. 
Dies  stimmt  mit  den  Ausfuhrungen  in  dem  Abschnitt  über  relative  Bewegung  Bd.  1 , 
Kap.  4,  §  218  überein. 

§  28.  Bei  der  Ermittelung  der  zusammengesetzten  Gentrifugal- 
krafb  darf  man  nicht  vergessen^  dass  man  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
sowohl  y  als  die  lineare  Geschwindigkeit  V  durchaus  beliebig  zerlegen 
und  die  Erafbe^  welche  jede  Gompcmente  zur  Folge  hat^  gesondert  auf- 
suchen kann.  Obgleich  man  auf  diese  Art  mehr  als  zwei  Kräfte  er- 
halt;  welche  an  dem  Massenpunkt  angebracht  werden  müssen^  so  lasst 
sich  doch  durch  geeignete  Zerlegung  erreichen,  dass  entweder  einige 
von  ihnen  keine  Wirkung  herrorbringen  und  daher  weggelassen  werden 
können  oder  eine  solche  Wirkung,  die  leicht  in  Rechnung  zu  ziehen  ist. 

§  29.  Relative  Bewegung  der  starren  KSrper.  Soll  das  Glai- 
raut'sche  Theorem  auf  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  angewandt 
werden,  so  muss  man  annehmen,  an  jedem  Massenpunkt  griffen  die 
zwei  Kräfte  an,  welche  von  der  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Massen- 
punktes abhängen.  Um  die  Resultante  aller  dieser  Kräfte  zu  ermitteln, 
hat  man  im  Allgemeinen  eine  Integration  über  den  ganzen  Körper  aus- 
zufahren. Diese  Integration  ist,  wenn  nicht  schwierig,  doch  zuweilen 
langwierig.  Man  hat  Methoden  zur  Abkürzung  des  Verfahrens  vor- 
geschlagen; wir  übergehen  sie  aber  hier,  weil  man  solche  Probleme  im 
Allgemeinen  leichter  mit  Hülfe  der  in  §  10  beschriebenen  Methoden  löst. 
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§  30.  Die  Anwendavg  des  Prindps  der  lebevdigeii  Kraft  avf  bewegliehe  Axeii. 

McM  nehme  an,  dw  System  würde  in  irgend  einem  Augenblick  mit  den  beweglichen 
Äxen,  in  Bezug  auf  toelche  die  Bewegung  gesucht  wird,  fest  verbunden  und  be- 
rechne wnter  dieser  Voraussetzung  die  Effectivkräfte  des  Systems.  Sie  wurden  in 
%  26  die  Kräfte  des  beweglichen  Baumes  genannt.  Bringen  wir  sie  zusätzlich  zu 
den  gegebenen  Kräften,  aber  in  umgekehrter  Bichtung  an  dem  System  an,  so  lässt 
sich  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  zur  Bestimmtmg  der  relativen  Bewegung 
BO  benutzen,  als  lägen  die  Axen  im  Baum  fest.  Dieses  Theorem  verdankt  man 
Coriolis,  Jowm.  de  V^c.  polytech.,  18dl. 

1)  BehSit  man  die  Beseichnimg  des  §  86  bei,  so  sind  die  Componenten  der 
Beschleunigungen  eines  Punktes  P  parallel  zu  den  rechtwinkligen  beweglichen  Axen 

mit  zwei  ähnlichen  Ausdrücken  für  die  y-  und  z-Axe.  Die  letzten  vier  Glieder 
mit  den  entsprechenden  Gliedern  der  andern  Ausdrücke  sind  die  Componenten 
der  Beschleunigung  eines  Punktes  P^,  der  mit  den  Axen  fest  verbunden  ist,  aber 
die  augenblickliche  Lage  von  P  einnimmt.  Wir  wollen  sie  .X^ ,  ^o  *  ^o  i^^nnen. 
Greifen  wir  nun  auf  den  Beweis  des  Princips  der  lebendigen  E>aft,  wie  er 
in  Bd.  1,  Kap.  VII,  §  860  gegeben  wurde,  zurück.  Um  ihn  dem  vorliegenden  Fall 
anzupassen,  hat  man  nur  die  obigen  Ausdrücke  an  die  Stelle  von  d^x/dt*,  etc.  in 
die  allgemeine  Gleichung  der  virtuellen  Momente  einzusetzen.  Substituirt  man 
für  die  Verschiebungen  9x^  9y,  9z  ihre  Werthe  dx^  dy^  dz,  so  verschwinden 
offenbar  die  Glieder,  die  dx/dt,  dy/dt,  dz/dt  enthalten.  Nachdem  man  inte- 
grirt  hat,  wird  die  Gleichung 

=  2Zmf[{X  -  X^)dx  +  (F-  ro)dy  +  (^-  ZJdir}  +  C. 

§  31.  2)  Ein  zweiter  Beweis.  Das  Goriolis'sche  Theorem  folgt  auch  un- 
mittelbar aus  dem  in  §  26  für  alle  Arten  relativer  Beweg^g  gegebenen  Satz. 
Der  eben  gegebene  Beweis  hat  den  Vorzug,  dass  er  aus  den  Grundprincipien  ab- 
geleitet wird. 

Offenbar  muss,  wenn  man  das  Prindp  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  be- 
nutzt, jede  Kraft,  deren  Bichtungslinie  senkrecht  auf  der  ihrem  Angriffspunkt 
gegebenen  Verschiebung  steht,  aus  der  Gleichimg  verschwinden.  In  dem  Princip 
der  lebendigen  Kraft  ist  nun  die  Verschiebung,  welche  jedem  Punkt  gegeben 
wird,  das  Bogenelement,  das  dieser  Punkt  in  der  Zeit  dt  bez.  der  Axen  be- 
schreibt. Die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft  wirkt  aber  senkrecht  zu  diesem 
Bogen  und  verschwindet  daher  aus  der  Gleichung.  Die  virtuellen  Momente  der 
Kräfte  des  beweglichen  Baumes  dagegen  sind  nicht  Null  und  müssen  in  der  Glei- 
chung berücksichtigt  werden. 

§  82.  Beisp.  Eine  Kugel  roUt  auf  einer  vollkommen  rauhen  Ebene,  die  sich 
mit  der  gleichförmigen  WinkeHgeschmndigkeit  n  um  eine  horizontale  in  ihr  gelegene 
Axe  herumdreht.  Wenn  man  annimmt,  die  Bewegung  der  Kugel  geschehe  in  einer 
auf  der  Botationsaxe  senkrechten  verticalen  Ebene,  die  relative  Bewegung  der  Kugel 
in  Bezug  auf  die  Ebene  zu  finden. 

Es  sei  Ox  die  von  der  Kugel  bei  ihrem  Rollen  auf  der  Ebene  beschriebene 
Bahn  und  Oy  werde  durch  die  Botationsaxe  senkrecht  zu  0:e  in  der  Ebene  der 
Beweg^ung  der  Kugel  gezogen,  nt  sei  der  Winkel,  den  Ox  mit  einer  horizontalen 
durch  die  Botationsaxe  gelegten  Ebene  macht,  und  tp  der  Winkel,  den  der  Radius 
der  Kugel,  der  anfangs  senkrecht  auf  der  Ebene  stand,  mit  der  :c-Axe  macht« 


Princip  der  relativen  lebendigen  Erafb  (§  80~dd). 
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Xf  y  seien  die  Coordinaten  von  P,  dem  Centrum  der  Kugel  und  Mk*  das  Träg- 
heitsmoment der  Kugel  för  einen  Durchmesser. 

Läge  die  Kugel  bez.  der  Ebene  fest,  so  wären  ihre  E£Pectivkräfte:  Mn*x  und 
Mn^y  am  Schwerpunkt  angreifend  und  ein  Paar  Mk*  dn/dt  »=  0  um  den  Schwer- 
punkt. Siehe  Bd.  1,  Kap.  4;  Anm.  zu  §460.  Femer  sind  die  Componenten  der 
gegebenen  Kraft,  nämlich  der  Schwere,  parallel  zu  den  beweglichen  Axen  ^  sin  »^ 
und  —  ^  cos  n^.  Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  die  relative  Bewegung 
lautet  daher: 

M(ir)+®)'+"(ff)l--i+"'»r?+ 


2  dt 


.        ,      ^dx  .dy 

+  ggmnt-^^  g  cos  n«  g^ 


Hierin  ist  dx/dt  »  adg>/dt  und  dy/dt  «»  0.    Man  erhält  mithin 

'     .   k^\d*x         ,      .        .       , 


(. 


aV  dt' 


Diese  Gleichung  hätte  sich  auch  aus  den  Formeln  für  bewegliche  Azen  in  Bd.  1, 
Kap.  4,  §  211  ableiten  lassen. 

Da  bei  der  Kugel  ü;'  »=  --  a'  ist,  so  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

Ä  =  —  ~  -,  sm  n«  +  -^c  -i-Be         ^  , 

worin  A  und  B  zwei  Constante  bedeuten,  die  von  den  Anfangsbedingungen  der 
Kngel  abhängen. 


Matiye  Bewepuag  in  Bezug  anf  die  Erde. 

§  33.  Die  Bewegung  eines  Körpers  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
ist  nicht  genau  so,  wie  sie  wäre,  wenn  sich  die  Erde  in  Buhe  befände. 
Als  eine  Erläuterung  zu  dem  Gebrauch  der  Gleichungen  dieses  Kapitels 
wollen  wir  im  Folgenden  die  Bewegungsgleichungen  eines  Massenpunktes 
in  Bezug  auf  Goordinatenaxen  bestim- 
men^  die  in  der  Erde  festliegen  und 
sich  mit  ihr  bewegen. 

0  sei  ii^end  ein  Punkt  auf  der 
Oberfläche  der  Erde^  dessen  Breite  X 
ist.  X  ist  alsdann  der  Winkel ^  den 
die  Normale  auf  die  Oberfläche  stillen 
Wassers  in  0  mit  der  Ebene  des 
Aequators  macht.  Die  ;er-Axe  sei  die 
Yerticale  in  0  und  positiv  in  der  zur 
Schwere  entgegengesetzten  Richtung. 
Die  Azen  der  x  und  y  seien  eine  Tan- 
gente  an  den  MeridiL  bez.  ein  Loth 
auf  ihn  und  positiv  nach  Süden  bez. 
Westen.  In  der  Figur  ist  die  y-Axe  punktirt^  um  anzudeuten,  dass  sie 
senkrecht  auf  der  Ebene  des  Papiers  steht,  o  sei  die  Winkelgeschwindig- 
keit der  Erde,  b  der  Abstand  des  Punktes  0  von  der  Botationsaxe. 
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Wir  können  den  Punkt  0  zur  Ruhe  bringen,  indem  wir  an 
jedem  betrachteten  Punkt  eine  Beschleunigung  anbringen,  die  der- 
jenigen Yon  0  gleich  und  entgegengesetzt,  mithin  gleich  (oH  ist  und 
die  Richtung  yon  der  Rotationsaxe  weg  hat.  Femer  muss  man  eine 
Geschwindigkeit  anbringen,  die  der  ^Anfangsgeschwindigkeit  yon  0 
gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Diese  Geschwindigkeit  ist  mb.  Die 
ganze  Figur  dreht  sich  dann  um  die  Axe  Ol,  die  der  Rotationsaxe  der 
Erde  parallel  ist,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co. 

Ist  der  Massenpunkt  yon  der  Erde  we^eschleudert  worden,  so 
greifen  an  ihm  die  Anziehung  der  Erde  und  die  ihm  mitgetheilte  Be- 
schleunigung coH  an.  Die  Anziehung  der  Erde  ist  nicht  das,  was  wir 
Schwere  nennen.  Die  Schwere  ist  die  Resultante  aus  der  Anziehung 
der  Erde  und  der  Gentrifugalkraft  und  die  Erde  hat  eine  solche  Ge- 
stalt, dass  diese  Resultante  in  einer  auf  der  Oberfläche  stillen  Wassers 
senbrechten  Richtung  wirkt.  Wäre  es  nicht  so,  dann  würden  auf  der 
Erde  ruhende  Massenpunkte  das  Bestreben  haben,  auf  ihrer  Oberfläche 
zu  gleiten.  Es  ergibt  sich  daher;  dass  die  an  einem  Massenpunkt  in 
0  angreifende  Kraft,  nacMem  0  mir  Buhe  gekommen  ist,  der  Schwere 
gleich  kommt.     Sie  werde  durch  g  dargestellt. 

Die  Bewegungsgleichungen  werden  yiel  einfacher,  wenn  man  so 
kleine  Grössen,  wie  den  Unterschied  zwischen  den  Anziehungen  der 
Erde  an  yerschiedenen  Punkten  in  der  Nähe  yon  0  yemachlässigt. 
Wenn  a  den  Radius  des  Erdäquators  bedeutet,  so  ist  die  Anziehung 
in  der  Hohe  0  über  0  nahezu  ^f  (1  —  20/a).  Da  a  etwa  6000  km  und 
2x/(o  etwas  weniger  als  24  Stunden  beträgt,  so  findet  man  für  die  Gentri- 
fugalkraft am  Aequator  m^a  leicht  g/2S9.  Vernachlässigt  man  daher 
das  kleine  Glied  2gz/a,  so  muss  man  auch  (o'jer  für  alle  Punkte  in  der 
Nähe  yon  0  weglassen.  Dagegen  wird  m^b  beibehalten,  weil  an  Orten 
in  der  Nähe  des  Aequators  b  nahezu  so  gross  wie  der  Radius  der  Erde  wird. 

Da  die  Erde  sich  um  Ol  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  dreht 
und  der  Winkel  IO0  das  Complement  yon  k  ist,  so  wird  die  Gompo- 
nente  um  Ojs  gleich  o  sin  A.  Da  femer  die  Rotation  yon  Westen  nach 
Osten  stattfindet,  so  geht  die  Gomponente  der  Winkelgeschwindigkeit 
yon  y  nach  x  hin,  hat  also  negatiye  Richtung.  Daher  ist  0^=^  —  o  sin  A. 
Die  Gomponente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  Ox  ist  o  cos  X  und 
hat  die  Richtung  yon  y  nach  z,  also  die  positiye;  daher  ist  d^^ocosA. 
Weil  Ol  senkrecht  auf  Oy  steht,  ist  6^  =«  0.  Daraus  folgt,  nach  §  5, 
dass  die  absoluten  Geschwindigkeiten  eines  Massenpunktes  mit  den 
Coordinaten  (x,  y,  z) 

dx 

w=  -^  +  CO  sin  Ay, 

V  =  ^  —  o  cos  Xz  —  ©sin  Xx, 

dz    ,  , 

««?=  -jT  +  o  cos  Xy 
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sind.  TJm  die  Bewegungsgleichungen  zu  finden,  hat  man  diese  Werthe 
nur  in  die  Gleiclimigen  §  5  einzusetzen.    Man  erhält  so 

ä*y        A  ^  de       n       *     ^  dx        xr 

^  -  2  c  cos  A  5-^  -  2  CD  sm  A  ^  =  r, 

^  +  2cDC0sAg^ g  +  Z, 

worin  die  Glieder  (X,  Yj  Z)  sammtliche  beschleunigenden  an  dem 
Punkt  angreifenden  SLrafte  mit  Ausnahme  der  Schwere  enthalten. 

Behalt  man  die  Glieder,  die  af  enthalten,  bei  und  schliesst  den 
Unterschied  zwischen  d^n  Anziehungskräften,  die  auf  (o?,  y,  d)  und  0 
wirken,  in  die  Kräfte  X,  F,  Z  ein,  so  werden  die  Bewegungsgleichungen 

-jry  +  2o  sin  A  ^  —  ©*  sin*  Xx  —  ©*  sin  A  cos  Aj?  =  X, 

d'^y  n  ^  dz  c%         '      t  dX  9  xr 

-j^  —  2©  cos  A-jT  —  2 CD  sin  A-^  —  cö*y  =  r, 

d^  £  dtj 

-j^  +  2©  cosA^  —  CD*  cos*  A;8i  —  co'sinA  cosAa?  =  — g-^^  Z. 

Diese  Gleichungen  stimmen  mit  denen  überein,  die  Poisson  im 
Journal  de  V^.  polytechniquey  1838  gegeben  hat 

§  84.  Beisp.  1.  Als  Beispiel  nehme  man  den  Fall  eines  Massenpnnktes,  der 
von  der  Höhe  h  herabfällt.  Die  Anfangsbedingungen  sind:  x^  y,  dx/dt^  dy/dt, 
dz/dt  sämmtlich  gleich  Null  und  z  =  h.  Als  erste  Annäherung  vernachlässige 
man  alle  Glieder,  die  den  kleinen  Factor  m  enthalten.    Man  erhält  a;ssO,  ^^  =  0, 

Für  eine  zweite  Annäherung  setzen  wir  diese  Werthe  von  (or,  y,  z)  in  die 
kleinen  Glieder  ein.    Man  integrire  und  erhält 

«  =  0,  y  =  — jiDCOsIgf«',  z^h  —  ^gi\ 

Es  findet  also  eine  kleine  Abweichung  nach  Osten  hin  statt,  die  der  dritten  Potenz 
der  Fallzeit  proportional  ist.  Eine  südliche  Abweichung  ezistirt  nicht  und  die 
verticale  Bewegung  ist  dieselbe,  wie  wenn  die  Erde  in  Buhe  wäre. 

Ein  elementarer  Beweis  wird  die  Sache  klarer  machen.  Der  Massenpunkt 
fidle  von  der  Hohe  h  vertical  über  0  herab.  Wird  nun  0  zur  Buhe  gebracht,  so 
wird  der  Massenpunkt  thatsächlich  nach  Osten  mit  der  Geschvsindigkeit  ah  cos  X 
in  Bewegung  gesetzt.  Würde  daher  die  Schwere,  wie  es  in  Folge  der  Rotation 
der  Erde  um  Ol  in  der  That  geschieht,  ihre  Richtung  nicht  ändern,  so  be- 
schriebe   der    Massenpunkt   eine  Parabel    und    die    Ostliche    Abweichung    wäre 

(aiAcosX)^,  unter  t  die  Fallzeit  verstanden.  Da  ft  »  y^^'t  so  beträgt  diese  Ab- 
weichung -^  09  cos  ;i  0^'.   Die  Rotation  o  um  Ol  hat  die  Gomponenten  co  sin  X  um  Oz 

und  o>  cos  X  um  Ox.  Die  erstere  ändert  die  Lage  der  Normalen  0  C  auf  die  Oberfläche 
der  Erde,  welche  die  Richtung  der  Schwere  hat,  nicht.   Die  letztere  dreht  OC  in. 
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der  Zeit  t  um  einen  Winkel  tocosXt.  Auf  diese  Art  ändert  die  Schwere  bei  dem 
Fallen  des  Massenpunktes  nach  und  nach  ihre  Richtung.  An  dem  Massenpunkt 
greift  daher  eine  westliche  Gomponente  gleich  g  sin  (a>  cosX  Q  an,  die,  weil  at  klein 
ist,  nahezu  g  a  cos  It  gleich  kommt.  Ist  y  der  Abstand  des  Massenpunktes  von 
der  Lage  der  xz-'Eben.e  im  Baum  in  dem  Augenblick,  in  welchem  der  Massen- 
punkt zu  fallen  begann  und  wird  ^  positiv  nach  Westen  gerechnet,  so  wird  die 
Beweg^ungsgleichung  des  Massenpunktes  im  Raum  d^y'/dt*  =>=  gm t  cos  l.  Integrirt 
man  und  beachtet,  dass,  wie  oben  erklärt  wurde,  dy/dt=^  —  ah  cos  X  fär  t  =  0 

ist,  so  erhält  man  y'  ===  —  coftt  cos  ;i  -j-  -^  ^cst"  cos  1.  Wenn  der  Massenpunkt 
den  Boden  erreicht,  so  ist  ^  nahezu  gleich  y  und  h^-^gt*,  die  westliche  Ab- 
weichung beträgt  daher  —  -i-o^*'  cos  X,  wie  zuvor.    Sollte  es  nicht  von  selbst 

einleuchten,  dass  ^  =^y  ist,  so  lässt  es  sich  folgendermassen  beweisen.  In  der  Zeit 
t  haben  sich  Oy,  Oz  um  einen  sehr  kleinen  Winkel  0  =»  mcoaXt  gedreht;  daher 
ist,  wie  bei  der  Transformation  der  Axen,  y'—j^cosö  — jssinö,  woraus  sich,  bei 
Vernachlässigung  der  Quadrate  von  0^  ^  ^sy  ergibt. 

Beisp.  2.  Ein  Massenpunkt  wird  im  luftleeren  Baum  mit  der  Geschwindig- 
keit V  verticaJ  in  die  Höhe  geworfen.  Man  zeige,  dass  bei  seiner  Rückkunft  auf 
den  Boden  keine  Abweichung  nach  Süden  stattgefunden  hat,  die  nach  Westen  da- 
gegen 4«DC08XF73öf"  beträgt.  [Laplace,  4.  S.  841.] 

Beisp.  3.    Man  lässt  einen  Massenpunkt  aus  der  Höhe  h  auf  die  Erde  fallen. 

Wenn  der  Widerstand  der  Luft  jfct?"  ist,  unter  v  die  relative  Geschwindigkeit  des 
Massenpunktes  und  der  Luft  verstanden,  zu  zeigen,  dass  die  Abweichung  nach 
Süden  wieder  Null,  die  nach  Osten  dagegen 


i-""'|'-?¥S^,) 


ist,  worin  t  die  Zeit  des  Fallens  ist  und  die  Quadrate  von  X;  vernachlässigt  wurden. 
Laplace  gibt  die  Entwickelung  für  verschiedene  Potenzen  von  ä,  wenn  der 
Widerstand  wie  das  Quadrat  der  relativen  Geschwindigkeit  variirt 

[M^c.  eheste,  4.  S.  387.] 

Experimenteller  Nachweis  der  Erdrotation.  (Vergl.  auch  §§  39  und  42.) 

§  35.  Der  Gedanke,  die  Rotation  der  Erde  durch  Beobachtung  fallender 
Körper  zu  beweisen,  rührt  von  Newton  her.  In  Folge  dieser  Anregung  stellten 
Versuche  an:  Hooke  in  England  1680,  Guglielmini  in  Bologna  1791,  Benzen- 
berg in  Hamburg  1802,  besonders  aber  Beich  in  den  Freiberger  Bergwerken  1881. 
Aus  verschiedenen  Ursachen  sind  sie  sämmtlich  mit  Ausnahme  der  letzten  nicht 
besonders  erfolgreich  gewesen.  Poisson  untersuchte  1888  die  Theorie  und  fand 
bei  einem  Vergleich  seiner  Biesultate  mit  den  Versuchen  Reich 's  eine  sehr  ge- 
naue üebereiastimmung  mit  den  letzteren.  Die  Schwierigkeit  bei  den  Versuchen 
an  fallenden  EOrpem  besteht  in  der  Kleinheit  der  Grösse,  die  zu  messen  ist.  Ob- 
gleich Reich  eine  Fallhöhe  von  158  m  hatte,  so  betrug  die  Abweichung  nach 
Osten  nur  28  y,  mm  und  die  Fallzeit  etwa  6  Secunden.  Im  Jahre  1861  erfand 
Foucault  eine  neue  Methode^);  er  zeigte,  dass  die  Schwingungsebene  eines  ein- 
fachen Pendels  um  die  Verticale  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  zu  rotiren 
scheint,  welche  von  der  Erdrotation  herrührt.  Der  Vorzug  dieser  Methode  besteht 
darin,  dass  der  Versuch  mehrere  Stunden  fortgesetzt  werden  kann,  so  dass  die 


1)  Siehe  Foucault,  Comptes  Bendus,  1861. 
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langsame  Abweichung  der  Ebene  des  Pendels  sich  eine  Zeit  hindurch  beobachten 
lässt,  die  lang  genug  ist,  um  die  ganze  Verrückung  sehr  gross  zu  machen.  Fou- 
canlt's  Experiment  wurde  vielfach  wiederholt  und  verbessert.  Von  in  England 
angestellten  Versuchen  sind  zu  erwähnen  die  von  Worms  1859  in  Eing^s  College  zu 
London,  vonGalbraith  undHaughton  in  Dublin  und  die  zu  Bristol,  Aberdeen  und 
Waterford  im  Jahr  1896. ')  Die  Grenauigkeit  ist  gross  genug,  um  die  Botations- 
zeit  der  Erde  aus  ihnen  ableiten  zu  können.  Foucault^s  Beobachtungen  ergaben 
28  h  88  m  57  s  während  die  zu  Waterford  (siehe  Engineering  5.  Juli,  1895)  zu 
24  h  7  m  80  s  führten  und  die  wahre  Zeit  zwischen  beiden  liegt.  Es  ist  zwar 
leicht,  ein  ungeföhr  richtiges  Resultat  zu  erhalten,  erhebliche  Schwierigkeiten 
stellen  sich  aber  ein,  wenn  man  die  Abweichung  genau  feststellen  will.  Fou- 
cault  gibt  denn  auch  zu,  dass  ihm  der  Versuch  erst  nach  jahrelangen  Proben 
gelang.    (Siehe  Bulletin  de  la  Sociäi  Astronomique  de  France,  Dec.  1896.) 

Im  Jahr  1852  überreichte  Foucault  der  Akademie  der  Wissenschafben  einen 
anderen  experimentellen  Beweis  für  die  Umdrehung  der  Erde,  der  sich  auf  die 
gegenüber  äusseren  Störungen  merklich  unveränderliche  Lage  der  Rotationsebene 
eines  Körpers  gründet,  welcher  frei  aufgehängt  ist  und  um  eine  seiner  Hauptaxen 
rotirt. 

§  36.  In  vielen  Fällen  ist  es  von  Vortheü,  die  Bewegung  auf  Axen 
m  beliehen,  die  eine  dllgemeinere  Lage  haben^  als  die  in  §  33  heschrieienen, 
0  sei  der  Goordinatenanfang;  die  Bewegung  der  Axen  sei  durch  die 
Winkelgeschwindigkeiten  6^,  0^^  6^  um  sich  selbst  gegeben.  Wir 
nehmen  an^  sie  seien  kleine  Ghrossen  von  derselben  Ordnung  wie  coy  so 
dass  ihre  Quadrate  und  Producte  vemachlassigt  werden  können. 

Werden  diese  Axen  in  B&siehwng  auf  die  Erde  festgelegt,  so  sind 
^17  ^87  ^8  ^^  Gomponenten  von  (o  und  constant.  Nach  Substitution 
der  Werthe  von  w,  t?,  w  (§  5)  in  die  Ausdrücke  f^  X,  T,  Z  desselben 
Paragraphen  findet  man,  da  die  Differentialquotienten  von  6^,  0,,  0^ 
verschwinden, 

^•«         ody  ^     te.  dz  ^  y 


-2^e,  +  2^e,  =  -^  +  z. 


d^z 

dt^        ^  dt  "«    ^  ^  dt 


Wünscht  man  z.  B.  die  Bewegung  eines  Greschosses  zu  bestimmen,  so  ist  es 
am  vortheilhaftesten,  die  iS-Axe  vertical  und  die  o;«;- Ebene  zur  Wurfebene  zu 
nehmen.  Macht  die  re-Axe  den  Winkel  ^  mit  dem  Meridian  und  wird  der  Winkel 
von  Süden  aus  nach  Westen  gemessen,  so  ist 

0^  s=z  o  cos  X  cos  (} ,    0,  «  —  09  cos  X  sin  ^ ,    O,  «^  —  o  sin  X. 


1)  In  Holland  hat  neuerdings  Eamerlingh  Onnes  in  Groningen  Versuche 
mit  einem  Pendel  von  nur  1,™2  Länge  angestellt,  welches  im  luftleeren  BAum 
schwang.  Ein  anderes  Verfahren  hat  Poinsot,  Ckm/ptes  rendus,  1861  und  An- 
dr ade,  ibid.,  1896  eingeschlagen. 
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Manchmal  ist  es  besser,  die  Bewegung  auf  Axen  m  hessiehen,  todche 
sich  in  Bezug  auf  die  Erde  bewegen.  Nehmen  wir  z.  B.  an^  wir  be- 
hielten die  Yerticale  als  jer-Axe  bei  und  die  x-  und  y-Axe  bewegten 
sich  um  die  Yerticale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  p^  so  haben 
B^  y  6^  die  eben  angegebenen  WerthC;  während  0$  =  !>  —  cd  sin  iL 
wird.  Es  ist  jetzt  dß/dt  =  p,  und  wenn  p  von  derselben  Ordnung 
wie  iD  ist;  so  sind  die  Differentialquotienten  ddjdty  etc.  von  der 
Ordnung  cd'  und  daher  wieder  zu  vernachlässigen.  Die  obigen  all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen  gelten  also  auch  fär  diese  beweglichen 
Axen.  Im  Allgemeinen  kann  man  daher  diese  Gleichungen  für  bdiebige 
rechtwinklige  Axen  benutaen,  mögen  sie  nun  festliegen  oder  sich  um  einen 
festen  Anfang  bewegen,  vorausgesetzt,  dass  ihre  Winkelbewegungen  bezüglich 
der  Erde  von  dersdben  Ordnung^  wie  m,  sind. 

Man  kann  die  Oleichungen  in  jedem  speciellen  Fall  mit  Hülfe 
der  Methode  fortgesetzter  Annäherung  losen.  Yemachlässigt  man  die 
kleinen  Glieder^  so  erhält  man  eine  erste  Annäherung  an  die  Werthe 
von  (x,  fff  z).  Um  die  zweite  zu  finden,  setzt  man  diese  Werthe  in 
die  Glieder,  die  cd  enthalten,  ein  und  integrirt  die  sich  ergebenden 
Gleichungen.  Da  die  Gleichungen  nur  unter  der  Yoraussetzung  gelten, 
dass  cd'  yemachlässigt  werden  darf,  so  kann  eine  dritte  Annäherung 
nicht  vorgenommen  werden. 

Zwei  specieUe  FäUe  verdienen  Beachtung:  (1),  wenn  der  Massen- 
punkt  sich  bei  seiner  Bewegung  nicht  weit  von  der  Verticalen  entfernt 
und  (2),  wenn  die  Bewegung  nahezu  horizontal  ist.  Nimmt  man  an, 
die  je;-Axe  sei  vertical,  so  sind  in  dem  ersten  Fall  die  Horizontal- 
geschwindigkeiten dx/dt  und  dy/dt  klein  im  Yergleich  zur  verticalen 
Geschwindigkeit  dz/dt.  Die  Producte  aus  den  ersteren  und  (o  sind 
daher  kleine  Grössen  von  höherer  Ordnung  als  das  Product  aus  der 
letzten  und  (o  und  können  bei  einer  ersten  Annäherung  vernachlässigt 
werden.  In  dem  zweiten  Fall  ist  dagegen  dz/ dt  klein  und  sein  Pro- 
duct mit  d^y  62  wegzulassen.  Wir  stellen  die  beiden  Reihen  von  Glei- 
chungen zum  Yergleich  nebeneinander. 

d?"  "T"  "^  ä«  ^«  —  ^'  "dF  ""  ^  57  ^«  =  ^' 

~di}  —  ^rr^  =  ^^  -d?  +  ^-dt^^=^^ 

Man  beachte,  dass  bei  einer  nahezu  verticalen  Bewegung  die  Compo- 
nenten  0^^  0^  m  den  Gleichungen  auftreten,  während  6^  erst  erscheint, 
wenn  man  zu  genaueren  Animherungen  übergeht.  Dadurch  wird  auch 
erklärt,  weshalb  bei  der  Berechnung  der  Abweichung  eines  fallenden 
Körpers  nach  Osten  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  der 
Erde  um  die  Horizontale  und  die   sich   daraus  ergebende  Aenderung 
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der  Richtung  der  Schwere  nicht  yemachlassigt  werden  kann^  §  34. 
Andrerseits  spielt^  wenn  die  Bewegung  nahezu  horizontal  ist^  die  Com- 
ponente  der  Erdrotation  um  die  Yerticale^  nämlich  0^,  die  Hauptrolle, 

Wenn  man  die  Gleichungen  fär  den  Fall  einer  nahezu  horizontalen 
Bewegung  mit  denen  in  Bd.  1^  §  211  vergleicht^  in  welchen  das 
Quadrat  von  cd  yemachlassigt  wird;  so  ist  ersichtlich,  dass  die  beiden 
ersten  Gleichungen  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  ausdrücken, 
welche  frei  im  Baum  stattfindet,  aber  auf  Axen  bezogen  wird,  die  sich 
um  die  Yerticale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  6^  drehen.  Sind, 
wie  es  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  die  Exäfte  X,  T  yon  den  Varia- 
tionen der  nahezu  constanten  Grösse  sf  unabhängig,  so  lassen  sich  auf 
solche  Art  diese  Gleichungen  cmf  dementoi/rem  Weg  ableiten.  Der  Massen- 
punkt bewegt  sich  unbeheUigt  von  der  Rotation  der  Erde  firei  im 
Raum,  die  Bezugsazen  aber  rotiren  um  die  Yerticale  und  verlassen 
den  Punkt.  Wir  wollen  diese  geometrische  Auslegung  der  Gleichungen 
an  einigen  einfachen  Fallen  erläutern. 

Eine  Eugel  werde  aus  einem  Geschütz  mit  grosser  Geschwindig- 
keit V  in  einer  Richtung,  die  einen  kleinen  Winkel  a  mit  dem  Horizont 
macht,  so  abgeschossen,  dass  die  Flughahn  nahem  flach  ist.  Die  Eugel 
beschreibt  nach  dem  Verlassen  des  Geschützes  im  Raum  eine  Parabel, 
während  sich  die  Bezugsazen  mit  der  Erde  um  die  in  dem  Standpunkt 
des  Geschützes  errichtete  Verticale  drehen.  Die  Eugel  wird  von  den 
Axen  verlassen  und  nach  der  Zeit  t  sind  ihre  Goordinaten  ^  =  Ffcosa, 
y  =  —  x6^t.  Da  Ö3  =  —  q  sin  A  ist,  so  geht  die  Abweichung  y  auf 
der  nördlichen  Halbkugel  immer  nach  der  rechten  Seite  der  Schussebene 
hin,  auf  der  südlichen  dagegen  nach  der  linken.  Versteht  man  unter 
jß  die  Schussweite,  so  beträgt  die  ganze  Abweichung  ü^osinA.  In 
den  Comftes  Bendus,  1866,  wird  angegeben,  dass  die  mittelst  dieser 
Formel  berechnete  Abweichung  in  Folge  der  Erdrotation  die  BSlfte 
der  thatsächlichen  Abweichung  bei  einem  Whitworthgeschütz  aus- 
mache. Wir  bemerken  noch,  dass  die  Abweichung  y  von  dem  Azimuth 
der  Schussebene  nicht  abhängt  und  dass  die  Zeit,  in  der  ein  gegebener 
Abstand  x  zurückgelegt  wird,  von  der  Rotation  der  Erde  unabhängig 
ist.    Die  dritte  Bewegungsgleichung  gibt 

daher 

iBf  B=  F^  sin a  —  v 5^^*  ~"  1^<»^^  <^s «  <^s k  sin ß. 

Die  yerticale  Abweichung  der  Eugel  von  ihrer  parabolischen  Bahn 
betragt  daher  in  dem  Moment,  in  welchem  sie  die  Scheibe  in  dem  Ab- 
stand X  von  dem  Geschütz  erreicht,    -^  xtm  cos A  sin/3. 

Betrachten  wir  einen  andern  Fall.  Wenn  die  Linse  eines  Pendels 
kleine  Schwingungen  macht,  so  ist  ihre  Bewegung  nahezu  horizontal 
Um  ihre  Bahn  zu  finden,  nehmen  wir  an,  das  Pendel  schwinge   frei 
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im  Raum  (mit  den  richtigen  Anfangsbedingungen)  und  die  Axen  drehten 
sich  um  eine  verticale,  durch  den  Aufhängungspunkt  gehende  Linie 
mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  wie  die  Erde.  Die  Schwingungs- 
ebene scheint  daher  um  die  Yerticale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
—  6^,  d.  h.  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  sin  A  von  Süden  nach 
Westen  zu  rotiren. 

§  87.  AbweiehnDf  der  Gesehosse.  Beisp.  l.  Ein  Massenpnnkt  wird  mit  der 
Geschwindigkeit  V  in  einer  Bichtung  fortgeschleudert,  die  den  Winkel  a  mit  der 
Horizontalebene  macht,  und  so,  dass  die  Verticalebene  durch  die  Wurfirichtung 
den  Winkel  ^,  von  Süden  nach  Westen  gemessen,  mit  der  Meridianebene  bildet. 
Wenn  die  x  horizontal  in  der  Wurfebene,  die  y  horizontal  in  einer  Richtung  ge- 
messen werden,  die  den  Winkel  ß  -\-  -j^  mit  dem  Meridian  macht  und  z  yertical 
aufwärts  von  dem  Anfangspunkt  der  Bahn  aus,  zu  beweisen,  dass 

2  n  Fcosa*  +  /Fsinat*  —  Y^^ß  ©  cosZ  sin  j5, 

y  =  /Fsin at'  —  y  gt*\  ©  cos Z  cos ^  +  V cos at^a  sin X , 

z  =  Fsinat  —  Y^fi*  —  Fcos«**«  cosX  sin  ß 

ist,  worin  l  die  geographische  Breite  des  Ortes  und  a»  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  £rde  um  die  Aze  ihrer  Figur  bedeutet. 

Man  zeige,  dass  die  Flugzeit  T  um  2  T  cos  a  cos  X  Binß  ■  Vto/g  vermindert 
wird,  die  Schussweite  in  der  durch  den  AnfiEingspunkt  der  Bahn  gebenden  Hori- 
zontalebene um 

4»  Bin  p  C08  i  sin  «  (1  sin««  -  cos'«)  •  F'/ff' 

Tergrössert  wird  und  dass  die  Abweichung  nach  der  rechten  Seite  der  Wurfebene 

4i»  sin'a  |y  cos  X  cos  ^  sin  a  -|-  sin  X  cos  a\  •  V^lg*    ist. 

Man  wird  vielleicht  einwenden,  dass  bei  diesen  Resultaten  der  Widerstand 
der  Luft  vernachlässigt  worden  sei,  dessen  Wirkung  auf  die  Aenderung  der  para- 
bolischen Bahn  viel  grösser  ist,  als  die  der  Rotation  der  Erde.  So  lange  man 
jedoch  die  Quadrate  sowohl  von  <o  als  von  der  Constanten  des  Widerstandes  ver- 
nachlässigt^ ist  die  Abweichung  in  Folge  von  a>  bei  einer  Bahn  ohne  Widerstand 
dieselbe,  wie  bei  einer  Bahn  mit  Widerstand. 

§  38.  Der  Einflnss  der  Erdrotation  auf  das  Pendel.  Wir  wollen 
die  Bewegung  etwas  ausführlicher^  wie  in  §  36;  betrachten  und  die 
Erörterungen  in  anderer  Form  wiederholen,  um  die  Sache  klarer  zu 
machen. 

Ein  Punkt  von  der  Masse  m  wird  mittelst  eines  dünnen  Fadens 
von  der  Länge  l  an  einem  bez.  der  Erde  festliegenden  Punkt  0  auf- 
gehängt; er  wird  zur  Seite  gezogen,  so  dass  der  Faden  einen  kleinen 
Winkel  a  mit  der  Yerticalen  durch  0  macht,  und  dann  losgelassen. 

Die  Bewegungsgleichungen  sind  die  im  Anfang  des  §  36  ge- 
gebenen. Nimmt  man  an,  die  jer-Axe  sei  yertical  und  der  Goordinaten- 
an&ng  liege  in  der  Gleichgewichtslage  des  Massenpunktes  m,  so  sind 
die  Glieder,  welche  dz/dt  enthalten,  von  derselben  Ordnung,  wie  «*o>; 
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und  sollen  daher  yemachlässigt  werden.  Wir  wollen  femer  die  x- 
und  y-Axe  sich  langsam  mit  einer  solchen  Winkelgeschwindigkeit;  p 
um  die  Yerticale  drehen  lassen,  dass  0,  «=  0  wird;  alsdann  ist^  wie  in 
§  36  erklärt  wurde,  |)  =  cd  sin  A.    Die  Bewegungsgleichungen  sind  jetzt 


d*x 
dt* 
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worin  T  die  Spannimg  des  Fadens  bedeutet.  Die  dritte  Oleichung 
zeigty  dass  die  Spannung  sich  von  mg  mindestens  durch  Grössen  von 
derselben  Ordnung  wie  (oa  unterscheidet.  Da  x/l  und  yjl  von  der 
Ordnung  a  sind  und  wir  übereinkamen,  Glieder  von  der  Ordnung  wa^ 
zu  verwerfen,  so  müssen  wir  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  T  »=  mg 
setzen.  Da  d^  =»  0  ist,  so  kann  man  die  x-  und  y-Axe  als  im  Baum 
festliegend  annehmen.  Weil  femer  die  beiden  ersten  Gleichungen  un- 
abhängig Yon  CD  sind,  so  ist  die  Bewegung  eines  von  der  Rotation  der 
Erde  beeinflussten  Pendels  dieselbe,  wie  die  eines  idealen  von  der 
Rotation  nicht  afficirten  Pendels,  dessen  Bahn  jedoch,  von  einer  Person 
beobachtet,  die  sich  mit  der  Erde  bewegt,  sich  um  die  Yerticale  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  |9  ^  cd  sin  A  in  der  Richtung  von  Süden 
nach  Westen  zu  drehen  scheint. 

Ist  In?  s=  g^  so  sind  die  Lösungen  der  Gleichungen 

rc  =  -4  cos(n^+  (7),      y  =  i?sin(n^  +  D). 

Man  sieht,  dass  die  Schwingungsdauer  d.  h.  2%/n  von  der  Rotation 
der  Erde  nicht  beeinflusst  wird.  Zur  Bestimmung  der  Integrations- 
constanten  beachte  man:  der  Massenpunkt  nimmt,  wenn  er  aus  seiner 
verticalen  Lage  weggezogen  ist  und  ehe  er  wieder  losgelassen  wird, 
an  der  Bewegung  der  Erde  Theil  und  hat  daher  eine  kleine  Geschwindig- 
keit —  2a  CD  sin  A  transversal  zu  der  Anfangsebene  der  Störung.  Nimmt 
man  diese  Ebene  zur  rrier-Ebene,  so  sind  die  Anfangsbedingungen  bez. 
der  Axen  ^  =  0,  a;  =  Zcc,  y  =  0,  dx/dt  =  0,  dy/dt  =  —  lato  sin  A. 
Es  ergibt  sich  dann  leicht,  dass  A  =  la^  Bn  =  —  2  ex  cd  sin  A,  C  =  0, 
2)  s=0  ist.  Der  Massenpunkt  beschreibt  daher  in  erster  Annäherung  eine 
Ellipse,  deren  Halbazen  Ä  und  —  B  sind.    Da  das  Verhältniss  der  Axen, 

nämlich  cd  sin  A  (l/g)  sehr  klein  ist,  so  hat  die  Ellipse  eine  sehr  gestreckte 
Gestalt  und  der  Massenpunkt  scheint  in  einer  verticalen  Ebene  zu 
schwingen.  Die  Rotation  der  Erde  hat  die  Wirkung,  dass  sich  diese 
Ebene  um  die  Yerticale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  sin  A  dreht. 
Wie  in  der  Dynamik  der  Massenpunkte  bewiesen  wird,  ist  die 
Bahn  der  Linse  eines  Pendels  auch  ohne  jede  Rücksichtnahme  auf  die 
Rotation  der  Erde  annähernd  eine  Ellipse,  deren  Axen  eine  kleine 
nahezu  gleichförmige  Bewegung  um  die  Yerticale  machen.  Dieses  Fort- 
schreiten  der   Scheitel   der  Ellipse  verschwindet,    wenn  der  zu  einer 

3^ 
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der  beiden  Ellipsenaxen  am  Aufhängungspunkt  gehörige  Winkel  Null 
wird;  siehe  §  39 ^  Beisp.  2.  Da  das  Auftreten  dieser  Bewegung  den 
Versuch  complicirt^  so  ist  es  wesentlich:  (1)  die  Lauge  l  des  Pendels 
sehr  gross  zu  machen  und  (2)  das  Pendel,  wenn  es  bei  Seite  gezogen 
ist;  so  loszulassen,  dass  die  Linse  keine  grossere  seitliche  Geschwindig- 
keit erhält;  als  unvermeidlich  ist.  Man  bewirkt  dies  in  der  Regel 
dadurch;  dass  man  die  Linse  in  ihrer  verschobenen  Lage  durch  einen 
Faden  mit  eruem  festen  Punkt  verbindet  und  den  Faden,  wenn  die 
Linse  scheinbar  zur  Ruhe  gekommen  ist,  verbrennt;  um  sie  in  Freiheit 
zu  setzen.  Das  Fortschreiten  der  Ellipsenscheitel;  welches  von  der 
Winkelgrosse  der  Verschiebung  abhängt;  findet  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  statt  wie  dasjenige;  welches  die  Rotation  der  Erde  verursacht. 
Bei  der  Verwendung  eines  langen  Pendels  hat  man  auch  den  Vor- 
theil;  dass  die  lineare  Verrückung  der  Linse  beträchtlich  sein  kanU; 
auch  wenn  die  Winkelverrückung  sehr  klein  ist.  Die  Linse  soll  nicht 
zu  leicht  seiU;  weil  sonst  ihre  Bewegung  durch  den  Widerstand  der 
Luft  schnell  vernichtet  wird. 

§  39.  Beisp  1.  Bei  dem  Foucaul tischen  Experiment  wird  ein  langes 
Pendel  an  einem  Punkt  über  dem  Centram  eines  kreisförmigen  Tisches  au%ehftngt 
und  der  Schwingungsbogen  beobachtet,  wie  er  von  einem  Durchmesser  zu  einem 
andern  übergeht.  Man  zeige,  dass  der  von  der  Schwingungsebene  an  einem  Tag 
auf  dem  kreisförmigen  Band  des  Tisches  beschriebene  Bogen  dem  unterschied 
in  der  Länge  zwischen  zwei  Parallelkreisen  gleich  ist,  von  denen  die  eine  durch 
das  Centrum  und  die  andre  durch  den  Nord-  oder  Südpunkt  des  Bandes  geht. 
Diesen  Satz  verdankt  man  Prof.  J.  B.  Young. 

Beisp.  2.  Ein  schwerer  Massenpunkt  wird  an  einem  festen  Punkt  mittelst  eines 
Fadens  von  der  Länge  a  aufgehängt  und  von  der  Wirkung  der  Botation  der  Erde 
abgesehen.  In  den  beiden  folgenden  Fällen  ist  die  Bahn  des  Massenpunktes  nahezu 
eine  Ellipse,  deren  Scheitel  bei  jedem  vollständigen  Umlauf  des  Massenpunktes 
um  den  Winkel  ß  -  2n  vorwärts  schreiten.    Wenn  b  und  c  die  grosse  und  kleine 

Halbaze  der  Ellipse  sind,  zu  beweisen:   (1)  dass   ß  ^^  —  hc/a*  ist,  wenn  b  und  e 

im  Vergleich  mit  a  klein  sind;    (2)  dass  (P  +  l)~*  =  1  —  -jb^la^  ist,   wenn  b 
und  c  im  Vergleich  mit  a  nicht  klein  und  nahezu  gleich  sind. 

Beisp.  3.  Ein  Pendel,  welches  sich  bezüglich  der  Erde  in  Buhe  befindet, 
wird  in  einer  beliebigen  Bichtung  mit  einer  kleinen  Winkelgeschwindigkeit  in 
Bewegung  gesetzt;  man  zeig^,  dass  die  Schwingungen  in  einer  Verticalebene  statt- 
finden, welche  sich  gleichförmig  udi  die  Verticale  so  dreht,  dass  das  Pendel  bei 
jeder  halben  Schwingung  einmal  vertical  wird. 

Beisp.  4.  Es  sei  0  der  Winkel,  den  ein  Pendel  von  der  Länge  l  mit  der 
Verticalen  macht  und  <p  der  Winkel,  welchen  die  das  Pendel  enthaltende  senkrechte 
Ebene  mit  einer  senkrechten  Ebene  bildet,  die  sich  um  die  Verticale  mit  der 
gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  a>  sin  X  von  Süden  nach  Westen  dreht. 
Wenn  die  von  o*  abhängigen  Glieder  vernachlässigt  werden,  zu  beweisen,  dass 

die  Bewegungsgleichungen     (-tt)   +  sin'ö  (■^)   =«  -^  cos  0  -j-  ^ , 


j-  (sin» e  ^ j  «  2sin'd  cos(9  +  p)  w  cos  A  -^ 
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werden,  worin  A  eine  willkürliche  Gonstante  ist  und  die  Übrigen  Buchstaben 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  86  haben.  Siehe  Quet,  Liouyille's  Jonmal,  1868. 
Diese  Gleichungen  eignen  sich  ganz  besonders  zur  Behandlung  der  Bewegung 
eines  Pendeis.  Man  erhält  sie  leicht,  wenn  man  die  in  §  88  gegebenen  Formeln 
für  Polarcoordinaten  umformt. 

§  40.   Der  EinfluM  der  Erdrotatien  auf  die  Bewegung  in  der  Ebene.   In  dem 

ersten  Band  wurde  ein  besonderes  Kapitel  der  Bewegung  der  Körper  oder  Systeme 
Yon  Körpern  gewidmet,  die  gezwungen  sind,  in  einer  festen  Ebene  zu  bleiben. 
Es  wurde  dabei  angenommen,  diese  Ebene  liege  in  der  That  im  Baum  fest.  Da 
aber  überhaupt  keine  Ebene  zu  finden  ist,  die  sich  nicht  mit  der  Erde  bewegt, 
so  ist  es  wichtig,  die  Wirkung  der  Rotation  der  Erde  auf  die  Bewegung  dieser 
Körper  zu  bestimmen.  Wir'  wollen  dieses  Problem  als  Beispiel  zu  der  Methode 
von  Clairaut  und  Goriolis  in  §  25  behandeln. 

Die  Ebene  mache  mit  der  Erdaxe  den  Winkel  X.  Ein  Punkt  0  der  Ebene 
möge  auf  der  Oberfläche  der  Erde  liegen  und  zur  Buhe  gebracht  werden.  Dann 
greifen,  wie  in  §  88  bewiesen  wiurde,  an  den  in  Bewegung  befindlichen  Körpern, 
solang^  sie  in  der  Nachbarschaft  von  0  sind,  ihre  Gewichte  in  einer  Richtung 
an,  die  normal  zur  Oberfläche  der  Erde  ist.  Die  Erde  dreht  sich  n\m  um  eine 
durch  0  gehende,  der  Aze  der  Figur  parallele  Aze  mit  der  constanten  Winkel- 
geschwindigkeit o.  Diese  Winkelgeschwindigkeit  zerlege  man  in  zwei,  n&mlich 
—  <D  sin  X  um  eine  auf  der  Ebene  senkrechte  Axe  und  m  cos  X  um  eine  Axe  ii| 
der  Ebene.  Weil  nun  das  Quadrat  von  a  vernachlässigt  werden  soU,  so  lässt  sich 
nach  dem  Princip  der  üebereinanderlagerung  kleiner  Bewegungen  der  ganze 
Effect  dieser  beiden  Rotationen  durch  Addition  der  Wirkungen  bestimmen,  die 
jede  für  sich  hervorbiingt. 

Es  existirt  ein  bekanntes  Theorem,  dass  sich  die  Bewegung  eines  Massen- 
punktes, welcher  gezwungen  ist,  in  einer  Ebene  zu  bleiben,  die  sich  um 
eine  in  ihr  liegende  Axe  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  m  cos  l  dreht, 
dadurch  ermittehi  lässt,  dass  man  die  Ebene  als  festliegend  ansieht  und  dem 
Massenpunkt  die  Beschleunigung  n'rcos'l  ertheilt,  worin  r  den  Abstand  des 
Massenpunktes  von  der  Aze  bedeutet.  Man  kann  diesen  Satz,  wie  in  §  26,  ans 
dem  Clairaut' sehen  Theorem  ableiten.  Diese  mitgetheilte  Beschleunigung  ist  zu 
vernachlässigen,  weil  sie  von  dem  Quadrat  von  <d  abhängt.  Die  Winkelgeschwindig- 
keit a  cos  X  hat  daher  keine  merkbare  Wirkung. 

Wenn  sich  die  Körper  frei  in  der  Ebene  bewegen  können,  so  besteht  der 
Effect  der  Rotation  —  o  sinZ  darin,  dass  sie  die  Bezugsaxen  um  das  in  dem 
Punkt  0  auf  der  Ebene  errichtete  Loth  dreht.  Berechnet  man  daher  die  Be- 
wegung ohne  Bücksicht  auf  die  Rotation  der  Erde  und  nimmt  die  Anfiings- 
bedingungen  in  Bezug  auf  den  festliegenden  Raum,  so  lässt  sich  die  Wirkimg 
der  Rotation  der  Erde  dadurch  zur  (Geltung  bringen,  dass  man  die  Bewegung 
auf  Axen  bezieht,  die  sich  um  die  Normale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  — a>sinX 
drehen.  Ist  z.  B.  der  Körper  ein  schwerer  Ptmkt,  der  mittelst  eines  langen  Fadens 
an  einem  in  Bezug  auf  die  Erde  festliegenden  Punkt  hängt,  so  ist  er  in  Wirklich- 
keit gezwungen,  sich  in  einer  horizontalen  Ebene  zu  bewegen  und  aus  dem  eben 
Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Schwingungsebene  für  einen  Zuschauer  auf  der 
Erde  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —  <o  sin  Z  um  die  Yerticale  zu  rotiren  scheint. 

Wenn  die  Körper  aber  gezwungen  werden^  sich  mit  der  Ebene  zu  drehen,  so  ist 
es  nöthig,  ihre  Bewegung  bez.  dieser  Ebene  zu  finden.  Wir  müssen  daher  jedem 
Massenpunkt  die  Kraft  des  beweglichen  Raumes  und  die  zusammengesetzte  Gentri- 
fugalkraft  mittheilen.  Bedeutet  r  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Masse  m 
von  0,  so  ist  die  erstere  mra>*  sin' 1.  Sie  ist  zu  vernachlässigen,  weil  sie  von 
dem  Quadrat  von  m  abhängt.  Die  letztere  kommt  daher  allein  in  Betracht.  Wir 
wollen  sie  durch  eine  resnltirende,  an  dem  Schwerpunkt  des  Körpers  angreifende 
Kraft  und  ein  Paar  ersetzen.    Man  beachte,  dass  nach  §  24  die  Componenten  der 
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an  einem  Massenpunkt  angreifenden  zusammengesetzten  Centrifugalkraft  ganze 
Functionen  ersten  Grades  von  dx/dt^  dy/dt^  dg /dt  sind.  Nach  Bd.  1,  §14 
ist  ihr  Moment  um  den  Schwerpunkt  dem  der  zusammengesetzten  CentriJFugal- 
ki^fte,  nachdem  der  Schwerpunkt  zur  Buhe  gebracht  worden  ist,  gleich.  Da  jeder 
Massenpunkt  des  Körpers  sich  alsdann  in  der  Ebene,  in  welcher  er  zu  bleiben 
gezwungen  ist,  senkrecht  zu  seinem  von  dem  Schwerpunkt  als  Goordinatenanfang 
gezogenen  Badiusvector  bewegt,  so  wirkt  die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft 
in  der  Bichtung  des  Badiusvectors  auf  ihn  ein  und  hat  mithin  kein  Moment  um  den 
Schwerpunkt.  Das  Paar  ist  daher  Null.  Die  resultirende  Kraft  am  Schwerpunkt 
ist  femer  dieselbe,  wie  wenn  die  g^ze  Masse  in  diesem  Punkt  vereinigt  würde, 
und  daher  gleich  —  2MVm  sinX,  worin  Jlf  die  Masse  des  Körpers  und  V  die 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  bezeichnet. 

Die  Wirkung  der  Botätion  der  Erde  kann  daher  derart  in  Bechnung  ge- 
zogen werden,  dass  man  die  Erde  als  festliegend  betrachtet  und  diese  Kraft  an 
dem  Schwerpunkt  des  Körpers  anbringt.  Für  einen  Massenpunkt,  der  sich  etwa 
9  —  10  m  in  der  Secunde  bewegt,  ist  das  Verhältniss  dieser  Kraft  zur  Schwere 
höchstens  49r/24  x  60  x  60,  also  weniger  als  1/5000.  Es  ist  dies  so  wenig, 
dass  mit  Ausnahme  besonderer  Umstände  ihre  Wirkung  unmerkbar  ist. 

§  41.  Der  Einflass  der  Erdrotation  auf  die  Bewegung  der  starren 
KSrper.  Bisher  haben  wir  hauptsächlich  die  Bewegung  eines  eifufelnen 
Massenptmktes  betrachtet.  Der  Einfluss  der  Rotation  der  Erde  auf  die 
Bewegung  sla/rrer  Korper  ist  jedoch  leichter  zu  verstehen,  wenn  man 
vorher  die  in  den  folgenden  Kapiteln  beschriebenen  Methoden  gelesen  hat. 
Lässt  man  z.  B.  einen  Körper  um  seinen  Schwerpunkt  rotiren,  so  ist 
seine  Bewegung,  wie  sie  ein  Beobachter  auf  der  Erde  sieht,  nicht 
schwer  zu  bestimmen,  wenn  wir  seine  Bewegung  im  Raum  kennen.  Es 
wird  daher  hier  wohl  ausreichen,  wenn  wir  vorerst  die  Besonderheiten, 
welche  diese  Probleme  darbieten,  betrachten  und  Erläuterungen  dazu 
suchen,  ohne  einen  ausgedehnten  (Gebrauch  von  den  Bewegungs- 
gleichungen zu  machen. 

§  42.  Die  Wirkimg  der  Rotation  der  Erde  ist  im  Allgemeinen, 
mit  derjenigen  der  Schwere  verglichen,  so  klein,  dass  man  den  Schwer- 
punkt festlegen  muss,  um  den  Einfluss  der  ersteren  bemerkbar  zu 
machen.  Auch  wenn  dies  geschieht,  so  stehen  doch  noch  die  Reibung 
an  den  Stützpunkten  und  die  übrigen  Widerstände  im  Wege.  Nur 
wenn  der  Apparat  so  sorgfältig  gearbeitet  ist,  dass  diese  Widerstände 
klein  sind,  kann  man  die  Wirkung  der  Rotation  der  Erde  sich  so  an- 
sammeln lassen,  dass  sie  nach  einiger  Zeit  gross  genug  wird,  um 
deutlich  wahrnehmbar  zu  werden. 

Wird  ein  Körper  in  Bezug  auf  die  Erde  in  den  Zustand  der  Ruhe 
versetzt  und  ihm  zugleich  die  Freiheit  gelassen,  sich  um  seinen 
Schwerpunkt  als  festen  Punkt  zu  drehen,  so  rotirt  er  thatsächlich  um 
eine  der  Erdaze  parallele  Axe.  Nur  wenn  diese  Axe  eine  Hauptaxe 
ist,  setzt  der  Körper  seine  Rotation  um  sie  fort;  im  andern  Falle  tritt 
eine  Aenderung  in  seinem  Bewegungszustand  ein.  Aus  den  Euler - 
sehen  Gleichungen  geht  hervor,  dass  die  Veränderung  der  Lage  der 
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Rotationsaxe  den  Gliedern  {A  —  B)(Oi(o^,  {B — C)!»^«^,  (C  —  A)w^(o^ 
zu  verdanken  ist.  Ist  der  Körper  in  den  Zustand  scheinbarer  Ruhe 
gebracht  worden^  so  sind  (D^y  o,,  03  kleine  Grossen  von  derselben 
Ordnung,  wie  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde;  die  obigen  Glieder 
sind  daher  von  der  Ordnung  der  Quadrate  kleiner  Grossen.  Ob  sie 
gross  genug  sind^  um  eine  sichtbare  Wirkung  hervorzubringen^  hängt 
von  ihrem  Verhaltniss  zu  den  Reibungskräften  ab,  die  in  Thätigkeit 
kommen  können.  Da  aber  diese  Reibungskräfte  zur  Verhütung  einer 
jeden  relativen  Bewegung  ausreichen,  so  werden  jene  Glieder  durch 
die  auf  der  rechten  Seite  der  Euler'schen  Gleichungen  auftretenden 
Reibungspaare  im  Allgemeinen  grade  aufgehoben.  Der  Körper  bleibt 
daher  in  Bezug  auf  die  Erde  im  Zustand  der  Ruhe. 

um  eine  sichtbare  Wirkung  hervorzubringen,  ertheilt  man  dem 
Körper  gewöhnlich  eine  sehr  grosse  Winkelgeschwindigkeit  um  irgend 
eine  Axe.  Ist  dies  die  Axe  von  03,  so  werden  die  Glieder  in  den 
Euler'schen  Gleichungen,  welche  den  Gentrifugalkräften  zu  verdanken 
sind  und  cd,  als  Factor  enthalten,  grösser,  als  wenn  cd,  diesen  Anfangs- 
werth  nicht  hätte.  Je  grösser  diese  Anfangswinkelgeschwindigkeit  ist, 
um  so  grosser  werden  diese  Glieder  und  um  so  sichtbarer  wird  ihre 
Wirkung  auf  den  Körper  sein. 

Reicht  die  dem  Körper  so  mitgetheilte  Winkelgeschwindigkeit  hin, 
um  ihn  nur  einmal  in  der  Secunde  herumzudrehen^  so  ist  sie  immer 
noch  24  X  60  X  60  mal  so  gross  als  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Erde.  Bei  solchen  Problemen  kann  man  daher  die  Winkelgeschwindig- 
keit der  Erde  im  Vergleich  zu  den  vorhandenen  Winkelgeschwindig- 
keiten des  Körpers  als  so  klein  ansehen,  dass  das  Qwidrat  ihres  Ver- 
hältnisses vernachlässigt  werden  darf. 

Als  Beispiel^)  ftlr  die  Anwendung  dieser  Principien  haben  wir 
einen  speciellen  Fall  des  Gyroscops  ausgewählt,  der  eine  elementare 
Lösung  zulässt.  Allgemeinere  Fälle  kommen  weiter  unten  zur  Be- 
handlung. 

1)  Quet  hat  in  Liouville's  Journal,  1858,  eine  Abhandlung  über  relative 
Bewegung  und  ihre  Anwendung  auf  das  Pendel  und  verschiedene  Formen  des 
Gyroscops  veröffentlicht.  Das  in  §  48  behandelte  Problem  ist  eines  derjenigen, 
die  er,  wenn  auch  in  andrer  Art,  gelöst  hat. 

Die  Anwendung  der  Lagrange 'sehen  Gleichungen  auf  relative  Bewegung 
hat  Ed.  Bour  in  einem  der  französischen  Academie  1866  überreichten  Memoire 
besprochen,  das  sp&ter  in  Liouville's  Journal,  1868  veröffentlicht  wurde.  Er  bildet 
einen  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft,  der  dem  in  §  44,  Gl.  (1)  ähnlich  ist  und 
wendet  ihn  auf  verschiedene  Probleme  an.  Der  Hauptzweck  seiner  Abhandlung 
ist^  durch  die  Auflösung  einiger  Probleme,  die  etwas  complicirter  als  diejenigen 
sind,  welche  man  gewöhnlich  in  den  Büchern  über  Mechanik  findet,  zu  zeigen, 
welche  Vortheile  man  aus  der  Benutzung  der  kanonischen  Formen  Hamilton's 
und  Jacobi's  ziehen  kann.  Er  benutzt  daher  fortwährend  die  Hauptfunction 
Hamilton' s,  um  zu  den  Lösungen  seiner  Probleme  zu  kommen.  Die  Lagrange- 
schen Gleichungen  hat  auch  Lettner  in  Crelle's  Journal,  1867,  benutzt.  Sein 
Verfahren  ist  etwas  complicirt^  doch  hat  es  Prof.  Gilbert  in  Löwen  abgekürzt, 
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§  48.  Beisp.  Der  SchwerptMkt  eines  ümdreihwngskörpers  liegt  fest,  während 
die  Axe  der  Figur  gezwwngen  ist,  in  einer  hez,  der  Erde  festliegenden  Ebene  su 
bleiben.  Der  Körper  wird  um  seine  Axe  der  Figu/r  in  Botation  gesetzt;  mcm  soü 
die  Betoegung  finden. 

"Wir  wollen  die  Bewegung  auf  bewegliche  Azen  beziehen.  Der  Schwerpunkt 
fiei  der  Coordinatenanfang  und  die  j^i;- Ebene  die  bez.  der  Erde  festliegende  Ebene. 
Die  Axe  der  Figur  sei  die  21 -Axe  und  sie  mache  den  Winkel  %  mit  der  Projection 

der  Botationsaxe  der  Erde  auf  die  y 5 -Ebene.  Diese 
Projection  heisse  der  Kürze  wegen  die  j-Axe.  Es 
sei  p  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre 
Axe  und  a  der  Winkel,  den  das  Loth  auf  der  ys- 
Ebene  mit  der  Erdaxe  macht,  p  werde  positiv  ge- 
rechnet, wenn  die  Rotation  ihre  gewöhnlich  als 
positiv  angenommene  Normalrichtnng  hat,  d.  h. 
wenn  sie  von  dem  positiven  Ende  der  Axe  aus 
gesehen  in  der  Richtung  der  Zeiger  einer  Uhr 
stattfindet.  Da  sich  die  Erde  von  Westen  über 
Süden  nach  Osten  dreht,  so  ergibt  sich,  dass,  wenn 
der  Winkel  a  von  dem  nördlichen  Ende  P  der  Axe  aus  gemessen  wird,  p  in  der 
That  negativ  ist  und  in  §  33  durch  —  to  dargesteUt  wird.  Die  Bewegung  der 
beweglichen  Axen  ist  durch 

6j  =  p  COB  a  4-  dx/dt, 
ö,  :=  j3  sin  a  sin  ;t  1 


e. 


p  sma  cos  % 


gegeben.  Es  seien  (Oj,  lo, ,  o»,  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers  um  die 
beweglichen  Axen;  A,  Ä,  C  die  Hauptträgheitsmomente  für  den  Schwerpunkt. 
B  sei  die  Reaction,  durch  welche  die  Axe  der  Figur  gezwungen  wird,  in  der 
festen  Ebene  zu  bleiben,  und  welche  parallel  der  a;-Axe  wirkt,  und  h  der  Ab- 
stand ihres  Angriffspunktes  vom  Coordinatenanfang.  Die  Winkelbewegungsgrössen 
um  die  Axen  sind  bez. 

Substituirt  man  in  §  10,  so  werden  die  Bewegungsgleichungen 

.dm^ 


C 


dt 

dm^ 
dt 

d<o^ 
~dt 


—  Cn^ 6j  -|- Aoü^u^  =s  Bn 

—  A  ©16, -{--4  CO,  61  =  0 


Da  die  «-Axe  im  Körper  fest  liegt,  so  folgt  aus  §  8,  dass  «o^  »0^ ,  o,  »0,  ist. 
Die  leiste  Bewegungsgleichimg  zeigt  daher,  dass  od,  constant  ist.  Man  muss  übrigens 
beachten,  dass  o,  nicht  die  scheinbare  von  einem  Zuschauer  auf  der  Erde  ge- 
sehene Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  ist.  Wenn  Sl^  die  Winkelgeschwindig- 
keit in  Bezug  auf  die  beweglichen  Axen  bedeutet,  so  ergibt  sich  aus  §  3,  52, = o», — 0g , 
so  dass  also 


welcher  der  Associatum  Frangaise,  1878,  einen  „Compte  rendu^''  überreichte  und 
einen  zweiten  der  Academie,  1882,  Bd.  94.  In  beiden  bezieht  er  sich  wiederholt 
auf  eine  von  ihm  veröffentlichte  Abhandlung,  die  der  Verfasser  jedoch  nicht  kennt. 
Siehe  auch  Guyon,  Comptes  rendiM,  16.  April  1888. 
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«Ö^  +  p  sin  «  cos  X  ■=  Constante 

ist.  Der  Körper  würde  daher,  wenn  man  einen  so  kleinen  Unterschied  bemerken 
könnte,  langsamer  oder  schneller  zu  rotiren  scheinen,  je  mehr  seine  Aze  sich  dem 
einen  oder  andern  Ende  der  Protection  der  Aze  der  Erdrotation  auf  die  feste 
Ebene  nähert. 

Die  erste  Bewegungsgleichung  wird,  wenn  man  <o^,  co,,  0,,  0,  durch  % 
ausdrückt, 

Ä -z-j  —  Äp*  sin*«  sin X  cos 2  +  ^^P  sin «  sin  jj  =  0, 

worin  n  für  co,  geschrieben  wurde.    Das  zweite  Glied  ist  im  Vergleich  mit  dem 

dritten  zu  verwerfen,  da  es  von  den^  Quadrat  der  kleinen  Grösse  p  abhängt,  §  33. 

Man  hat  daher 

d*x  C         .         . 

dt' ^ni>  sinasma;. 

Dies  ist  die  Bewegungsgleichung  eines  Pendels  unter  der  Einwirkung  einer 
Kraft,  die  der  Grösse  nach  constant  ist  und  welche  die  Richtung  der  ^-Aze  hat, 
d.  h.  der  Projection  der  Eotationsaxe  der  Erde  auf  die  feste  Ebene.  Wird  nun 
der  Körper  in  Rotation  um  die  Aze  seiner  Figur  gesetzt,  so  beginnt  diese  Aze, 
wie  man  sieht,  sich  sofort  dem  einen  oder  andern  Ende  der  x-Aze  mit  stets 
wachsender  Winkelgeschwindigkeit  zu  nähern.  Wenn  die  Aze  der  Figur  die 
t-Aze  erreicht  hat,  so  beginnt  ihre  Winkelgeschwindigkeit  abzunehmen  und  sie 
kommt  zur  Ruhe,  wenn  sie  auf  der  andern  Seite  einen  seinem  Anfangswerth 
gleichen  Winkel  mit  der  x-Axe  macht.  Die  Schwingung  wiederholt  sich  dann 
fortwährend. 

Die  Aze  der  Figur  schwingt  um  daigenige  Ende  der  x-Axe,  welches,  wenn 
der  Winkel  %  Ton  ihm  aus  gemessen  wird,  den  Coefßcienten  auf  der  rechten 
Seite  der  letzten  Gleichung  negativ  macht.  Dieses  Ende  ist  derart,  dass  bei  dem 
Durchgang  der  Aze  der  Figur  durch  dasselbe  die  Rotation  n  des  Körpers  dieselbe 
Richtung  wie  die  Componente  der  Erdrotation  p  hat. 

Vergleicht  man  Körper  von  verschiedener  Form  miteinander,  so  sieht  man, 
dass  die  Schwingungsdauer  nur  von  dem  Verhältniss  von  C  zu  A  abhängt.  Im 
Uebrigen  ist  sie  von  der  Structur  oder  Gestalt  des  Körpers  unabhängig.  Je  grösser 
dieses  Verhältniss  ist,  um  so  schneller  geht  die  Schwingung  vor  sich.  Für  einen 
Umdrehungskörper  ist  das  Verhältniss  am  grössten,  wenn  £mz'  »  0  ist.  Es  wird 
in  diesem  Fall  gleich  2  und  der  Körper  wird  zur  Kreisscheibe  oder  zu  einem 
Kreisring. 

Vergleicht  man  femer  die  verschiedenen  Ebenen,  in  welchen  die  Aze  zu 
bleiben  gezwungen  werden  kann,  so  sieht  man,  dass  die  Bewegung  für  alle 
Ebenen,  die  denselben  Winkel  mit  der  Erdaze  machen,  dieselbe  ist.  Sie  hängt 
daher  nicht  von  der  Neigung  der  Ebene  gegen  den  Horizont  am  Beobachtungsort 
ab.     Die  Schwingungsdauer  ist  am  geringsten  und  die  Bewegung  der  Aze  am 

merkbarsten ,  wenn  a  »>  _  gr ,   d.  h.  die  Ebene  der  Rotationsaze  der  Erde  parallel 

ist.  Wenn  die  Ebene  auf  der  Erdaze  senkrecht  steht,  so  schwingt  die  Aze  der 
Figur  nicht;  wenn  aber  der  Anfangswerth  von  dx/dt  Null  ist,  so  bleibt  sie  bei 
jeder  Lage  in  Ruhe,  in  welche  man  sie  bringen  mag. 


§  44  Die  Anwendimg  der  Lagrange'selien  Oleichniigen.  Der 
Körper  möge  auf  ein  System  von  Axen  mit  festem  Anfangspunkt  0  be- 
zogen werden,  deren  Winkelbewegungen  um  sich  selbst  durch  OiyO^,  0, 
gegeben  sind.    Sind  X,  ^,  v  &e  Bichtungscosinusse  ihrer  Momentanaze 
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OJ  und  0  die  Winkelgeschwindigkeit  um  sie,  so  ist  6i  =  X0,  62  =  116, 
6^  =  v6.     Die  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist 

T=^2:m[(x'-y8,  +  zd^f  +  (y  - ed,  +  xe^f  +  (/ - xB,  +  yd.y j , 

worin  die  Accente  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  bedeuten.  Be- 
zeichnet iZ  die  lebendige  Kraft  der  relativen  Bewegung  bez.  der  be- 
weglichen Axen^  so  ist 

2B=2;w(a;'«  +  j^>  +  0. 

Durch  Entwicklung  erhält  man 

T^R  +  NB  +  \W (1), 

worin  * 

iV==  XZm(y/  —  zy')  +  iiZm{zx — xz')  +  vZm{xy — yx), 

I  BS  v^Em{pi?  +  y*)  +  etc.  —  2kii2mxy  —  etc.  ist, 

so  dass  also  N  die  WinJcelbewegungsgrösse  der  relativen  Bewegung  um 
die  Momentanaxe  Ol  und  I  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  für  die 
Momentanaxe  Ol  der  Bezugsaxen  ist 

Man  kann  die  Probe  auf  das  Resultat  machen,  wenn  man  einen  starren 
Körper  annimmt,  der  sich  um  den  Coordinatenanfang  als  festen  Punkt  herum- 
dreht, und  beachtet,  dass  seine  doppelte  lebendige  Kraft,  auf  Hauptaxen  bezogen, 

ist,  worin  Sl^,  Sl^,  Sl^  die  relativen  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers  sind. 
Entwickelt  man,  so  kommt  man  zur  Gleichung  (1). 

Für  den  Fall,  dass  der  Anfangspunkt  0  der  beweglichen  Axen  nicht 
festliegt,  seien  a,  /3,  y  die  Gomponenten  seiner  Beschleunigung  im 
Raum  in  der  Richtung  der  Bezugsaxen.  um  0  in  den  Zustand  der 
Ruhe  zu  versetzen,  bringe  man  sie  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  an 
jedem  Punkt  des  Systems  an,  §  33.  Die  Resultante  eines  jeden  dieser 
Systeme  paralleler  Krafke  ist  eine  einzelne  Kraft,  die  an  dem  Schwer- 
punkt des  Korpers  angreift.  Man  kann  sie  in  die  Kräftefunction  ein- 
schliessen,  indem  man  zu  ü  das  Glied 

K M(ai  +  ßy  +  yz) (2) 

hinzufügt,  worin  x,  y,  z  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes  und  M 
die  Masse  des  Korpers  bedeuten. 

Die  Lagrange'sche  Function  ist  daher 

L  =  R  +  N6  +  ^I6^+U+K (3) 

und  wenn  g  eine  der  unabhängigen  Variablen  bezeichnet,  von  denen  die  Lage 
des  Körpers  abhangig  gemacht  wird,  so  hat  man  die  typische  Gleichung 

dtdq;      a«  ~ w- 

Bei  der  Anwendung  dieser  Gleichimgen  zur  Ermittlung  der  Be- 
wegimg  eines   Körpers   bezüglich   der  Erde   wird,   wie   oben   erklart 
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wurde,  das  Glied  -^  16^  yemachlassigt.    Aus  den  in  §  42  angegebenen 

Gründen  liegt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Erde 
gewöhnlich  fest;  die  Glieder  in  der  Kräflefunction,  die  von  der  Schwere 
herrühren  y  treten  daher  nicht  auf.  Auch  das  durch  K  dargestellte 
Glied  kann  aus  demselben  Grund  yemachlassigt  werden.  Wenn  daher 
die  Schwere  die  allein  wirkende  Kraft  ist,  so  reducirt  sich  die  La- 
grange'sche  Function  auf 

L  =  R  +  NO (5). 

Ein  Integral  der  Gleichungen  (4)  kann  man  mittelst  des  Prinoips  der 
lebendigen  Kraft  finden.  Siebe  Bd.  1,  Kap.  8,  §  407.  Der  grösseren  Allgemeinbeit 
wegen  wollen  wir  annehmen,  es  sei  X  =  X^  +  A  4"  ®tc.  +  X^,  worin  L^  eine 
homogene  Function  von  n  Dimensionen  der  Geschwindigkeiten  der  Coordinaten 
ist.  Wenn  L  den  in  Gl.  (3)  gegebenen  Werth  hat,  so  reducirt  sich  dieser  Aus- 
druck auf  die  drei  ersten  Glieder.  Multiplicirt  man  jede  der  in  der  typischen 
Formel  (4)  enthaltenen  Gleichungen  mit  dem  entsprechenden  q'  und  addirt  die 
Resultate,  so  hat  man 

worin  das  Zeichen  Z  die  Summirung  für  alle  Variablen  angibt.    Nun  ist 

da  L^  die  Zeit  t  ezplicite  nicht  enthält.  Durch  Integpration  von  (6)  ergibt  sich 
sofort 

(n-l)X,  +  (n-2)I/^_i  +  etc. +  1,2-2/0  =  ^  .     .     .     .    (7), 

worin  das  Glied  L^  nicht  vorkommt  und  h  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet. 
Enthalt  der  Ausdruck  für  L  nur  drei  Glieder,  so  reducirt  sich  (7)  auf  X,  —  L^^  =h 
oder 

Ä  — ~  Je«  — ü-— Ä-^Ä (8). 

Bei  der  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  eine  relative  Bewegpmg  bez.  der 
Erde,  bei  welcher  0*  verworfen  wird  und  der  Schwerpunkt  festliegt,  wird 

Ä  =  Ä (9). 

Beisp.  1.  Als  Beispiel  fä/r  den  GehraiAch  dieser  Gleichungen  toollen  wir  das 
in  §  43  bereits  gelöste  Problem  betrachten. 

um  B  und  N  zu  finden,  beachte  man,  dass  sich  Oe  von  0%  ^  einer  festen 
Ebene  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  %'  trennt;  die  relative  Bewegung  lässt  sich 
daher  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  Sl^  ^^  x\  A,  ».  0,  i2^  =»  <p'  darstellen, 
wobei  tp  den  Winkel  bezeichnet,  den  eine  durch  Oz  gehende,  im  Körper  fest- 
liegende Ebene  mit  der  Ebene  xOe  macht.    Man  hat  daher 

2B  s=  Äx'^  +  C/y'*,         N  =  Ax'  cos  a  +  C<p'  sin  a  cos  ;ti 

T  =  y  {Äx'*  +  Ctp'^+p{Äx' cos CC  +  Ct9  sin a  cos  i)  + 

-f-  '•Tp^{A(^09}a-\-%\si^tx,%VD}x)  +  Csin*acos*;|r}, 

wenn  man  die  Bezeichnung  in  §  43  beibehält.  Benutzt  man  diesen  Werth 
von  T  als  Lagrange' sehe  Function  und  lässt  g  zuerst  9)  und  dann  x  ^^üi,  so  wird 


x^ 
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9'  +  |)  ain  a  cos  j;  =  n , 
Äx"  +  pCtp'  Buxa  sinx  —  p* 8in'a(il  —  C)  sin  jj  cos  ;f  =  0. 

Durch  Elimination  von  tp'  aus  der  zweiten  Gleichung  kommt  man  zu  demselben 
Resultat,  wie  in  §  4S. 

Beisp.  2.  Wenn  die  an  jedem  Punkt  eines  Körpers  angreifende  Schwere 
als  die  Resultante  der  Erdanziehung  und  der  Centrifugalkrafk  an  diesem  Punkt 
betrachtet  wird,  zu  beweisen,  dass  die  Kräftefnnction  Ü  sich  von  deijenigen,  die 

von  der  Schwere  herrührt,  um  —  v  Jö*  —  -^  Mh^ß*  unterscheidet,  worin  6  der 
Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Erdaze  ist.  Man  beachte,  dass  bei  der  Auf- 
stellung der  Lagrange*  sehen  Function  L  die  Glieder  4--^^*  ^  27  und  T  ein- 

ander  aufheben  und  daher,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  festliegt  und  die 
von  der  Schwere  herrührende  Krftfbefunction  als  constant  angesehen  wird,  der 
Ausdruck  L  =i  JR  -}-  NB  bis  einschliesslich  des  Quadrates  von  ß  genau  ist. 

[Gilberts  Theorem.] 

§  45.  Beisp.  Eine  sehr  allgemeine  Form  des  Gyroscops  ist  diejenige,  bei 
welcher  der  Axe  des  rotirenden  Körpers  die  Freiheit  gegeben  wird,  sich  in  allen 
Richtungen  um  den  Schwerpunkt  zu  drehen,  welcher  bez.  der  Erde  festliegt. 
Eine  Construction ,  durch  welche  diese  Freiheit   erzielt  wird,   ist  die  folgende. 


Ein  einaxiger  Körper  kann  sich  frei  um.  die  Axe  seiner  Figur  C'OC  drehen, 
welche  mittelst  Stiften  auf  der  Innenseite  eines  Metallringes  CY^C*Y^'  derart 
lagert,  dass  C'OC  ein  Durchmesser  und  0  der  Schwerpunkt  des  Körpers  und 
zugleich  das  Centrum  des  Ringes  ist.  Die  äusseren  Enden  desjenigen  Durchmessers 
Y^OYi  des  Ringes,  welcher  senkrecht  auf  C'OC  steht,  sind  mittelst  Stifben  auf 
der  Innenseite  eines  zweiten  ausserhalb  des  ersten  befindlichen  Ringes  gelagert, 
dessen  Durchmesser  Y^'OY^  und  dessen  Centrum  0  ist.  Dieser  äussere  Ring  kann  sich 
frei  um  den  zu  Y^'OY^  senkrechten  Durchmesser  Z^'OZ^  bewegen.  Der  Durch- 
messer OZ,  liegt  bez.  der  Erde  fest  und  möge  zur  jsi-Axe  genommen  werden  und 
die  ebenfaUs  bez.  der  Erde  festliegende  Ebene  xz  möge  die  Gerade  OP  ent- 
halten, die  parallel  zur  Nordrichtung  der  Rotationsaxe  der  Erde  gezogen  ist. 

Die  erste  Figur  zeigt  den  inneren  und  äusseren  Ring  in  die  Ebene  Y^Z^ 
geklappt.  In  der  zweiten  wird  der  Theil  der  Figur  dargestellt,  welcher  in  dem 
positiven  Getauten  der  Axen  X,  Y,  Z,  liegt.  Der  innere  Ring  ist  dabei  um  seine 
Axe  Y,  Y,'  gedreht  worden  und  hat  den  Winkel  ß  beschrieben.  Die  Axe  Ox^ 
die  in  Bezug  auf  die  Erde  festliegt  und  in  der  Ebene  X,  Y,  Hegt,  ist  ebenfalls 
angegeben. 
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Der  Winkel  xOX^ ,  welcher  die  Lage  des  äusseren  Binges  im  Baum  definirt, 
werde  mit  ^,  der  Winkel  Z^OC,  der  die  Lage  des  inneren  Ringes  bestimmt,  mit 
B  und  der  Winkel  zwischen  einer  durch  OC  gehenden  und  in  dem  einaadgen 
Körper  festliegenden  Ebene  und  der  Ebene  X^Z^  mit  9  bezeichnet.  Diese  Winkel 
sind  die  Goordinaten  des  Gyroscops,  das  also  drei  Freiheitsgrade  besitzt.  Wie 
man  sieht,  werden  auf  diese  Art  mit  nur  zwei  Ringen  die  Winkel  0,  ift^  <p,  die 
Eul er' sehen  Winkelcoordinaten  des  einaxigen  Körpers,  hergestellt. 

Vermehrte  man  die  Anzahl  der  Ringe,  so  würden  sich  auch  die  Freiheitsgrade 
yermehren  und  das  Instrument  wfirde  allgemeiner  werden.  Auf  der  andern  Seite 
lässt  sich  die  Anzahl  der  unabhängigen  Goordinaten  durch  beliebige  Einschränkungen 
reduciren.  So  ist  z.  B.  in  dem  Beispiel  in  §  43,  worin  die  Axe  0  C  auf  die  Lage 
in  einer  Ebene  eingeschränkt  war,  «^  einer  Gonstanten  gleich. 

Es  seien  (J.,  J.,  C),  (il^,  il^,  Cj),  (^,  ^,  (7,)  die  Hauptti-ägheitsmomente 
des  einaxigen  Körpers,  des  inneren  und  äusseren  Ruig^  fSr  0.    Man  hat  daxm 

2Ä  «  Ä(6r^  +  än*e^'^  +  C7(9'  +  ^'  cosÖ)*  +  ili(d'«  +  cos«0^'*)  + 

C7i^'«sin»Ö  +  ul,^'«. 

Die  beiden  ersten  Glieder  stellen  die  doppelte  lebendige  Krafb  des  einaxigen 
Körpers  dar,  das  dritte  imd  vierte  die  des  inneren  Ringes.  Man  erhält  die  beiden 
letzten  aus  den  ersten,  indem  man  <p'  s»  0  setzt,  Ä  und  C  in  den  Goefßcienten 
von  iff'*  vertauscht  und  die  Indices  hinzufügt. 

1,  fi,  ir  seien  die  Biohtungscosinusse  von  OP,  auf  OC  als  Axe  der  ^^ , 
OY^  Y^  als  Axe  der  Y^  und  eine  auf  beiden  senkredite  Axe  OX^  bezogen;  %  sei 
der  Winkel  eOP,    Die  Winkelbewegnngsgrösse  um  OP  ist  dann 

N^  —  ^sine^'X  +  ild'/»  +  0(9  + '^' cos Ö) ir  —  C,  sin0^';i  + 

Ä^ß^fi  -^  Ai'ip'  costfy  +  Ä^i^'  cos*. 

Wir  haben  femer  die  geometrischen  Beziehungen 

X  isB  —  cos i  and  -\-  sin i  cos 6  cos ^ , 

l^mm  —  sin  t  sin  «^ , 

y  BS  cos  i  cos  ß  -}-  sin  i  sin  ß  cos  tp . 

Stellt  man  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  durch  p  dar,  nimmt  sie  positiv 
in  der  Richtung  X^  F,  und  setzt 

80  wird  die  Lagrange'sche  Function  bei  Yemachlässigung  des  Quadrates  von  p 

p  cos  »[P^'  +  C{<p'  +  ^'  COS0)  COS0]  + 

pmiii[{Ctp  +  (C+^— -4  — Ci)^'cosÖ}sindcos^  —  (^  +  ii,)a' sin^]. 

Die  der  lebendigen  Krafb  entsprechende  Gleichung  wird 

{A  +  Ä^)ß^^+  Pip'*+  C(9'  +  y  cosÖ)«  ==  a. 
Setzt  man  q  in  Gleichung  (4)  einmal  gleich  <p  und  dann  gleich  ^,  so  hat  man 

9  +  (^'  +  P  cos  t)  cos  ö  +  p  sin  »  sin  ß  cos  1^  =-  jj , 
T- [P(^' +  p  cos  »)  +  C7{<p'  +  (^'  +  pcos»)cose}cosd]  + 

p8int[(79sin0sin^+(2uli+C— Ci)cos^e'+2(-4---4i--C'+Ci)8in«eco8^Ö']==0, 

worin  a  und  ß  beliebige  Gonstante  bedeuten. 

Wenn  die  feste  Axe  Oe  der  Erdaxe  parallel  ist,  wird  i  =  0.  Die  letzte  Gleichung 
ist  dann  ein  vollständiges  Differential  und  wir  erhalten  so  ein  drittes  Litegral. 
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§  46.  Beisp.  1.  Man  zeige,  daes  eine  Person,  welche  die  specieUe  Grestalt 
des  Gyroscops  in  §  43  hat,  ohne  astronomische  Beobachtungen  die  geographische 
Breite  des  Ortes,  die  Richtung  der  Erdrotation  und  die  Länge  des  Stementags 
bestimmen  könnte.    Man  verdankt  diese  Bemerkung  Qu  et. 

Beisp.  2.  Wenn  der  Körper  ein  Stab  ist  und  sein  Schwerpunkt  ohne  Reibung 
getragen  wird,  zu  beweisen,  dass  er  in  relativem  Gleichgewicht  entweder  paraUel 
oder  senkrecht  zur  Projection  der  Erdaze  auf  die  Ebene,  in  welcher  er  zu  bleiben 
gezwungen  ist,  ruhen  könnte.  Wird  er  in  irgend  eine  andre  Lage  gebracht,  so 
ist  seine  Bewegung  sehr  langsam,  da  sie  von  p*  abhängt  und  seine  Schwingungen 
finden  um  eine  mittlere  auf  der  Projection  der  Erdaxe  senkrechte  Lage  statt. 

Beisp.  3.  Wenn  an  der  Axe  der  Figur  eine  Reibungskraft  angreift,  die  ein 
verzögerndes  Paar  erzengt,  dessen  Moment  um  die  j;-Aze  in  constantem  Yer- 
hältniss  yk  zu  dem  Moment  des  Reactionspaares  um  die  ^-Axe  steht  und  wenn 
die  feste  Ebene  der  Erdaxe  parallel  ist,  die  kleinen  Schwingungen  um  die  Gleich- 
gewichtslage zu  finden.    Man  zeige,  dass  die  Lage  zu  irgend  einer  Zeit  t  durch 

%  «  Lt-^^QOfiiiCnplA  ^V)^t^  M] 

gegeben  ist,  worin  2ilX  »=  yi,{Cn  —  ^Ap)  ist  und  X,  M  zwei  von  den  Anfangs- 
bedingungen abhängige  Constante  bedeuten. 

Beisp.  4.  Der  Schwerpunkt  eines  ümdrehungskörpers  liegt  fest,  während  die 
Axe  der  Figur  gezwungen  ist,  auf  der  Oberfläche  eines  glatten  graden  Kegels  zu 
bleiben,  der  in  Bezug  auf  die  Erde  festliegt.  Man  zeige,  dass  die  Axe  der 
Figur  um  die  Projection  der  Rotationsaxe  der  Erde  auf  die  Oberfläche  des  Kegels 
schwingt  und  die  Zeit   einer  vollständigen  kleinen  Schwingung  um  die  mittlere 

Lage  2n{A  ans/Cpn  sin^^  ist,  worin  e  den  halben  Winkel  an  der  Spitze  des 
Kegels,  ß  die  Neigung  seiner  Axe  gegen  die  Erdaxe  bezeichnet  und  die  übrigen 
Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  haben.  Dieses  Problem  haben  Qu  et 
sowohl  als  Bour  behandelt. 

Beisp.  5.  Die  festliegende  Axe  OZ^  des  äusseren  Ring^es  eines  Gjroscops  mit 
zwei  Ringen  wird  paraUel  zur  Umdrehungsaxe  der  Erde  eingestellt;  man  beweise 
dass 

ist,  worin  n,  E  und  F  willkürliche  Constante  sind.  TLottner's  Problem! 

Beisp.  6.  Zwei  gleiche  schwere  Stäbe  CA,  CB  sind  durch  ein  Gelenk  bei 
C  mit  einer  Feder  so  verbunden,  dass  sie  das  Bestreben  haben,  einen  bekannten 
Winkel  miteinander  zu  bilden.  Die  freien  Enden  A  und  B  werden  zusammen- 
gebunden und  das  Ganze  an  einem  Faden  OC  aufgehängt,  der  an  dem  Gelenk 
befestigt  ist.  Das  System  wird  sich  selbst  überlassen,  bis  es  in  Bezug  auf  die 
Erde  sich  in  Ruhe  befindet.  Wenn  nun  der  Faden,  welcher  A  und  B  zusammen- 
hält, durchschnitten  wird,  so  trennen  sich  die  beiden  Arme  von  einander.  Man 
zeige,  dass  das  System  sofort  eine  scheinbare  Winkelgeschwindigkeit  p9mX(r — i)//' 
um  die  Yerticale  annimmt,  worin  I,  T  die  Trägheitsmomente  des  Systems  für 
die  Yerticale  OC  vor  bez.  nach  dem  Durchschneiden  des  Fadens  sind,  der  A  mit 
B  verband,  p  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Axe  und  1  die  geo- 
graphische Breite  des  Ortes  bedeutet.  In  welcher  Richtung  dreht  sich  das  System? 
Diesen  Apparat  hat  Poinsot  erfunden,  welcher  der  Ansicht  war,  das  Experiment 
würde  ermöglichen,  die  geographische  Breite  des  Ortes  aus  der  beobachteten  Winkel- 
geschwindigkeit zu  bestimmen.    Siehe  Camptes  EendtM,  1851,  Bd.  32,  S.  206. 

Beisp.  7.  Wenn  ein  Strom  genau  nach  Norden  fliesst,  zu  beweisen,  dass  der 
Druck  auf  das  östliche  Ufer  in  der  Tiefe  z  durch  die  Aenderung  der  geographischen 
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Breite  des  fiiessenden  Wassers  in  dem  VerhSltniss  gz-\-bvmaml:  gz  yergrössert 
wird,  worin  h  die  Breite  des  Stroms,  v  seine  (Geschwindigkeit,  l  die  geographische 
Breite  und  o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Axe  bezeichnet. 

[Math.  Tripos,  1876.] 

Beisp.  8.  Eine  Woge,  wie  die  Flnthwelle,  bewegt  sich  so  durch  einen  Fluss, 
dass  ihr  Kamm  rechtwinklig  zu  den  Ufern  ist.  Man  leite  aus  dem  Clair  au  tischen 
Satz,  §  26,  ab,  dass  die  Fluth  auf  dem  einen  Ufer. höher  als  auf  dem  andern 
ist  und  zeige,  dass  die  Höhe  der  Fluth  in  geometrischer  Progression  ftir  gleiche 
Zunahme  des  Abstandes  von  dem  einen  Ufer  abnimmt. 

Der  Beweis  wird  im  Allgemeinen,  wie  folgt,  geführt.  Da  die  Bewegung  des 
Wassers  nahezu  in  einer  Horizontalebene  stattfindet,  so  kann  man  nach  §  40  die 
Botation  der  Erde  ausser  Acht  lassen,  wenn  man  an  jedem  Massenpunkt  die  Be- 
schleunigung 2mv  mxtX  senkrecht  zu  seiner  Bewegungsrichtung,  d.  h.  senkrecht 
zur  Richtung  des  Flusses  anbringt.  Daher  muss  der  Fluss  auf  der  einen  Seite 
um  so  Tiel  höher  als  auf  der  andern  sein,  dass  der  Druck,  den  die  Schwere  in 
Folge  der  Niveaudififerenz  erzeugt,  dem  Druck  in  Folge  der  gegebenen  Be- 
schleunigung gleich  ist.  Wenn  (  die  Höhe  der  Fluth  über  dem  mittleren  Niveau 
im  Abstand  y  von  der  Seite  des  Flusses  ist,  auf  welcher  die  Fluth  ihren  höchsten 
Stand  hat,  so  findet  man  —  gdt  ^^  2av  sinZdy.  In  der  Theorie  der  Ebbe  und 
Fluth   wird    aber    bewiesen,    dass,    wenn    von   der    Botation    abgesehen   wird, 

V  =  tYgJh  ist.    Durch  Integration  erhfilt  man   f  «  (n,^-s«yüBa/v7* 
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Schwingangen  um  die  Gleichgewichtslage. 

Die  Lagrange'sche  Methode  in  Yerbindnng  mit  nnbestiiimiten 

Mnltiplicatoren. 

§  47.  In  dem  ersten  Band  wurde  die  Lagrange'sche  Methode  zur 
Ermittlung  kleiner  Schwingungen  der  Systeme  um  eine  Gleichgewichts* 
läge  erklart.  Wir  wollen  hier  diese  Ausführungen  nicht  wiederholen, 
sondern  untersuchen,  auf  welche  Art  die  Theorie  durch  die  Anwendung 
unbestimmter  Mnltiplicatoren  yemndert  wird.  Bei  den  dynamischen 
Problemen  wünschen  wir  meistens  in  Erfahrung  zu  bringen,  wie  sich 
einige  specielle  QrSssen  mit  der  Zeit  yerändem.  Einer  der  Haupt- 
Yorzüge  der  Lagrange'schen  Methode  ist  nim  der,  dass  sie  uns  eine 
grosse  Auswahl  von  Grossen  bietet,  die  man  zu  Goordinaten  nehmen 
kann.  Die  Grössen,  welche  man  vor  Allem  zu  finden  wünscht,  wählt 
man  daher  gewöhnlich  zu  unabhängigen  Goordinaten  und  ihre  Varia- 
tionen ergeben  sich  dann  aus  den  Lagrange'schen  Gleichungen. 
Manchmal  aber  kommen  wir  auf  diesem  Weg  zu  einer  sehr  compli- 
cirten  Menge  von  Symbolen.  Vielleicht  verlieren  wir  dadurch  ein 
Symmetrieprincip,  welches  uns  erlaubt  hatte,  das  ganze  Verfahren  ab- 
zukürzen und  zu  vereinfachen.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche 
Modificationen  in  die  Gleichungen  eingeführt  werden  müssen,  wenn  die 
speciellen  Grossen,  deren  Werthe  wir  vor  Allem  zu  wissen  wünschen, 
sich  mit  Vortheil  nicht  zu  unabhängigen  Variablen  wählen  lassen.  Zu 
diesem  Zweck  empfiehlt  sich  ganz  besonders  die  Methode  der  un- 
bestinmiten  Mnltiplicatoren. 

§  48.  Das  System  möge  auf  irgend  welche  Goordinaten  0,  9,  etc. 
bezogen  werden,  die  so  klein  sind,  dass  man  alle  Potenzen  derselben 
mit  Ausnahme  der  niedrigsten,  die  vorkommen,  vernachlässigen  kann.  Sie 
mögen  so  gewählt  werden,  dass  sie  in  der  Gleichgewichtslage  ver- 
schwinden. Ihre  Anzahl  sei  n.  Nimmt  man  an,  die  geometrischen 
Gleichungen  enthielten  die  Zeit  nicht  explicite,  so  ist  die  lebendige 
Kraft  T  eine  quadratische  Function  der  Geschwindigkeiten  und  kann 
in  einei:  Reihe  von  der  Form 
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2r  —  ^11«'«  +  2A^^e'<p'  +  A^q/^  +  etc. 

entwickelt  werden. 

Hier  sind  die  Goe£Scienten  J.^,  etc.  sämmtlich  Functionen  von 
0,  (p,  etc.  und  wir  können  annelimen^  sie  wären  in  eine  Reihe  yon 
Potenzen  dieser  Goordinaten  entwickelt.  Da  die  Schwingungen  so  klein 
sind,  dass  man  alle  Potenzen  der  kleinen  Grössen  mit  Ausnahme  der 
niedrigsten,  die  yorkommen,  yerwerfen  kann,  so  lassen  sich  alle  Glieder 
dieser  Reihen  mit  Ausnahme  der  constanten  yemachlässigen.  Man  kann 
daher  die  Goefficienten  Ä^^,  etc.  als  constant  ansehen. 

Wir  müssen  jetzt  die  Kraftefunction  U  in  eine  Reihe  yon  Po- 
tenzen yon  0,  q>j  etc.  entwickeln.  Wären  die  Goordinaten  dy  tp^  etc. 
sämmtlich  unabhängig,  so  würden  die  Glieder,  welche  die  ersten  Po- 
tenzen enthalten,  yerschwinden,  weil  nach  dem  Princip  der  yirtuellen 
Geschwindigkeiten  dU/dO,  dU/dip,  etc.  in  der  Gleichgewichtslage  für 
alle  Variationen  yon  6,  q),  etc.,  die  sich  mit  den  geometrischen  Be- 
^g^uigen  yereinigen  lassen,  Null  sind.  Da  dies  aber,  wenn  0,  9,  etc. 
durch  geometrische  Beziehungen  yerbunden  sind,  nicht  nothwendiger- 
weise  der  Fall  sein  muss,  so  nehmen  wir  als  Entwicklung  an 

U—  ?7o=  C^e  +  C,9  +  etc.  +4Cn**+  Gii^9>+  C^g>*+ete., 

worin  Uq  eine  Constante  bedeutet,  die,  wie  man  leicht  sieht,  denWerth 
yon  U  in  der  Gleichgewichtslage  angibt.  Man  beachte,  dass  die  Goe£&- 
cienten  C^,  O,,  etc.  nicht  ohne  Einschränkung  zu  nehmen  sind.  Sie 
müssen  derart  sein,  dass  alle  Gleichgewichtsgleichungen  erfüllt  werden. 
Da  die  Goordinaten  0,  %  etc.  nicht  unabhängig  yon  einander  sind, 
so  ezistiren  geometrische  Beziehungen,  welche  sie  yerbinden.  Um  die 
Sache  zu  yereinfachen,  wollen  wir  annehmen,  es  wären  nur  zwei  solcher 
Beziehungen  yorhanden.    Sie  seien 

/•(e,  9,  etc.)  =  0,    F{ey  %  etc.)  =  0. 

Auch  sie  können  auf  die  folgende  Art  in  Potenzen  der  Goordinaten 
entwickelt  werden: 

f=G^e  +  0,g>  +  etc.  +  i  G,,e^  +  Q^Bfp  +  \  0„g>^  +  etc., 

F=H^e  +  B^g>  +  etc.  +  |  H^^O-  -f  H^^dtp  +  |  ^„9«  +  etc. 

Die  Constanten  Glieder  dieser  Reihen  sind  weggelassen,  weil  die  geo- 
metrischen Gleichungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  sich  das  System  im 
Gleichgewicht  befindet,  d.  h.  für  0  =  0,  ^»=0,  etc. 

Wir  haben  diese  Reihen  nun  in  die  Lagrange'schen  Gleichungen 
einzusetzen.  Wie  man  aus  Bd.  1,  Kap.  8  weiss,  werden  die  letzteren 
durch  den  Typus 
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ddT_dT_dUj.dl,       dF 
I'        PA        pä    I    ^  ;)fl    I    ^ 


dt  de* 


de      de 


de 


de 


dargestellt  mit  ähnlichen  Gleichungen  für  9,  ^^  etc.  Darin  sind  ky  fi 
unbestimmte  Multiplicatoren^  deren  Werthe  aus  den  so  aufgestellten 
Gleichungen  ermittelt  werden  müssen.  Als  Resultat  dieser  Substitutionen 
erhält  man  offenbar 

^11  ö"  +  ete-  —  Gl  +  Cji»  +  etc.  +  k(G^  +  etc.)  +  fi(ffi  +  etc.), 

^„ö"  +  etc.  =  C,  +  Ci,9  +  etc.  +  A  (G,  +  etc.)  +  ^{B^  +  etc.), 

etc.  =  etc. 

§  49.  Da  das  System  aus  einer  Gleichgewichtslage  gestört  worden 
ist,  so  wird  allen  Gleichungen  durch  0  »»  0,  9  »=  0,  etc.  genügt.  Man 
erhält  so  die  Gleichgewichtswerthe  von  A,  fi.  Sie  seien  Aq,  f^o*  ^^' 
dann  ist 

0-C,+  AoGi+fio^i, 

0  =  Ci  +  Aoö,+  ^o^,, 

0  =  etc. 

Dies  sind  die  Gleichgewichtsgleichungen,  auf  die  schon  hingewiesen 
wurde.  Da  die  Eräftefunction  U  eine  bekannte  Function  der  Coordinaten 
ist,  so  sind  die  sämmtlichen  Coefficienten  C^,  C^,  etc.  gegeben;  daher 
bestimmen  zwei  beliebige  der  Gleichimgen  A^,  fi^.  Die  übrigen  sind 
dann  identisch  erfOllt,  weil  die  Grossen  C^,  C,,  etc.  nicht  ohne  Ein- 
schränkung, sondern  derart  sind,  dass  allen  Gleichgewicht&gleichungen 
genügt  wird. 

Die  dynamischen  Werthe  von  A  und  fi  seien  A=Ao-f"^iy  f*'=f*o"l"f*i* 
Dann  sind  A^  und  [i^  kleine  Grössen,  deren  Quadrate  verworfen  werden 
können.     Die  Schwingungsgleichungen  werden 


A,,e"  +  A^q>" -^ . . .  =  c„ö  +  q«9.  + .  • . 

+  ^o(ö'ijö  +  G„g)  + 
+  ,to(5i,e  +  H„ip  + 
etc.  =  etc. 


Man  hat  hier  so  viel  Gleichungen,  als  Coordinaten.  Ausserdem 
existiren  so  viele  geometrische  Gleichungen,  als  unbestimmte  Multipli- 
catoren  vorhanden  sind.    Sie  sind 


0, 
0. 
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Die  Anzahl  der  Gleichungen  reicht  daher  aus^  um  alle  unbekannten 
Grössen  B,  q>y  . . .,  kj^y  f^  zu  ermitteln. 

§  50.  Um  sie  aufzulösen ,  verfahren  wir  genau  so  wie  bei  der 
entsprechenden  Methode  in  Bd.  1^  bei  welcher  die  Coordinaten  0,  %  etc. 
sammÜich  unabhängig  waren^  und  schliessen  hier  nur  l^,  fi^  unter  die 
zu  bestimmenden  Variablen  ein.     Als  typische  Auflösung  nehmen  wir 

ö  =  Jf  sin(p^  +  a),  (p  ^=  Nsm(jpt  '{'  a)y  etc., 
Ai=  Dsin(|)^+ «)>  f*i  =  JS^8in(|>^  +  a). 

Substituirt  man  sie  in  die  Gleichungen^  so  ist  ersichtlich,  dass 
sin  (jpt  ^  a)  durch  Division  aus  jeder  Gleichung  entfernt  werden  kann. 
Setzt  man 

^11  =  ^n  +  ^ö^ii  +  Po^ii ; 
^12  =  ^u  +  ^^li  +  f*o-^i« } 

etc.=  etc., 
so  ergibt  sich  auf  diese  Weise 

etc.  =  0 , 
=  0, 
=  0 


und  durch  Elumnation  der  Verhältnisse  von  M,  N,  etc.,  i>,  E  die 
Determinantengleichung 


etCf 


etc., 


•  etc.,  etc. 
0,      0 
0,      0 


=  0 


Sind  n  Coordinaten  vorhanden,  so  ist  diese  Gleichung  zur  Ermitt- 
lung von  p^  vom  n^^  Grad.  Nimmt  man  irgend  eine  positive  oder 
negative  Wurzel,  so  bestimmen  die  vorstehenden  Gleichungen  die  ent- 
sprechenden Verhältnisse  von  Jf,  Ny  etc.  Nimmt  man  aUe  Wurzeln 
nacheinander  und  addirt  diese  partiellen  Auflösungen,  so  erhält  man 
eine  vollständige  Auflösung  mit  ihren  2n  Gonstanten.  Diese  Gonstanten 
sind  aus  den  Anfangswerthen  der  Coordinaten  und  ihrer  Geschwindig- 
keiten zu  bestimmen. 
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§  51.  Die  obige  Determinante  unterscheidet  sich  von  der  früheren^ 
die  sich  ergab  ^  wenn  keine  unbestimmten  Multiplicatoren  vorhanden 
waren,  in  zweierlei  Hinsicht.  (1)  Die  Grössen  C^^,  C^g,  etc.  sind  hier 
durch  andre  ersetzt^  die  durch  den  Strich  über  dem  Buchstaben  dar- 
gestellt werden;  (2)  die  Determinante  ist  durch  die  Coefiicienten  G^^H^y  etc. 
der  ersten  Potenzen  der  Coordinaten  in  den  geometrischen  Gleichungen 
gerändert. 

Wir  bemerken,  dass  eine  grosse  Vereinfachung  des  Yer&hrens  ein- 
tritty  wenn  die  Kräftefundion  derart  ist,  dass  die  Coefficienten  der  ersten 
Potenzen  der  Coordinaten  in  ihrer  Beihenenttoicklung  sämmüich  Ntdl 
werden.  Alsdann  sind  C^,  C^y  etc.  Null  und  aus  den  Gleichgewichts- 
gleichungen folgt  Aq=  0,  ^^  =  0.  Daher  ist  C^  =  C^,  C^^  «=  (7^,, 
etc.  =  etc.  Daraus  ergibt  sich  uimiittelbar^  dass  man  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  in  den  geometrischen  Gleichungen  nicht  zu  berück- 
sichtigen braucht^  denn  sie  verschwinden  aus  den  Bewegungsgleichimgen. 
Das  ist  selbstverständlich  eine  wichtige  Yereinfachimg.  Femer  unter- 
scheidet sich  die  schliessliche  Determinante  von  der  früheren^  bei  der 
keine  unbestimmten  Multiplicatoren  benutzt  wurden^  nur  dadurch^  dass 
sie  durch  die  Coefficienten  G^,  etc.,  H^^,  etc.  gerändert  ist. 

Diese  Vereinfachung  kommt  vor,  wenn  die  Lage,  um  die  das  System 
schwingt,  eine  Gleichgewichtslage  fwr  aUe  VariaMonen  der  Coordinaten  ist, 
obgleich  die  Zwangsbedingungen  das  System  nöthigen,  in  einer  gegebenen 
beschränkten  Art  m  schunngen.    Siehe  auch  §  78. 

§  52.  Kurze  Uebersichl  Um  die  Art  des  Verfahrens  in  jedem 
speciellen  Fall  anzugeben,  wollen  wir  hier  die  vorstehende  aUgemeine 
Entwicklung  kurz  zusammenfassen. 

Man  entwickle  die  lebendige  Kraft  T  und  die  Kräftefunction  U  in 
Potenzen  der  Coordinaten  6,  (py  etc.  und  ihrer  Differentialquotienten 
ff,  q/,  etc.  und  verwerfe  dabei  alle  Potenzen^  welche  höher  als  die 
zweite  sind.  Man  multiplicire  die  geometrischen  Beziehungen  f  ^=^0, 
F=0  mit  A  =  Aq  +  Aj  und  ft  =  f*o  +  f*i ;  worin  A^  und  ft^  kleine 
Grössen  von  derselben  Ordnimg  wie  die  Coordinaten  dy  tp,  etc.  sind, 
entwickle  diese  Producte  imd  verwerfe  dabei  alle  Potenzen  der  kleinen 
Grössen,  die  über  die  zweite  gehen.  Zuerst  setze  man  dann  in  dem 
Ausdruck  [7+ A/*-f- ft-F  den  Coefficienten  der  ersten  Potenz  einer 
jeden  Coordinate  gleich  Null;  man  erhält  so  Gleichungen  zur  Ermitt- 
lung von  Aq,  ftQ.  Zweiter^  lasse  man  die  Accente  in  dem  Ausdruck 
für  T  und  ebenso  die  constanten  Glieder  in  U  weg  und  bilde  die  Deter- 
minante von 

Tp'+U+Xf  +  VLF 

in  Bezug  auf  die  Coordinaten  und  die  Hülfisvariablen  A^,  fi^.  Setzt  man 
die  Determinante  gleich  Null,  so  erhalt  man  eine  Gleichung  zur  Be- 
stimmung der  Werthe  von  jp. 
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§  53.  lieber  Hanptsehwingnngeii.  Die  GleichungeD  ^  welche  die 
CoBstanten  My  N,  etc.^  D,  E  bestimmen  ^  sind  oben  aufgestellt  worden. 
Löst  man  sie  auf,  so  siebt  man^  dass  ihre  Verhältnisse  den  Verhält- 
nissen der  Unterdeterminanten  der  Elemente  in  einer  beliebigen  Hori- 
zontalreihe der  Determinantengleichung  gleich  sind.  Bezeichnen  wir 
diese  Unterdeterminanten  mit  /^(p*),  /ia(l>^),  etc.,  so  werden  die 
Schwingungen  des  Systems  durch 

e  =  Lj  Jn  Ol«)  sin  {p^t  +  Ol)  +  4  Jii  (pj«)  sin  {p^t  +  «,)  +  etc., 
q>  ==  4  Ji8  (i?i*)  sin  (jpyt  +  «i)  +  I^In  W)  sin  (p%t  +  «j)  +  etc. 
etc.  etc. 

• 

dargestellt,  worin  L^,  L^,  etc.   Constanten  bedeuten,  die  von  den  An- 
fangsbedingungen abhängen. 

Sind  die  Anfangscoordinaten  derart,  dass  alle  Gonstanten  L^^L^y  etc. 
mit  Ausnahme  einer  einzigen  verschwinden,  so  reduciren  sich  die  Aus- 
drücke für  0,  9,  . . .  A,  [i  auf  die  trigonometrischen  Ausdrücke  einer 
Verticalreihe.  Die  Goordinaten  0,  (p,  etc.  stehen  alsdann  in  Verhält- 
nissen zueinander,  die  während  der  Bewegung  constant  bleiben.  Es  folgt 
auch,  dass  die  Werihe  der  Coordinaten  6,  q>,  etc.  in  einem  Constanten 
Intervall,  nämlich  der  Periode  des  in  der  einen  zurückbehaltenen  Ver- 
ticalreihe stehenden  trigonometrischen  Ausdrucks  sidh  wiederholen.  Ver- 
gleichen wir  damit  Bd.  1,  so  ergibt  sich,  dass  die  charakteristischen 
Merkmale  einer  Hauptschwingung  vorhanden  sind. 

§  54.  Wird  das  System  auf  beliebige  Goordinaten  ö,  9,  etc.  be- 
zogen, so  kann  verlangt  werden,  man  soUe  die  Art  finden,  auf  welche  es 
a^us  seiner  Gleichgewichtslage  gestört  werden  muss,  damit  es  eine  gegebene 
Hauptschwingung  mache.  Man  sieht,  das  System  muss  so  gestört 
werden,  dass  seine  Goordinaten  0,  9,  etc.  sich  zueinander  verhalten,  wie 
die  Unterdeterminanten  ii^end  einer  Horizontalreihe  der  Determinanten- 
gleichung. Auch  die  Anfiangsgeschwindigkeiten  6^,  9',  etc.  müssen '  in 
demselben  Verhaltniss  stehen.  Diese  Bedingungen  sind  nöthig  und 
ausreichend. 

§  55.  Will  man  diesen  Satz  algebraisch  ausdrücken,  so  sagt  man:  Wenn 
ein  System  eine  Hauptschwingong  vom  Typus  mn^p^t  -{•  Oj)  ausfahrt,  dann  ist 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  auch  hervor,  dass  ^fUhrend  der  Bewegung 
6"  ■=  —  |>i "ö ,    qp"  =  —  J>i ■  qp,  etc.  ist. 

§  56.  Hanpteoordinaten.  Es  kcmn  verlangt  werden,  Transfortnationsformeln 
tu  finden,  durch  toelche  sich  beliebige  Coordinaten  $,  qp,  etc.  in  HauptcoordiiMten 
verwandeln  lassen.  Den  Definitionen  in  Bd.  1  entsprechend  ist  ein  System  auf 
Hanpteoordinaten  £,  77,  etc.  bezogen,  wenn  die  lebendige  Kraft  T  und  die  Kräfte* 
function  ü  in  der  Form 
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ausgedrückt  sind. 

Die  Lagrange'schen  Gleichungen  der  kleinen  Schwingungen  haben  dann 
die  Gestalt  |"  —  c^  {  =  0 ,  r(*  —  c^i ^  =  0,  etc.,  so  dass  die  ganze  Bewegung 
durch  S  =  J^8in(|>,*-|-aj),  i]  =  JPBin(p,<-|- a,),  etc.  gegeben  ist,  worin  JE,  F^ etc. 
Integrationsconstanten  sind  und  Pi*==  —  c^,  j>,*=  —  c^,,  etc.  ist. 

Sind  die  Anfangsbedingungen  derart,  dass  alle  Constanten  E^  .F,  etc.  bis  auf 
eine  Null  sind,  so  sagt  man,  das  System  yollführe  eine  Hauptschwingung.  Setzt 
man  dann  x  =  sin  (p^^  -j-  <^)i  y  *=  sin  ( j), ^  -|-  a,),  so  ist  x  ein  Vielfaches  yon 
£,  y  ein  Vielfaches  yon  ij  n.  s.  f  Die  Ausdrücke  für  0,  9,  etc.  in  §  68  reduciren 
sich  jetzt  auf 

e  =  i,  Ji,  (pi«)  a;  +  i,  J„  (i^*)  y  +  •  •  •> 

etc.  =  etc. 

Diese  Formeln  setzen  uns  in  den  Stand,  beliebige  Coordinaten  9,  qp,  etc.  mit 
andern  x^  y,  etc.  zu  yertauschen,  die  yerursachen ,  dass  T  und  U  die  Gestalt  an- 
nehmen 

Die  n  Constanten  X^ ,  Z, ,  etc.  sind  willkürliche  Multiplicatoren  yon  a;,  y,  etc. 
und  können,  wenn  man  'vnll,  so  gewählt  werden,  dass  jede  der  Grössen  a^^ ,  o^,,  etc. 
der  Einheit  gleich  wird. 

■ 

Die  Lagrange'sche  Determinante. 

§  57.  Untersucht  man  die  Lagrange'sche  Methode  zur  Ermitt- 
lung der  Schwingungen  eines  Systems^  so  ergibt  sich^  dass  das  ganze 
Verfahren  von  der  Auflösung  einer  gewissen  Determinantengleichung 
abhängt.  Sogar  die  Stabilität  oder  ünstabilität  des  Gleichgewichtes 
hängt  Ton  der  Beschaffenheit  ihrer  Wurzeln  ab.  Kann  die  Gleichung 
gelost  werden,  so  sind  die  Beschaffenheit  der  Bewegung  und  die 
Schwingungsperioden,  wenn  die  Bewegung  eine  schwingende  ist,  sofort 
klar.  Kann  dagegen  die  Gleichung  nicht  gelöst  werden ,  so  lässt  sich  die 
Determinante  entwickeln  und  lassen  sich  ihre  Wurzeln  nach  den  Methoden, 
welche  die  Theorie  der  Gleichungen  liefert,  discutiren.  Jedoch  auch 
ohne  Entwicklung  der  Determinante  kann  man  denselben  Zweck  manch- 
mal durch  das  folgende  Theorem  erreichen.  Wir  wollen  mit  der  Deter- 
minante in  ihrer  einfachsten  Form,  wie  sie  in  Bd.  1,  Eap.  9  gegeben 
wurde,  beginnen  und  alsdann  untersuchen,  welche  Aenderungen  hervor- 
gebracht werden,  wenn  sie  mit  irgend  welchen  Grössen  gerändert  wird. 

§  58.  Die  Trennung  der  Wurzeln.  Die  Determinantengleichung 
möge  die  Form  haben*) 

1)  Den  Satz,  dass  die  Wurzeln  der  Lagrang  ersehen  Determinante,  wenn 
sie  in  dieser  allgemeinen  Form  geschrieben  wird,  sämmtlich  reell  sind,  verdankt 
man  Lord  Kelvin  (Sir  W.  Thomson).     Er   stellt   die  Erweiterung  eines   ent^ 
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AiP^  +  Giu     AiP^  +  Gi2,     etc. 
J=    -4ij,p*+ Cij,     ^aJP^+Cgj,     etc.    =0. 
etc.,  etc.,  etc. 

Wir  wollen  aus  dieser  Determinante  durch  Weglassen  der  ersten 
Horizontal-  und  Yerticalreihe  eine  ünterdeterminante  bilden;  aus  dieser 
auf  dieselbe  Weise  eine  zweite  u.  s.  f.  Wir  erhalten  so  eine  Reihe 
Yon  Functionen  Ton  p^j  deren  Grad  gleichmässig  von  dem  n^®°  zum 
ersten  abnimmt.  Die  so  gebildeten  aufeinander  folgenden  Determinanten 
mögen  ^^  /l^y  ^^,  etc.  heissen.  Die  Determinante  ^  wird  nicht  ge- 
ändert, wenn  man  sie  rechts  mit  einer  Yerticalreihe  von  Nullen  und 
mit  einer  ebensolchen  Horizontalreihe  unten  rändert,  Torausgesetzt,  dass 
in  die  leergelassene  Ecke  die  Einheit  gesetzt  wird.  Man  kann  daher 
^M  »s  1  annehmen. 

Nach  einem  Satze  der  Lehre  von  den  Determinanten  ist,  wenn 
-^117  ^li)  ^^'  ^e  Unterdeterminanten  der  verschiedenen  Elemente  von 
^  sind,  ^^2=  I^j^I^^-  Jjg*.  Man  beachte  femer,  dass  /^  =  ^^  ist. 
Nehmen  wir  nun  an,  p^  wachse  nach  und  nach  von  jp*  =  —  oo  bis 
p*  =  -|-  (X) ,  so  müssen,  wenn  p^  einen  Werth  annimmt,  der  zf^  =  0 
macht,  ^  und  zf^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Derselbe  Schluss 
lässt  sich  auf  jedes  Glied  der  Reihe  zf,  zf^,  /^^,  etc.  anwenden;  so  oft 
daher  eines  von  ihnen  verschwindet,  haben  die  Determinanten  auf  beiden 
Seiten  entgegengesetzte  Vorzeichen^). 


sprechenden  Theorems  für  jene  apecielle  Form  der  Gleichung  dar,  welche  man 
erhält,  wenn  die  lebendige  Kraft  als  die  Summe  der  Quadrate  der  Geschwindig- 
keiten der  Coordinaten  ausgedrückt  wird.  Mehrere  Beweise  des  letzteren 
Theorems  findet  man  in  Lesson  VI  von  Dr.  Salmon^s  Higher  Algebra.  Der  ein- 
fachste ist  der,  den  Dr.  Salmon  selbst  gibt.  Er  beweist  auch,  dass  die  Wurzeln 
durch  die  der  Hauptunterdeterminanten  getrennt  werden.  Der  im  Text  gegebene 
Beweis  ist  eine  Erweiterung  seines  Verfahrens  auf  die  Lagrange'sche  Deter- 
minante in  ihrer  allgemeinen  Form.  Eine  andre  Methode  wird  in  den  Beispielen 
§  71  angegeben. 

1)  Bei  dieser  Beweisführung  ist  der  Kürze  wegen  der  Fall  ausgelassen 
worden,  in  welchem  zwei  oder  mehr  aufeinander  folgende  Dejbenninanten  in  der 
Reihe  zf,  ^j ,  <^, ,  etc.  för  denselben  Werth  von  p*  verschwinden.  In  Wirklich- 
keit ist  dies  jedoch  von  keiner  Bedeutung,  da  man  die  Determinanten  mit 
andern  vertauschen  kann,  deren  Elemente  nur  wenig  von  denen  der  gegebenen 
verschieden  und  derart  sind,  dass  keine  zwei  aufeinanderfolgende  Determinanten 
der  Beihe  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben.  In  der  Grenze  werden  daher, 
wenn  diese  willkürlichen  Aenderungen  der  Elemente  unbegrenzt  abnehmen, 
die  Wurzeln  der  Reihe  von  Determinanten  immer  noch  reell  sein  und  die  Wurzeln 
einer  jeden  Determinante  werden  die  in  der  Reihe  zunächst  vor  ihr  gelegenen 
entweder  trennen  oder  mit  thnen  zusammenfallen. 

um  zu  beweisen,  dass  diese  Aenderungen  möglich  sind,  seien  //,  d^ ,  //,  drei 
aufeinander  folgende  Glieder  der  Reihe.  Nehmen  wir  an,  ^,  verschwände  nicht, 
während  die  beiden  Glieder  (und  vielleicht  noch  andre)  grade  vor  ihm  Null 
werden.  Nach  der  Gleichung  im  Text  ist  dann  J^,  ■=  0 .  Wir  wollen  zu  jedem 
der  Elemente,  deren  Unterdeterminante  J^,  ist,  die  kleine  Grösse  a  addiren.    Die 
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Benutzt  man  diese  Determinanten  wie  die  Stürmischen  Functionen^ 
so  sieht  man^  dass  ein  Zeichenwechsel  nur  an  einem  Ende  der  Reihe 
verloren  oder  gewonnen  werden  kann.  Er  kann  an  dem  Ende  /i  nur 
dann  verloren  werden,  wenn  jp*  durch  eine  Wurzel  der  Gleichung  ^i  =  0 
geht  und  wird  wieder  gewonnen,  wenn  j^  durch  die  nächste  der  Grösse 
nach  darauf  folgende  Wurzel  geht,  es  sei  denn,  dass  eine  Wurssel  der 
Gleichung  ^ij  =  0  zwischen  diesen  beiden  liegt. 

Wenn  wir  daher  beweisen  können,  dass  n  Zeichenwechsel  verloren 
gehen,  wenn  jp*  von  jp*  «=  —  oo  zu  p^  =  +  oo  übergeht,  so  muss 
die  Gleichung  2^  =  0  oflFenbar  n  reelle  Wurzeln  haben  und  diese  Wurzeln 
müssen  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^j  =  0  getrennt  sein. 

Der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  p^  in  der  Determinante 
J  ist  nun  die  Determinante  von  T  und  daher  positiv.  Der  Coefficient 
der  höchsten  Potenz  von  p^  in  J^  ist  die  Determinante  von  T,  nach- 
dem man  0'  =  0  gesetzt  hat,  imd  daher  ebenfalls  positiv.  Die  Goeffi- 
cienten  der  höchsten  Potenzen  von  p^  in  jeder  der  Determinanten  ^,  ^, , 
J^j  etc.  sind  also  positiv. 

Substituirt  man  nun  —  cx>  für  |>*,  so  werden  diese  Determinanteu 
abwechselnd  positiv  und  negativ,  setzt  man  dagegen  +  ^^  för  p\  so 
werden  sie  sämmtlich  positiv.  Daraus  folgt,  dass  n  Zeichenwechsel  bei 
dem  üebergang  des  p^  von  p*  =  —  oo  zu  p*  =  +  cx>  verloren  gehen. 

Fasst  man  zusammen,  so  ergibt  sich,  dass  aitte  Wurzeln  einer  jeden 
Determinante  der  Beihe  zf,  ^j,  ^j,  etc.  reeU  sind  und  die  Wwredn 
einer  jeden  zwischen  den  Wurzeln  der  in  der  Beihe  zunächst  vorher- 
gehenden Determinante  liegen  oder,  wie  man  sagt,  diese  Wurzeln  trennen. 

§  59.  Wir  wollen  unsem  Beweis  wieder  aufnehmen.  Man  sieht, 
dass  bei  der  Zunahme  des  jp*  von  p^=  —  oo  bis  |>*  =  -f-  oo  jedesmal 
ein  Zeichenwechsel  in  der  Beihe  ^,  ^j,  etc.  verloren  wird,  wenn  p^ 
durch  eine  Wurzel  der  Gleichung  ^  «=  0  geht  und  dass  er,  einmal  ver- 
loren, nie  wiedergewonnen  werden  kann.  Daraus  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  bei  dem  Üebergang  des  p*  von  jp^=  «  zu  ^*=  /S,  x  Zeichen- 
wechsd  verloren  gehen,  es  genau  x  Wurzeln  der  Gleichuf^  J  =  0  zwischen 
diesen  Grenzen  gibt 

§  60.  Man  beachte,  dass  bei  diesem  Beweisverfahren  bez.  der 
Functionen 

u-u,==i  Cu  e*-{-c^e<p  +  i  c„<p'  +■■■ 


Determinante  J^  bleibt  unverändert  und  gleich  Null.  Die  Determinante  J  dagegen 
erleidet  eine  kleine  Veränderung,  so  dass  die  eben  angeführte  Gleichung  in  ihrer 
neuen  Form  z/^,  «  —  a'^,"  wird.  J  ist  daher  nicht  mehr  gleich  Null.  Auf 
diese  Art  lässt  sich  jedesmal,  wenn  zwei  consecutive  Glieder  der  Determinanten- 
reihe verschwinden,  das  eine  von  ihnen  endlich  machen. 
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nur  die  Annalime  gemacht  worden  ist^  dass  die  aufeinanderfolgenden 
Determinanten  der  ersteren  sämmtlich  positiv  sind.  Man  kann  dies 
auch  80  ausdrücken,  dass  man  sagt,  T  sei  eine  definite  positive  Function, 
d.  h.  eine  Function,  welche  das  positive  Vorzeichen  fUr  alle  Werthe 
der  Variablen  behält  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  alle  Variablen 
Null  werden.  Dass  die  lebendige  Kraft  eine  solche  definite  positive 
Function  ist,  leuchtet  als  selbstverständlich  ein.  Die  nothwendigen  und 
ausreichenden  Bedingungen,  unter  welchen  eine  quadratische  Function 
eine  definite  positive  Function  ist,  hat  u.  A.  Williamson  in  seinem  Di/fe- 
rential  Calculus  angegeben.  Man  kann  sie  kurz  in  den  Satz  zusammen- 
fassen, dass  alle  aufeinanderfolgenden  Determinanten  positiv  sein 
müssen.  Einen  kurzen  Beweis  findet  man  in  einer  Note  am  Ende  des 
Buches. 

§  61.  Gleiche  Wurzeln.  Da  die  Wurzeln  einer  jeden  der  Haupt- 
unterdeterminanten Jj^,  Jg,,  etc.  die  Wurzeln  der  Lagrange'schen  Deter- 
minante trennen,  so  muss,  wenn  die  letztere  r  Wurzeln  hat,  von  denen 
jede  gleich  p^  ist,  jede  der  ersteren  r  —  1  Wurzeln  jede  gleich  jPj 
haben.  Aus  demselben  Grund  muss  jede  zweite  Hauptminor,  wie 
^ij,  r  —  2  Wurzeln  haben,  von  denen  jede  gleich  p^  ist 

Wir  wollen  zunächst  einen  beliebigen  anderen  Minor  der  Determinante 
betrachten.  Bei  geeigneter  Vertauschimg  von  Horizontal-  und  Vertical- 
reihen  lässt  er  sich  durch  I^  darstellen.  Da  ^^J^'rsI^^I^^ — J^^*  ist, 
so  muss  folglich  J^,  ebenfalls  r  —  1  Wurzeln  haben,  die  p^  gleich  sind. 

Im  Gkmzen  ergibt  sich,  dass,  wenn  die  Lagrange'sche  Determinante 
r  gleiche  Wuredn  hat,  jeder  erste  Minor  r  —  1  Wwr»eh%  hat,  welche  jeder 
derselben  gleich  sind.  Ebenso  hat  jeder  zweite  Minor  r  —  2  Wwrzeln, 
die  jeder  derselben  gleich  sind  u.  s,  f. 

§  62.  Dieses  Theorem  ermöglicht  uns  oft,  die  Anwesenheit  gleicher  Wurzeln 
in  der  Lagrange 'sehen  Determinante  zu  entdecken.  Wir  setzen  irgend  eine 
ünterdeterminante  gleich  Null  und  erhalten  so  eine  Gleichung  für  p',  die  manch- 
mal eine  sehr  einfache  Form  hat. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  das  System  habe  zwei  Coordinaten,  so  dass  (§  60) 

ist.  Bildet  man  die  Lagrange'sche  Determinante,  so  sieht  man,  dass  die  Minoren 
nur  dann  Null  sein  können,  wenn  C^xlÄ^t  »»  ^is/Ai  "=  ^n/-^i  ^^^  jedes  dieser 
Verhältnisse  gleich  —  p*  ist.  Diese  Bedingungen  müssen  daher  erfüllt  sein,  wenn 
zwei  gleiche  Wurzeln  esdstiren  sollen. 

§  63.  Die  Gleichung,  welche  in  der  Raumgeometrie  zur  Bestimmung  der 
Lftnge  der  Axen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  dient,  hat  die  Form  der  La- 
grange'schen  Gleichung.  Aus  dem  yorstehenden  Satz  folgt,  dass  die  gewöhn- 
lichen Bedingungen  fOr  eine  ümdrehungsfläche  sich  unmittelbar  ergeben,  wenn 
man  jede  der  Unterdeterminanten  gleich  Null  setzt. 
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§  64.  Die  geräaderte  Determioant«.  Wir  wollen  jetzt  die  Lag.range'sche 
Determinante  mit  beliebigen  Grössen  /*,  ^,  h^  etc.  rändern,  so  daes  die  Deter- 
minantengleichung 


J'  = 


■    •  •    •    ■ 

1  t 


A  9,  •••,    0 


=  0 


wird.  Als  Function  Yon  p^  betrachtet,  ist  sie  um  einen  Grad  niedriger  als  die 
fär  J.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  in  welchem  Zusammenhang  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  mit  denen  der  Lagrange'schen  stehen. 

Entfernt  man  die  Null  in  der  Endecke  Yon  d'  und  setzt  daför  ap'-j"  ^i  worin 
a  und  c  irgend  welche  beliebig  kleine  Grössen  sind,  so  erhält  man  eine  andre 
Gleichung,  ebenfalls  von  der  Lagrange'schen  Form,  aber  einen  Grad  höher  als  J. 
Der  Ausdruck  fOr  2T,  aus  welchem  diese  neue  Gleichung  herrührt,  ist  derselbe, 
wie  der  frühere,  wenn  man  das  Glied  ax*  hinzufügt,  worin  x  irgend  eine  neue 
Variable  bedeutet.  Ist  nun  a  positiv,  so  l&sst  sich  das  in  %  68  bewiesene  Theorem 
auf  diese  neue  Determinante  anwenden.  Sie  heisse  JD';  alle  Wurzeln  yon  2>'  sind 
dann  reell  und  durch  die  des  ersten  Minors  eines  jeden  Elementes  der  Haupt- 
diagonale getrennt.  Die  Determinante  J  ist  aber  der  Minor  des  letzten  Elementes 
dieser  Diagonale.  Mithin  sind  alle  Wurzeln  yon  D'  reell  und  durch  die  yon  J 
getrennt.  Ninunt  man  a  sowohl  als  c  unendlich  klein  an,  so  sind  zwei  Wurzeln 
der  Gleichung  JD'  <=  0  unendlich  und  die  übrigen  Wurzeln  kann  man  sich  be- 
liebig an  die  yon  J-  =^  0  annähern  lassen.  Daraus  folgt,  dass,  die  Chrössen  f,  g, 
etc.  mögen  sein,  welche  sie  woUen,  die  Wurzeln  der  Determinantengleichiing  //'  —  0 
reeil  sind  und  zwischen  denen  von  J==^0  liegen  oder  sie  trennen, 

§  66.  Die  ursprüngliche  Determinante  J  hat  n  Vertical-  und  ebensoyiele 
Horizontalreihen.  Die  Determinante  /f  ist  aus  J  durch  Ränderung  mit  n  will- 
kürlichen Grössen  unter  Bildung  einer  neuen  Vertical-  und  Horizontalreihe  mit 
einer  Null  in  der  Ecke  abgeleitet  worden.  Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  die  Deter- 
minante J'  mit  einem  neuen  System  yon  n  willkürlichen  Grössen  fj  g\  etc. 
rändern,  indem  man  die  leeren  Stellen  in  der  Nähe  der  Ecke  mit  Nullen  besetzt. 
Man  erhält  so  eine  neue  Determinante  mit  vier  Nullen  in  der  Ecke,  die  /f'  heissen 
soll.  Sie  ist  um  einen  Grad  niedriger  als  ^',  ihre  Wurzeln  sind  reell  und  trennen 
die  yon  /f, 

§  66.  Schliesslich  wollen  wir  die  Reihe  yon  n-|-l  Determinanten  i^, //',  ^',  etc. 
bilden,  die  mit  einer  Constanten  endigt.  Jede  Determinante  ist  aus  der  yorher- 
gehenden  durch  Ränderung  mit  n  willkürlichen  Grössen  mit  Nullen  in  der  Nähe  der 
Ecke  abgeleitet  worden;  die  Determinanten  sind  daher  sämmtlich  synmietrisch.  Ver- 
fährt man,  wie  in  §  64,  so  kann  man  dieses  Determinantensjstem  als  Grenzfälle 
andrer  Determinanten  ansehen,  die  ebenfalls  die  Lagrang  ersehe  Form  haben, 
aber  yon  successiye  höheren  Graden  als  J  sind.  Die  letzte  yon  ihnen  hat,  da  sie 
in  der  Grenze  eine  Constante  ist,  Wurzeln,  die  sämmtlich  unendlich  gross  sind. 
Setzt  man  yor  das  zweite  Determinantensjstem,  das  (wie  in  §  68  beschrieben) 
durch  Wegschneiden  yon  Horizontal-  und  Verticalreihen  gebildete  System,  so  er- 
hält man  eine  yollsiändige  Reihe  yon  Determinanten,  die  durch  die  Determinante 
J  in  zwei  Gruppen  getheilt  wird.  Sie  beginnen  mit  der  Einheit  und  endigen  mit 
einer  Determinante,  deren  sämmtliche  Wurzeln  (in  der  Grenze)  unendlich  gross 
sind.  Aus  dem  Theorem  in  §  68  folgt,  dass  beim  üebergang  yon  p'=a  zu  p'— /} 
kein  Zeichenwechsel  in  der  yoUständigen  Reihe  verloren  gehen  kann,  weil  keine 
Wurzel  der  letzten  Determinante  zwischen  den  endlichen  Grössen  a  und  ß  liegen 
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kann.  Wenn  aber  k  Wurzeln  der  Determinante  J  aswiflchen  diesen  Grenzen 
liegen,  so  müssen  in  dem  ersten  Determinantensystem  k  Zeichenwechsel  yerloren 
worden  sein.  Daher  werden  in  dem  zweiten  Detenninantensystem  ebensoTiele 
Zeichenwechsel  gewonnen,  als  in  dem  ersten  yerloren  wurden.  Fasst  man  zu- 
sammen, so  kommt  man  zu  dem  Schluss,  dass,  wenn  hei  dem  Uehergang  des  p'  von 
p^=B  a  gu  p^^ß^k  Zekhenwechsei  in  der  Beihe  J,  J\  Jif\  etc.  gewonnen  werden^ 
genau  k  Wurzeln  der  Oleiehung  ^  »  0  jndschen  diesen  Grensen  exisHren. 

§  67.    Beisp.  1.    Man  zeige,  ohne  a  »  0  zu  setzen,  dass  in  dem  Satz  des 
§  64  die  Wurzeln  yon  /f  die  yon  J  trennen,  d.  h.  zwischen  ihnen  liegen. 

Beisp.  8.    Man  zeige,  dass,  wenn  in  dem  Satz  des  §  66  beim  üebeigang  des 
p*  yon  p*  aa  a  zu  j)'  o-  ß  Zeichenwechsel  yerloren  gehen,  a  grösser  als  ß  ist. 

Beisp.  3.    Wenn  das  System  auf  Hauptcoordinaten  bezogen  wird,  zu  zeigen, 
dass  man  den  Determinantengleichungen  //'»  0,  d"  ^^  0  die  Form  geben  kann 

f"             I            g*             I  -0 

-T~i — „1   I   /t     -| =  ". 


AlP*+C,,    ^^,i>'  +  C, 


tt 


(fg'-f'g)*  ,  (ah'-g-h)* 


§  68.  Die  InyarianteB  des  Systems,  um  die  Werthe  yon  p*  zu  bestimmen, 
hat  man  oft  nOthig,  die  Determinante  zu  entwickeln.  Sind  nur  wenige  Coordi- 
naten  yorhanden,  so  hat  dies  keine  Schwierigkeit.  In  andern  F&Uen  dagegen 
kann  man  den  Taylor'schen  Satz  benutzen.  Ist  J  die  Determinante  yon  T  und 
bezeichnet  77  die  Operation 

so  wird  die  Lagrange 'sehe  Determinante,  wenn  sie  entwickelt  wird, 

Jp^n-^,  JI(J)j,«»-2-f  JI«(^1L_^ [-...  =  0. 

1  *  2 

Ist  /f  die  Determinante  yon  U  und  bezeichnet  77'  die  Operation  77,  wenn 
die  Buchstaben  A  und  Cyertauscht  werden,  so  kann  man  die  Gleichung  auch  in 
der  Form  schreiben 

j-  +  n'(j^p*+ir*(j')^  + 0. 

Wenn  nur  drei  Coordinaten  yorhanden  sind,  ist  die  Bezeichnung  zu  empfehlen, 
die  Dr.  Salmon  in  seinen  CknMfs  in  dem  Kapitel  über  Inyarianten  benutzt  hat. 

§  69.  Es  ist  manchmal  yortheilhaft,  die  Coordinaten  9,  (p,  etc.  mit  andern 
X,  y,  etc.  zu  yertauschen,  die  durch  lineare  Beziehungen  mit  ihnen  yerbunden 
sind.    Diese  Beziehungen  seien 

etc.  s=  etc. 

Wie  dies  auch  geschehen  mag,  o£Penbar  muss  die  Gleichung,  aus  welcher 
sich  die  Schwingungszeiten  ergeben,  dieselbe  bleiben.  Die  Verhältnisse  der  Coeffi- 
cienten  der  yerschiedenen  Potenzen  yon  p*  sind  daher  inyariabel.  Es  sei  ft  die 
Transformationsdeterminante,  d.  h.  die  Determinante,  deren  Horizontalreihen  die 
CoefiBcienten  yon  x,  y,  z,  etc.  in  den  obigen  Transformationsgleichungen  sind. 
Alsdann  yerwandelt  sich  nach  einem  bekannten  Satz  der  Lehre  yon  den  Deter- 
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minanten  ^  in  fi^J.  Alle  übrigen  Coef&cienten  ändern  sich  in  demselben  Ver- 
h&ltniss.  Die  Coefficienten  d,  Tl{ä)^  etc.  Kernen  daher  die  Invaricmten  des  Systems. 
Das  Vorzeichen  eines  jeden^  sotoie  das  Verhaltniss  zwischen  beliebigen  zwei  von  ihnen, 
werden  dwrch  eine  Transformation  der  Coordinaten  nicht  geändert 

§  70.  Beisp.  1.  Wenn  sich  ein  System  im  Gleichgewicht  befindet,  zu  zeigen, 
dass  das  Gleichgewicht  stabil  ist,  falls  — n{J)^  ^\^t  — ^'(4>  etc.  sämmÜich 
positiv  sind. 

Man  beachte  (1),  dass  J  noth wendiger  Weise  positiv  ist  und  dass  (2),  weil 
alle  Wurzeln  der  Lagrange^schen  Gleichung  reell  sind,  nach  dem  Descartes- 
sehen  Theorem  dies  die  Bedingungen  sind,  unter  welchen  sämmtliche  Wurzeln 
positiv  werden.  • 

Beisp.  2.  Dasselbe  dynamische  System  kann  um  dieselbe  Gleichgewichtslage 
unter  der  Einwirkung  zweier  verschiedener  Systeme  von  Er&ften  schwingen.  Sind 
p, ,  p, ,  etc. ;  0j ,  IT, ,  etc.  die  Schwingungsperioden ,  wenn  die  beiden  Systeme  ge- 
sondert wirken,  R^^  B^^  etc.,  wenn  sie  zusammen  wirken,  zu  beweisen,  dass 


ist. 


2;l  +  2;l-2;i- 


W 


Es  folgt  dies  daraus,  dass  n{J)  nur  die  ersten  Potenzen  von  C^j ,  etc.  enth&lt. 

Beisp.  8.  Zwei  verschiedene  Systeme  von  Körpern  schwingen  unter  der 
Wirkung  desselben  Kräftesystems  in  Perioden  q^,  p,,  etc.;  iFi,  ir,,  etc.  Wenn 
i2|,  i2,,  etc.  die  Perioden  sind,  wenn  beide  unter  der  Einwirkung  dieses  Kräfte- 
systems stehen,  zu  beweisen,  dass  J?p'  4~  ^^^  =  ^^^  ^s^- 

§  71.  Beisp.  1.  Es  seien  T  und  Ü  in  ihrer  einfachsten  Form,  d.  h.  auf  Haupt- 
coordinaten  bezogen,  durch  die  Gleichungen  gegeben 

Man  soll  diese  Coordinaten  in  allgemeine  mit  Hülfe  der  Formeln  des  §69 
umwandeln  und  daraus  die  allgemeine  Form  der  Lagrange'schen  Determinante 
entwickeln.  Der  Kürze  wegen  sei  -Bi  =  öiP*+  Cj,  5j  =  a,p*-|-  c^,  etc.  und  es 
gebe  k  solche  Ausdrücke.  Femer  seien  7(2^),  J(Z|),  etc.  die  Unterdeterminanten 
von  2j ,  2, ,  etc.  in  der  Transformationsdeterminante,  die  in  §  69,  fi  genannt  wurde. 
Man  zeige,  (1)  dass  die  Lagrange'sche  Determinante  gleich  i»}B^B^  .  .  .  B^  ist, 
(2)  dass  der  Minor  des  ersten  Elementes  der  ersten  Zeile  der  Lagrange'schen 
Determinante 

{I{l,))*B,B,  .  .  .  B,+{I(m,)]*B,B,  ...B^  +  --- 

ist  und  (8)  dass  die  Lagrange'sche  Determinante,  wenn  sie  mit  /*,  p,  A,  etc.  ge- 
rändert und  in  die  freigelassene  Ecke  eine  Null  gesetzt  vnrd,  dem  folgenden  Aus- 
druck gleichkommt 


f    g  h   •  •  • 
m^  m^  m^  *  •  • 

Wj  Wj  n^  •  •  • 


B^B^  • ' '  B^  — 


f  g  h  '" 
**i^*S  •  •  • 


jBj  jB,  •  •  •  B  t  — 


Beisp.  2.  Man  folgere  aus  den  analytischen  Besultaten  des  letzten  Para- 
graphen, dass,  wenn  T  und  ü  Ausdrücke  sind,  die  durch  eine  reelle  lineare  Trans- 
formation sich  aus  den  Formeln 

2r  =  aie'«-f  a,9'*H , 
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ableiten  lassen,  in  denen  die  a  und  c  beliebige  Vorzeichen  besitzen,  (1)  sämmt- 
liche  Wurzeln  der  Lagrange'schen  Determinante  reell  sind,  (2)  dass  sie  durch 
die  irgend  eines  Hauptminors  getrennt  werden  und  dass  sie  (S)  auch  durch  die 
der  geränderten  Determinante  getrennt  werden. 


Die  Energie  der  schwingenden  Systeme. 

§  72.  Ein  System  tvird  auf  seine  Hauptcaordinaten  bezogen;  man 
soU  seine  kineHsche  und  potentielle  Energie  finden. 

Die  Coordinaten  seien  |;  ^^  etc.^  die  lebendige  Kraft  T  und  die 
EraftefunctioD  U  daher  durch 

2(J7-Do)  =  -1),«6^-äV 

gegeben;  es  ist  dann  nach  den  Lagrange'schen  Oleichungen,  §  56^ 

5  =  -B sin (|>i^  +  «i) ,    1^  =  J?' sin (Pä^  +  «2),  etc- 
und  nach  Substitution  in  die  obigen  Ausdrücke  für  T  und  U 

2T^Pi*E^  eos^ip^t  +  ttj)  +P2^F'  cos^(p^t  +  «,)  +  etc., 
2(üo—  U)  =  p,^E*  sin^ip^t  +  Ol)  +p^*F^  sin«  {p^t  +  «,)  +  etc. 

Darin  ist  T  die  kinetische  Energie  des  Systems  und,  wenn  man  die 
Gleichgewichtslage  zur  Bezugslage  nimmt,  U^  —  U  die  potentielle 
Energie. 

Aus  diesen  Qleichungen  geht  hervor,  dass  die  gansse  Energie  eines 
um  seine  Gleichgewichtslage  schwingenden  Systems  die  Summe  der  Energien 
seiner  Hauptschwingungen  ist. 

§  73.  Mittlere  kinetische  nnd  potentielle  Energie.  Der  mittlere 
Werth  von  ^*cos*(|)^  +  a)  in  Bezug  auf  die  Zeit  von  ^  =  0  bis  t=t 

i 

ist  —  I  cos*  (jpf  +  a)  dt^  woraus  sich  durch  Integration  —  ^*    ergibt, 

0 
wenn  t  sehr  gross  ist.    Der  mittlere  Werth  von  ^*  sin*(p^  +  a)  ist 

selbstverständlich  derselbe.    Daraus  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  die 

mitäere  kineHsche  Energie  eines  Systems,  welches  um  eine  Gleichgewichts' 

läge  schwingt,  der  mittleren  potentidlen  Energie  gleich  ist,  wenn  das  Mittel 

aus  sehr  vielen  Perioden  genommen  wird  und  die  Gleichgewichtslage  die 

Bezugslage  ist.  So  ist  die  Energie  des  Systems  im  Glänzen  gleichmässig 

in  kinetische  und  potentielle  Energie  getheilt.    Manchmal  hat  die  eine, 

manchmal  die  andre  den  Vorsprung,  für  längere  Zeit  jedoch  sind  ihre 

Antheile  gleich. 

§  74.  Die  Energie  irgend  eines  Systems.  Die  Energie  eines  Systems 
zu  finden,  wdches  um  eine  GleichgeuridUslage  schwingt  und  auf  beliebige 
Coordinaten  bezogen  wird. 
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Die  allgemeinen  Goordinaten  seien  d,  g>f  etc.  und  daher  die  kine- 
tische Energie  T  und  die  potentielle   Uq  —  U  durch 

2T  =  A^^ff*  +  2Ai^ffg>  H , 

2{u—  Uo)  =  c^e^  +  2C^eip  h — 

gegeben.  Wir  haben  eben  bewiesen  ^  dass  die  ganze  Energie  die 
Summe  der  Energien  der  Hauptschwingungen  ist.  Wir  wollen  daher 
die  ganze  Energie  derjenigen  Hauptschwingung  suchen,  deren  Typus 
(§  55)  durch 

■5^  =  -^  =  etc.  =  Bm{pit  +  «i) 

dargestellt  wird,  worin 

^i  =  LiIii(Pi)7      -Ni  —  A-TwCPi'),   etc.  ist. 
Substituirt  man  in  den  Ausdruck  fOr  T,  so  wird 

2T-  [Ai^i^+2Ä^M^N^  +  . . .]  A*  cos«(pi^  +  «i). 

Wir  wollen  mit  T^  das  Resultat  bezeichnen,  das  man  erhalt, 
wenn  man  fOr  ff^  g>',  etc.  in  T  die  Coefficienten  Jtf^,  ^,  etc.  der 
yerticalen  Reihe  in  §  53  substituirt,  welche  die  Hauptschwingung  vom 
Typus  am(jpj^t -{- cci)  darstellt.  T^  bezeichnet  dann  das  durch  Sub- 
stitution von  M^,  N^j  etc.  erhaltene  Resultat  u.  s.  f.  Man  sieht  daher, 
dass  die  ganze  kinetische  Energie  des  Systems 

T^pj^  cos^d?!^  -^-  «i)  +  TjPj*  cos*(|)j<  +  ^)  +  e*^- 

ist.  Geben  femer  {7^,  U,,  etc.  die  Resultate  derselben  Substitutionen 
in  U —  Uq  an,  so  wird  die  potentielle  Energie  des  Systems 

=  —  Ui  sin*(|)i^ 4"  ^)  —  ^8  sin*(|^^  +  ^)  —  etc. 

Vergleicht  man  damit  die  Ausdrücke  fOr  die  kinetische  und  potentielle 
Energie  einer  Hauptschwingung  in  §  72,  so  ergibt  sich,  dass  die 
Goefficienten  der  trigonometrischen  GUeder  gleich  sind.    Daraus  folgt 

TiPi  +  C^i  =  0,      T,p,«  +  J7g  =  0,  etc.  =  0. 

Addirt  man  die  beiden  Ausdrücke  für  die  kinetische  und  potentielle 
Energie,  so  findet  man,  dass  die  ganze  Energie  dargestdU  wird  dwrch 

TtPr*  +  T,p*  +  •■•  . 

§  75.  Man  kann  die  Gleichung  T^Pi  +  ?7i  =«  0  auch  aus  den 
Gleichungen  in  §  50  zur  Ermittlung  von  M,  Nj  etc.  ableiten.  Multi- 
plicirt  man  sie  bez.  mit  Jlf,  N,  etc.,  lässt  die  beiden  letzten  weg  und 
addirt  die  Resultate,  so  wird  offenbar,  da  l  und  fi  hier  fehlen, 

{A^^M^  +  2^„  Jlf  JV"  H )  i>«  +  (Cn  Jf  *  +  2  C^^MN  H )  =  0, 

welches  das  in  voller  Lange  geschriebene  Resultat  ist,  das  zu  be- 
weisen war. 
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Wirkung  Yon  Aenderungen  im  System. 

§  76.  Die  Wirkang  der  Vermekraiig  der  Trägheit  Wemi  man  annimmt, 
das  System  schwinge  um  seine  Gleichgewichtslage  unter  der  Einwirkung  einer 
gegebenen  Gruppe  yon  Kräften,  die  Wirkung  der  Vermehrung  der  Trägheit  eines 
Theils  des  Systems  ohne  Aenderung  der  ErSite  zu  finden. 

Es  sei 

2{ü^u,)^  ci,e«+  2C,,0<p  +-1 ^^' 

worin  alle  Ä  und  C  durch  die  Bedingungen  des  Problems  gegeben  sind.  Wenn 
man  zu  2  T  die  Grösse 

f*(Ö'  +  69  +  etc.)* 

hinzufügt,  die  Aenderung  in  den  Schwingungsperioden  zu  finden. 
Wir  wollen  die  Coordinate  $  transformiren,  indem  wir  setzen 

$1  =  6  +  69  +  etc.; 
durch  Elimination  von  $  erh&lt  dann  T  und  ü  die  Gestalt: 

worin  Ä^^  etc.,  C/,  etc.  die  durch  die  Transformation  der  Coordinaten  geänderten 
Coefficienten  sind.    Die  Perioden  sind  jetzt  durch  die  Determinante 

(Ai  +  l^)P'  +  Cii ,       Äi,p'  +  C;, ,  etc. 

-^12  P*  +  ^12»  6^- 

gegeben.  Setzt  man  fi  sas  0,  so  gibt  diese  Gleichung  die  Perioden  vor  der  Zu- 
nahme der  Trägheit  an.  Wir  woUen  ihr  die  Form  fip*)  =  0  geben.  Ist  /  der 
Minor  des  ersten  Elementes  der  ersten  Zeile  der  Determinante^  so  wird  die  Gleichung, 
aus  der  sich  die  veränderten  Perioden  ergeben. 

Man  beachte,  dass  /  von  pk  unabhängig  ist  und  daher  pk  in  der  Gleichung  nur  in 
der  ersten  Potenz  auftritt.  Die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  jp'  in 
f{p*)  und  /  sind  die  erste  und  zweite  Determinante  von  T  und  daher  beide 
positiv,  §  60. 

Die  Wurzeln  von  f{p*)  =  0  mögen  Pj*,  p,*,  etc.  sein,  die  von  /=»  0  seien 
9i'i  9f\  ®^*  ^^<^  beide  Reihen  habe  man  so  geordnet,  dass  die  Glieder  der  Grösse 
nach  abnehmen.  Die  Wurzeln  yon  /  >«  0  trennen  nach  §  68  die  von  f{p*)  »  0. 
Die  Glieder  der  Beihe  p^^  ^',  p,',  q^\  etc.  sind  daher  in  absteigender  Folge 
geordnet.  Der  Fall»  in  welchem  einige  dieser  Grössen  gleich  werden,  kann  als 
Grenze  des  Falles  angesehen  werden,  in  welchem  sie  alle  verschieden  sind,  wobei 
der  Unterschied  beliebig  klein  ist.  Da  alle  Schwingungen  des  Systems  reell  sind, 
so  sind  die  Werthe  von  j\',  p,',  etc.  positiv. 

Um  zu  ermitteln,  wie  die  Wurzeln  der  Gleichung  u  sa  0  sich  durch  die 
Einffihrung  von  n  geändert  haben,  setzen  wir  p*  der  Beihe  nach  gleich  p^ ',  p,',  etc. 
Wie  man  sieht,  nimmt  u  das  Vorzeichen  von  /  an  und  ist  daher  abwechselnd 
positiv  und  negativ  und  beginnt  mit  einem  positiven  Werth.  Auf  diese  Art  ver- 
schwindet nun  u  für  Werthe  von  p\  von  denen  der  grösste  zwischen  pj'  und  p,', 
der  nächstgrösste  zwischen  p,*  und  p^*  u.  s.  f.  liegt.  Daher  sind  die  Wurzeln 
sämmüich  kleiner  geworden^). 


=  0 


1)  Lord  Ray leigh  bespricht  dieses  Theorem  in  seiner  Theory  of  Sound, 
Siehe  die  zweite  Ausgabe  1894,  Bd.  1,  S.  122. 
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Setzt  man  dagegen  p'  der  Reihe  nach  gleich  g^',  g,',  etc.,  so  nimmt  u  das 
Vorzeichen  der  f(p^  an,  das  unabhängig  von  yk  ist.  Diese  Vorzeichen  sind  daher 
dieselben,  wie  Tor  der  Einführung  von  ft.  Daraus  folgt,  dass  kein  Werth  von  fi 
die  Wurzel  Pi*  bo  klein  machen  kann,  dass  sie  kleiner  als  q^^  wird,  oder  die 
Wurzel  p,*  so  yerringem  kann,  dass  sie  kleiner  als  g,*  wird  u.  s.  f.  Die  Wurzeln 
bleiben  daher  wie  früher  durch  die  Wurzeln  von  /  =  0  getrennt 

I  ist  nun  der  Minor  des  ersten  Elementes  der  ersten  Zeile  in  der  Lagrange - 
sehen  Determinante,  das  heisst,  7=0  ist  die  Gleichung,  welche  die  Perioden 
angibt,  wenn  man  in  das  System  den  Zwang  6^  =  0  einfährt.  Daraus  schliessen 
wir,  das8  zwar  alle  Werthe  van  p^  durch  eine  Vermehrung  (i  der  Trägheit  eines 
Theüs  des  Systems  vermindert  werden,  doch  keine  noch  so  grosse  Vermehrung  sie  so 
reduciren  kcmn^  dass  irgend  eine  unter  den  entsprechenden  Werth  herabsinkt  ^  den 
man  durch  absolutes  FesÜegen  des  Theües  erhält^  dessen  Trägheit  vermehrt  wurde. 

Es  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  solche  Perioden  des  Systems,  die  ihm  Yor 
und  nach  der  Festlegung  des  betrachteten  Theües  gemeinschaftlich  sind,  durch  die 
Zufeigung  Yon  Tr9.gheit  nicht  geändert  werden. 

§  77.    ßeisp.  1.    Wenn  die  Eräftefunction  durch  eine  positive  Grösse 

j»(6  +  5g>  +  etc.)" 

YergrÖssert  wird,  zu  beweisen,  dass  alle  Wurzeln  der  Lagrange* sehen  Deter- 
minante zwar  verringert  werden,  aber  durch  die  Wurzeln  des  Minors  I  getrennt 
bleiben.  Die  Dauer  der  Perioden  solcher  Schwingungen,  die  reell  sind,  wird 
daher  yergrössert. 

Beisp.  2.  Man  nehme  an,  alle  Schwingungsperioden  eines  Systems  seien 
bekannt  und  sie  würden,  wie  gewöhnlich,  durch  die  Werthe  von  p  angegeben.  Diese 
seien  p^ ,  P| ,  etc.  Man  nehme  femer  an,  alle  Perioden  seien  bekannt,  wenn  irgend 
eine  specielle  Art  der  Bewegung  verhindert  wird,  und  die  entsprechenden  Werthe 
von  p  seien  ^i,  ^i,  etc.  Wenn  dieser  Zwang  zum  Theil  aufgehoben  wird,  d.  h., 
wenn  dem  System  zwar  die  vorher  verhinderte  Bewegung  in  der  speciellen  Art 
gestattet  wird,  aber  mit  mehr  Trfigheit  als  im  freien  Zustand,  zu  zeigen,  dass 
die  Perioden  durch  die  Gleichung 

(P'-JPi")  (p'-A")  etc.  +  lfjp«(|)«~  q^*)  (p^-q^^  etc.  =  0 

gegeben  sind,  worin  M  eine  der  Masse,  die  der  Vermehrung  der  Trägheit  wegen 
hinzugefügt  wurde,  proportionale  GrOsse  ist. 

Beisp.  3.  Das  System  möge  auf  beliebige  Goordinaten  0,  9,  etc.  bezogen 
und  die  Trägheit  durch  HinzufElgen  von  fi{a6^  -h^^'h  '  '  *)'  "^ergrössert  werden. 
Es  sei  d  die  Determinante  von  T  vor  dem  Zusatz  zu  der  Trägheit  und  zf  die- 
selbe Determinante,  jedoch  auf  die  gewöhnliche  symmetrische  Art  mit  a,  b,  etc. 
und  mit  einer  Null  in  der  Endecke  gerändert.  Man  beweise,  dass  die  Grösse  M 
in  Beisp.  (2)  durch  Jlf  ta  —  y^^'l^  gegeben  ist. 

§  78.  Wirkung  der  Einfttlming  eiBes  Zwanges.  Man  nehme  an,  ein  System 
schwinge  um  eine  Gleichgewichtslage  mit  einer  beliebigen  Anzahl  unabhängiger 
Goordinaten  0,  9,  etc.;  man  soll  die  Wirkung  auf  die  Perioden  find^  wenn  eine 
geometrische  Beziehung  eingeführt  wird. 

Diese  geometrische  Beziehung  sei  /*(0,  9,  ...)»=  0.  Da  sich  das  System  für 
Verrückungen,  die  durch  irgend  welche  Werthe  von  9,  9,  etc.  dargestellt  werden, 
im  Gleichgewicht  befindet,  so  sind  die  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von 
0,  9,  etc.  in  der  Entwicklung  von  ü  Null.  Man  kann  daher  dieser  Gleichung 
die  Form  geben  /*(6,  9,  •  •  )  =  aö  +  &9  -f  •    •  =  0    (§  61). 

Wir  benutzen  jetzt  die  Methode  der  unbestimmten  Multiplicatoren,  die  in 
§  48  erklärt  wurde.    Wir  stellen  die  Schwingungsgleichungen  auf,  als  ob  kein 


Ztuammensetztmg  der  Schwingungen  (§  76 — 80). 
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geometrischer  Zwang  yorhanden  wäre  und  addiren  dann  auf  der  rechten  Seite 
Idf/dB  und  ldf/dq>,  etc.  In  miBerm  Fall  sind  diese  Addenden  einfach  Xa  und 
Ib,  etc.  Die  neue  Determinante,  die  man  durch  Elimination  von  6,  9,  etc.  und 
der  additiven  unbekannten  Grösse  l  erhält,  ist  dieselbe,  wie  die  mit  a,  5,  etc. 
ger&nderte  Lag  ränge 'sehe  Determinante.    Man  hat  so 


etc.  etc.  b 

a  b  0 


=  0 


Diese  Gleichung  gibt  die  Perioden  an  nach  Einf&hrung  der  geometrischen 
Beziehung  zwischen  den  vorher  unabhängigen  Goordinaten  des  Systems. 

Die  Eigenschaften  dieser  Determinante  sind  in  §  64  besprochen  worden. 
Man  sieht,  dass  das  System  eine  Hauptschwingung  weniger,  als  zuvor,  hat  und  dass 
die  Perioden  dieser  Hauptschwingungen  zwischen  den  Perioden  seiner  früheren 
Schwingungen  Hegen  oder,  wie  man  sagt,  sie  trennen. 


§  79.  Beisp.  1.  Zwei  unabhängige  Systeme,  deren  Hauptcoordinaten,  (§  56), 
(9,  9)  bez.  (£,  f])  sind,  schwingen  in  verschiedenen  Perioden.  Wenn  sie  durch 
Einführung  einer  geometrischen  Beziehung  verbunden  werden,  die  durch 

a6  +  69  +  «J  +  (Ji?  =  0 

dargestellt  werden  mOge,  zu  zeigen,  dass  die  Perioden  des  verbundenen  Systems 
durch 


1  + 


-.+ 


a' 


1  + 


ß' 


jp'— Pi'     p'— i>»*     p*  — «1'     p^  —  ^t* 


=  0 


gegeben  sind,  worin  (p^ ,  jp,),  (äj  ,  «,)  die  Werthe  von  p  fOr  die  beiden  nicht  ver- 
bundenen Systeme  sind. 

Beisp.  2.  Zwei  unabhängige  Systeme,  die  auf  beliebige  Goordinaten  (0,  9), 
(£,  ri)  bezogen  sind,  werden  so  miteinander  verbunden,  dass  die  Goordinaten  9  und 
£  gleich  werden.  Wenn  die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  §  48,  haben 
und  Buchstaben  ohne  Accent  sich  auf  das  erste,  mit  Accent  sich  auf  das  zweite 
System  beziehen,  zu  zeigen,  dass  die  Perioden  durch  die  Gleichung  gegeben  sind: 


(AtP'  +  Cn) 


+  (^ilJ)*+Cii) 


AiP'+^n,  A.P'+^i, 


+ 


=  0. 


Znsammensetzimg  und  Zerlegimg  der  Schwingimgen. 

§  80.  Wird  die  Lage  eines  Systems  durch  yerschiedene  Goordi- 
naten X,  y  etc.  definirt,  so  sind  seine  Schwingungen  im  Allgemeinen 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

a?  =  J?*!  sin  (p^f  +  ^^i)  +  ^2  sin {p^t  +  v^  +  etc. 
und  ähnlichen  für  y^  0,  etc.  gegeben. 

Boath,  DyiuuDriilc.  U.  6 
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um  einen  klaren  Einblick  in  die  darch  diese  Reihen  angegebenen 
Bewegungsänderungen  zu  erhalten,  ist  es  manchmal  nöthig,  die  vei^ 
schied^en  Schwingungen  zu  combiniren  oder  einfache  gllmetrische 
Methoden  zur  Darstellung  dieser  Glieder  zu  suchen^  welche  es  uns  er- 
möglichen^ die  Natur  der  Bewegung  vor  Augen  zu  sehen. 

Um  eine  geometrische  Darstellung  zu  erhalten^  benutzen  wir  einen 
darstellenden  Punkt,  dessen  Gartesische  oder  Polar-Goordinaten  wir  in 
geeigneter  Art  von  x^  y,  z,  etc.  abhängen  lassen.  Die  Bewegung  des 
Punktes  führt  uns  dann  die  Bewegung  des  Systems  vor  Augen. 

§  81.  Commensurable  Perioden.  Man  nehme  z.  B.  an,  man  wünsche 
die  Bewegung  aufzuzeichnen,  die  durch  a?  =  JTsin  j>^  +  ^sin  2pt  dar- 
gestellt wird,  worin  die  Coefficienten  gleich  gross  sind.  Wählt  man 
Cartesische  Coordinaten,  so  kann  man  t  zur  Abscisse  und  x  zur  Ordi- 
nate des  Punktes  P  nehmen.  Es  hat  keine  Schwierigkeiten,  die  beiden 
Curven  Xy^  =  NÄxapt  und  x^  =  JTsin  2pt  au&uzeichnen.  Die  punktirten 


Linien  mögen  sie  angeben.  Die  gesuchte  Gurre  erhält  man  durch  Ad- 
dition der  einer  jeden  Abscisse  entsprechenden  Ordinaten.  Es  ist  die 
ausgezogene  Linie. 

In  der  Figur  ist  die  Abscissenaxe  nicht  gezogen  worden.  Sie  ver- 
bindet offenbar  die  Endpunkte  rechts  und  links. 

Man  überzeugt  sich  durch  den  Augenschein,  dass  die  Bewegung 
aus  einer  heftigen  Schwingung  nach  jeder  Seite  der  mittleren  Lage  be- 
steht, auf  welche  eine  leichte  Schwingung  folgt  und  so  abwechselnd 
weiter.  Die  Figur  ist  der  ähnlich,  welche  in  der  Astronomie  zur  Dar- 
stellung der  Aenderungen  in  der  Grösse  der  Zeitgleichung  während 
des  Jahres  dient. 


§  82.    Beigp.  1.    Man  zeige,  dass  die  Bewegung,  welche  durch 

X  '^^  N  vm  pt  '\-  N  svD.  ^pt 
dargestellt  wird,  aus  zwei  grossen  Schwingungen  nach  der  einen  Seite  der  mitt- 
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leren  Lage  besteht,  auf  welche  zwei  gleich  grosse  nach  der  andern  Seite  folgen 
und  so  beständig  weiter. 

Beisp.  2.  Man  stelle  die  Bewegung  dar,  die  durch  x==^Nam  2pt-\- NsmSpt 
gegeben  ist,  und  gebe  den  Unterschied  zwischen  den  zwei  Theilen  der  grossen 
Schwingung  an. 

§  88.  Gombinirt  man  eine  tmendlich  grosse  Zahl  cammensiirahler  Schtnngungen, 
so  kommt  man  mit  Hülfe  des  Fourier'schen  Theorems  zu  interessanten  Resul- 
taten.   Untersucht  man  z.  B.  die  durch  die  Reihe 

y  =^  N  sin  pt  —  — j^sin  2pt  +  -^N  sin  Spt  —  etc. 

Tb  o 

gegebene  Bewegung,  so  erkennt  man,  dass  der  darstellende  Punkt  eine 
schwingende  Bewegung  ausfährt,  deren  Periode  dieselbe,  wie  die  des  ersten 
Gliedes,  ist.  In  der  Integralrechnung  wird  gezeigt,  dass  diese  Reihe  die  Ent- 
wicklung von  Y^pt  zwischen  den  Grenzen  pt  =  —  n  und  pt=^  ^  nach  dem 
Fourier'schen  Theorem  ist.  Bei  der  durch  die  Reihe  angegebenen  Bewegung 
wächst  daher  y  gleichmässig  von  —  j-nN  his  ^nN  während  der  Zeit  2yt/p  und 

geht  dann  plötzlich  oder  schnell  in  —  -^otN  über,   um  darauf  seine  allmähliche 

Zunahme  während  der  nächsten  Schwingung  zu  wiederholen. 

Da  die  Reihe  conyergent  ist,  so  reicht  es  in  der  Regel  hin,  wenn  man  an- 
nimmt, die  Bewegung  sei  durch  eine  beschickte  Anzahl  yon  Gliedern  dargestellt. 
Der  Ausdruck  für  y  wird  auf  diese  Art  vollkommen  stetig  (auch  in  seinen  Diffe- 
rentialquotienten). 

§  84.    Beisp.    Man  untersuche  die  Bewegung,  welche  durch  die  Reihe 

y  =  Nsmpt  +  j.^r  sin  3pt  +  y  j^sin  6pt  +  etc. 

gegeben  ist  und  zeige,  dass  der  darstellende  Punkt  schnell  von  der  einen  Seite 
seiner  mittleren  Lage  auf  die  andere  überspringt  und  während  der  halben  Periode 
des  ersten  Gliedes  in  jeder  dieser  äussersten  Lagen  stationär  bleibt. 

§  85.  Zeriegimg  der  Scliwingniigen.  Wenn  die  Lage  eines  Systems 
durch  die  Sunune  einer  Anzahl  von  Schwingungen,  deren  Perioden 
commensurabel  sind,  gegeben  ist,  so  wiederholt  sich  die  Bewegung 
offenbar  in  constanten  Zwischenräumen,  welche  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  der  Perioden  der  yerschiedenen  Schwingungen  sind. 
Daher  gleicht  diese  zusammengesetzte  Schwingung  einer  Haupt- 
schwingung wenigstens  in  einer  wichtigen  Beziehung.  Siehe  §  53.  Eine 
solche  zusammengesetzte  Schwingung  lässt  sich  sogar  als  eine  neue 
Art  yon  einfacher  oder  Hauptschwingung  benutzen,  um  mit  ihrer  Hülfe 
complicirtere  Schwingungen  des  Systems  zu  zerlegen. 

§  86.  Wir  kommen  so  zu  dem  Schluss,  dass  die  einfache  trigono- 
metrische Schwingung  nicht  die  einzige  ist,  durch  welche  eine  com- 
plicirte  Bewegung  zerlegt  werden  kann.  Manchmal  ist  es  von  Yortheil, 
viele  dieser  Schwingungen  in  grössere  Einheiten  zusammenzu£EiSsen,  um 
einen  klaren  Begriff  von  der  Bewegung  zu  erhalten.  Es  kann  dies  sogar 
nothwendig  werden,  wenn  die  Anzahl  der  gleichzeitigen  Schwingungen 
unendlich  gross  ist. 
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§  87.  Zerie^ng  dnreli  Wellen.  Wenn  die  Oberflache  stillen 
Wassers  durch  das  Hineinwerfen  eines  Steines  gestört  wird  oder  wenn 
eine  Elaviersaite  oder  das  Fell  einer  Trommel  an  einem  Punkt  ge- 
troffen wirdy  so  beginnen  die  von  dem  Stoss  entfernten  Theile  des 
Systems  sich  nicht  sofort  zu  bewegen^  sondern  scheinen  zu  warten, 
bis  die  Wirkung  des  Stosses  sie  erreicht.  Mit  andern  Worten,  die 
Bewegung  scheint  von  dem  Storungscentrum  aus  sich  in  Form  von 
Wellen  fortzupflanzen.  Diese  Wellen  lassen  sich  ab  neue  einfache 
Schwingungen  betrachten.  Der  Yortheil  dieser  neuen  Elementar- 
bewegung leuchtet  ein;  denn,  wenn  verschiedenen  Theilen  des 
Mittels  yerschiedene  Störungen  gegeben  werden,  so  bringt  jede  eine 
WeUe  hervor  und  die  thatsächliche  Bewegung  an  irgend  einem  Punkt 
ist  die  Resultante  dieser  Wellen. 


§  88.    Zusammensetzung  der  Schwingungen  von  nahezu  gleichen 
Perioden.    Man  verfolge  die  Bewegung,  die  durch 

X  =  N^sm{pt  +  Vi)  +  ^2sin(g<  +  v^ 

dargestdU  wirdy  worin  sowohl  N^  als  N^  positiv  und  p  und  q  nahezu 
gleich  sind. 

Vorerst  betrachte  man  eine  Zeit,  zu  welcher  pt-^-Vj^  und  qt-^-v^ 
sich  durch  ein  grades  Vielfaches  von  sc  unterscheiden.    In  diesem  Mo- 
ment haben  die  beiden  trigonometrischen  Glieder  dasselbe  Vorzeichen 
und  werden,  da  p  und  q  nahezu  gleich   sind,   wahrend  verschiedener 
Schwingungen,  deren  ATizahl  von  der  Grösse  des  Unterschiedes  zwischen 
p  und  q  abhängt,  zusammen  wachsen  imd  abnehmen.    DerWerth  von 
X  variirt   daher   zwischen   den   Grenzen  +  (N^  +  N^).    Alsdann   be- 
trachte  man  eine  Zeit,  zu  welcher  pt -^  v^  und  qt -{- v^  sich  durch 
ein  imgrades  Vielfaches  von  ä   unterscheiden.     Die    beiden    trigono- 
metrischen  Glieder  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen   und   behalten 
sie  während  mehrerer  Schwingungen   bei.    Der  Werth  von  x  variirt 
daher  zwischen  den  Grenzen  +  (JV^  —  N^).    Wie  man  sieht,  unterliegt 
die  Bewegung  desjenigen  Theiles  des  dynamischen  Systems,  welcher  von 
der  Coordinate  x  abhängt,  einem  periodischen  Wechsel  seines  Charakters. 
Zu  der  einen  Zeit  schwingt  dieser  Theil  des  Systems  durch  einen  Bogen 
^1  -f-  jYj  und  nach  einem  Intervall  n/(p  +  q)  ist  der  Schwingungsbogen 
^1  —  N^.    Sind  Ni  und  N^  nahezu  gleich,   so   kann   der  letztere  so 
klein  werden,  dass  die  Bewegung  fttr  das  Auge  nicht  sichtbar  ist.   Auf 
diese  Art  entstehen  abwechselnde  Perioden  verhäUnissmässiger  ThäMglceit 
und  Buhe.    Diese  Abwechselung  nennt  man  zuweilen  Schwebungen.   Man 
beachte,  dass  für  nahezu  gleiche  p  und  q  das  Intervall  zwischen  den 
beiden  verschiedenen  Perioden,  d.  h.  n:/(p  —  q)  sehr  gross  wird.   Zu  dem- 
selben Resultat  kommt  man  auch,  wenn  man  die  beiden  Schwingungen 
nach  §  92  zu  einer  einzelnen  zusammensetzt. 


I 

I 


üebertragmig  von  Schwingungen  (§  87 — 91).  69 

§  89.  Uebertra^ng  von  Schwingnngeii.  Wenn  ein  System  zwei 
Freiheitsgrade  hat,  so  sind  zwei  Goordinaten  x  und  y  zur  Bestimmung 
seiner  Lage  im  Baum  nöthig.  Nimmt  man  nun  an,  die  Schwingung 
von  X  sei  durch  genau  den  nämlichen  Ausdruck,  wie  zuvor,  gegeben 
und  die  von  y  sei  dieselbe,  nur  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  von 
N^f  und  setzt  femer  voraus,  die  beiden  folgenden  Bedingungen  träfen 
ein:  (1),  dass  die  Perioden  2x/p  und  2%/q  der  Schtoingungen  nahezu 
gleich  y  und  (2),  dass  ihre  Grössen  N^  und  N^  entweder  gleich  oder 
nahezu  gleich  sind,  so  hat  jede  der  Goordinaten  x,  y  abwechselnde 
Perioden  vergleichsweiser  Buhe  und  Thatigkeit.  Die  Buheperiode  für 
die  eine  ^Ult  aber  zeitlich  mit  der  Thätigkeitsperiode  f^  die  andere 
Goordinate  zusammen.  Hängt  nun  die  sichtbare -Bewegung  des  einen 
Theiles  des  Systems  von  x  und  die  des  andern  von  ^  ab,  so  befinden 
sich  diese  Theile  in  abwechselnder  Buhe  und  Schwingung.  Es  scheint 
daher  eine  Übertragung  von  Energie  von  dem  einen  Theü  des  Systems 
auf  den  andern  und  wieder  zurück  staMzufinden. 

§  90.  Diese  Eigenthumlichkeit  der  Resultanten  zweier  Schwingungen  von 
nahezu  gleichen  Perioden  lässt  es  wichtig  erscheinen,  zu  bestimmen,  unter  welchen 
ümst&nden  zwei  Wurzeln  der  Lag  rang  ersehen  Determinante  nahezu  gleich  sind. 
Die  Sache  ist  in  §  62  praktisch  besprochen  worden.  Es  wurde  dort  gezeigt,  dass, 
wenn  zwei  Wurzeln  gleich  sind^  jede  erste  TJnterdeterminante  Null  sein  muss. 
Sind  zwei  Wurzeln  nahezu  gleich,  so  folgt  aus  dem  Princip  der  Continuität,  dass 
jede  Unterdeterminante  nahezu  Null  sein  muss.  Setzt  man  eine  TJnterdeterminante 
gleich  Null,  deren  Wurzeln  man  nach  der  in  §  62  angegebenen  Methode  findet,  so 
erhält  man  gewisse  Grössen,  die  nal^zu  den  gesuchten  Wurzeln,  wenn  solche 
ezistiren,  gleich  sein  müssen.  Um  darüber  Gewissheit  zu  erhalten,  substituire  man 
diese  Grössen  der  Reihe  nach  in  die  Lag  rang  ersehe  Determinante  und  die  andern 
Minoren.  Wenn  diese  sämmtlich  bei  einer  dieser  Substitutionen  nahezu  ver- 
schwinden, dann  gibt  es  in  der  Lagrange'schen  Gleichung  nahezu  gleiche  Wurzeln 
und  sie  sind  den  substituirten  Grössen  nahezu  gleich. 

§  91.  Zusammensetzimg  der  Schwingungen  von  sehr  ungleichen 
Perioden.    Man  verfolge  die  Bewegung,  welche  durch 

x^=  Ni  sin  (fit  +  Vi)  +  N^  sin  (qt  +  v^) 

dargestellt  wird,  worin  sowohl  N^  als  N^  positiv  und  p,  mit  q  verglichen, 
Mein  ist 

Wenn  hier  qt  +  v^  um  2ä  wächst,  ändert  sich  pt  +  Vj  nur 
um  2jtp/q]  das  zweite  trigonometrische  Glied  macht  daher  seine 
sämmtlichen  Aenderungen  durch,  während  das  erste  nur  sehr  wenig 
alterirt  wird.  Das  System  scheint  mithin  um  eine  mittlere  Lage  zu 
schwingen,  die  durch  den  augenblicklichen  Werth  des  ersten  trigono- 
metrischen Gliedes  bestinunt  wird.  Die  Schunngungen  scheinen  folglich 
einfach  harmonisch  mit  einer  Periode  2n/q  und  einer  Schwingungsaus- 
dehnung  gleich  N2  zu  sein.  Zu  gleicher  Zeit  bewegt  sich  die  scheinbare 
mittlere  La>ge  langsam  weiter  zuerst  na/ih  der  einen,  dann  nach  der  andern 
Seite  des  wirJdichen  Mittels  in  der  verhaUnissvnässig  langen  Periode  2n/p. 


] (8) 
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§  92.    Die  resnltirende  Sebwingnng.    Man  kann  eine  beliebige  Anzahl  von 
Schwingungen,  die  durch  die  Glieder  der  Reihe 

x  =  Ni  aia(j^t  +  Pi)  +  N^sin(p^t  +  v^) -^  eic (1) 

dargestellt  werden,  auf  die  folgende  Art  zusammensetzen. 

Es  sei  n  eine  Grösse,   die  wir  beliebig  w&hlen  kOnnen  und  Pi  =  n  -|-  ^v 
p^  =  n  -{-  q^,  etc.    Die  resultirende  Schwingung  werde  durch 

oj  =  22  sin(n«  + rt W 

dargestellt.    Es  ist  dann 

B  cos  Q  =  ZNcoB  (qt  +  » 

B  an  Q  ^=  £N  sin  (qt  -j-  v 

worin  B  und  q  sich  ohne  Schwierigkeit  ermitteln  lassen.  Diese  Art  der  Zu- 
sammensetzung von  Schwingungen  ist  von  grossem  Yortheil,  toenn  ihre  Perioden 
gleich  sind.  Alsdann  sind  alle  p  gleich  und  w&hlt  man  n  ^  p,  die  g  gleich  NulL 
Die  Reihe  (1)  wird  auf  diese  Art  durch  die  einfache  harmonische  Form  (2)  er- 
setzt, in  welcher  R  und  q  absolute  Constanten  sind. 

Sind  die  Perioden  nahezu  gleich,  so  kann  man  n  so  wählen,  dass  alle  q  klein 
werden.  Die  Werthe  der  Elemente  B  und  q  varüren  jetzt,  aber  nur  langsam. 
Die  resultirende  Schwingtmg  ist  daher  nahezu  harmonisch.  Die  Elemente  der  resul- 
tirenden  Schwingung,  die  man  für  irgend  einen  Moment  gefunden  hai,  hleCben  eine 
beträchtliche  Zeit  hindurch  nahezu  constant  u/nd  ihre  Kleinen  Äenderungen  folgen 
sämmtlich  bekannten  Gesetzen.  Diese  Gesetze  werden  durch  Gleichung  (3)  bestimmt. 
Man  erhält  so  einen  klareren  Einblick  in  die  Äenderungen  der  Werthe  von  x 
durch  Prüfung  des  einzelnen  Gliedes  (2),  als  durch  Untersuchung  der  Reihe  (1). 

§  98.  Geometrische  Constraetioii.  Man  kann  eine  Schwingung,  wie  z.  B. 
X  r=  N  sm  {pt -{- v) ,  durch  eine  einfache  , geometrische  Construction  darstellen, 
welche  manchmal  von  Nutzen  ist.  Von  irgend  einem  Anfangspunkt  0  aus  ziehe 
man  die  Gerade  OÄ,  deren  Länge  nach  einem  beliebigen  Massstab  N  darstellt 
und  nehme  v  als  die  Neigung  von  OÄ  gegen  eine  feste  Gerade  OL.  Man  kann 
OL  die  Bezugsaxe  nennen.  Mit  dem  Centrum  0  und  Radius  OÄ  beschreibe 
man  einen  Kreis.  Wenn  ein  Punkt  P,  von  A  ausgehend,  diesen  Kreis  mit  der 
gleichförmigen  Geschwindigkeit  p  durchläuft,  so  ist  offenbar  der  Abstand  des 
Punktes  P  von  der  Bezugsaxe  gleich  N  sin  (pt  -f-  v).  Mit  Hülfe  dieses  Kreises 
wird  so,  wenn  die  Gerade  OÄ  gegeben  ist,  die  ganze  Schwingung  bestimmt. 
Man  kann  daher  durch  eine  Gerade  OÄ  jede  harmonische  Schwingung  dar- 
stellen. 

Auf  diese  Art  lassen  sich  die  Schwingungen,  die  zusammengesetzt  werden 
sollen,  durch  eine  Reihe  grader  Linien  OÄ^,  OÄ^,  etc.  ersetzen.  Die  Kreise  mit 
den  Radien  OÄ^,  OÄ^,  etc.  muss  man  durch  Punkte  P^,  P,,  etc.  durchlaufen 
lassen  und  die  Summe  ihrer  Abstände  von  der  Bezug^saxe  ist  die  Grösse,  welche 
die  resultirende  Schwingung  darstellt.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  an- 
nehmen, die  sämmtlichen  Perioden  seien  gleich,  die  q  in  den  Gleichungen  (8) 
daher  sämmtlich  Null. 

OB  stelle  die  Resultante  von  OÄ^,  OÄ^,  etc.  dar,  wie  sie  durch  das 
Parallelog^ammgesetz  gefunden  wird,  d.  h.  so^  als  ob  OÄ^,  OÄ^,  etc.  KriUte 
wären,  die,  wie  in  der  Statik,  zusammenzusetzen  sind.  Aus  den  Gleichungen  (8) 
ergibt  sich  dann,  dass  OB  die  resultirende  Schwingung  darstellt. 

Die  Resultante  einher  Anzahl  von  Schwingungen  für  dieselbe  Coordinate  lässt 
sich  also,  wenn  die  Perioden  gleich  sind,  durch  eine  geometrische  Construction  finden. 
Man  stelle  jede  Schwingurig  durch  eine  Gerade  dar,  die  BesuUante  ergibt  sich  dann 
durch  die  Zusammensetzung  dieser  Geraden  nach  dem  ParaUelogrammgesetz» 
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§  94.  Beispiele  zur  Uebertragung  yon  Sehwingangeii.  Beisp.  1.  Ein  gleich- 
förmiger Stab  AB  wird  mittelst  eines  kurzen  Stabes  OC^  der  rechtwinklig  an 
seinem  Mittelpunkt  befestigt  ist,  an  einem  festen  Punkt  0  aufgehängt.  Gleiche 
Gewichte  werden  durch  Fäden  von  gleicher  Länge  an  Ä  und  B  gehängt,  so  dass 
das  ganze  System  eine  etwas  unempfindliche  Wage  bildet.  Wenn  nun  das  eine 
Gewicht  aus  seiner  yerticalen  Lage  etwas  zur  Seite  gezogen  wird  und  auf  diese 
Art  zu  schwingen  beginnt,  wenn  dabei  femer  das  System  vom  Zustand  der  Buhe 
ausgeht,  die  nun  folgende  Bewegung  zu  finden  ^). 

Es  sei  CA  »  CB  »  a  und  l  die  Länge   eines   jeden  Fadens  AP^   BQ. 
Femer  sei  G  der  Schwerpunkt  des  Balkens,  OG  ^  c^  Mk*  das  Trägheitsmoment 
des  Balkens  ffir  0  und  m  die   Masse 
einer  jeden  Schale,  die  als  Massenpunkte 
behandelt  werden.    Es  sei  OG  «=  h. 

ip^  1],  6  seien  die  Neigungen  von 
OC  und  ^Pbez.  BQ  gegen  die  Verti- 
cale;  mP  und  mQ  die  Spannungen  der 
Fäden.  Ox,  Oy  seien  die  horizontale 
und  Terticale  Axe  und  (o;,  y\  {Xi,  y^) 
die  Coordinaten  von  P  und  Q.  Die 
Bewegungsgleichungen  sind  dann 


X  ^  h(p  +  a  '\-  Iri 


h  —  aqp  + 


':] 


(1). 


(8), 


Xi  mm  b(p  —  a  -{-  IB 
Vi  =  &  +  ay  + 


afp" P  +  g 


l   ) 

1 


(2) 


W 


Mk^q>"=  —  Mcgtp  —  wP  (bqp  +  a)  +  mPrih  +  mQ{-'hq>  +  a)  +  mQeh, 


1)  D.  Bernoulli  beschreibt  in  den  Nova  Comment.  Petrop,  Bd.  19,  S.281  ein 
Exx>eriment,  das  er  in  Bezug  auf  die  Bewegung  von  Pendeln  angestellt  hatte. 
Als  er  zufällig  eine  Schale  einer  etwas  schwerfölligen  Wage  bei  Seite  schob,  be- 
merkte er,  dass  sie  sofort  hin-  und  herzuschwingen  begann,  während  die  andere 
Schale  nicht  gestOrt  wurde.  Kurz  nachher  aber  fing  die  zweite  Schale  an,  sich 
zu  bewegen  und  immer  grössere  Schwingungen  zu  machen,  während  die  erste 
allmählich  ihre  schwingende  Bewegung  einstellte.  Zuletzt  schienen  beide  ihre 
Bewegung  vertauscht  zu  haben,  indem  die  zuerst  gestörte  sich  fast  in  Ruhe  be- 
fand, während  die  andere  ihre  gröste  Schwingungsweite  erreichte.  Dasselbe 
wiederholte  sich  dann  in  umgekehrter  Ordnung,  bis  die  erste  Schale  ihre  ur- 
sprüngliche Bewegung  wieder  angenommen  hatte  und  die  zweite  sich  in  Euhe  befand. 

Euler  hat  zwei  Abhandlungen  in  demselben  Band  der  Petersburger  Me- 
moiren veröffentlicht,  um  theoretisch  die  Ursache  der  von  Bernoulli  beobachteten 
Bewegungen  zu  erklären.  In  der  ersten  nimmt  er  an,  der  Stützpunkt  der  Wage 
liege  in  der  Geraden,  welche  die  Befestigungspunkte  der  Fäden  verbindet  und 
kommt  zu  dem  Schluss,  dass  die  von  Bernoulli  beobachteten  Bewegungen  nicht 
stattfinden.  Es  gelingt  ihm  also  nicht,  die  Erklärung  zu  finden.  In  der  zweiten 
sieht  er  von  dieser  Einschränkung  ab  und  hat  besseren  Erfolg. 

In  dem  Cambridge  Mathematicäl  Journal,  Bd.  2,  S.  120  befindet  sich  ein  mit 
D.  G.  S.  gezeichneter  Aufsatz  über  die  Uebertragung  der  Bewegung  von  einem 
Pendel  auf  das  andere  mit  specieller  Beziehung  auf  das  Bernoulli'sche  Problem. 
Doch  sind  bei  allen  diesen  Untersuchungen  so  viele  Fehler  untergelaufen,  dass 
die  Besultate  zur  Erläuterung  des  Problems  kaum  brauchbar  sind.  So  sub- 
stituirt  z.  B.  Euler  für  die  Spannungen  der  Fäden  in  den  grossen  sowohl  wie 
den  kleinen  Gliedern  die  Gewichte  der  Schalen  und  dieselbe  Substitution  macht 
auch  der  Verfasser  des  Aufsatzes  in  dem  Cambridge  Journal. 
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worin  cUe  Accente,  wie  gewöhnlich,  die  Di£ferentialquotienten  nach  der  Zeit  be- 
deuten. 

Eliminirt  man  P  und  Q,  so  wird  die  letzte  Gleichung 

(Mk*  +  2 wa")  9"  +  (Mc  +  2mb)  ^9  —  wft^f  (ij  +  0)  .    .    .    .    (6). 
Der  Abkürzung  wegen  setzen  wir 

^—n,     ^— »,     Jfjfe«+2ma*    ""  ^  »      3fib*  + 2ma»  ~  ^' 
die  Gleichungen  (3)  und  (5)  erhalten  dann  die  Gestalt 


(^+l.')»-j(^+«)-o 


(«)■ 


Durch  Elimination  von  ri  und  0  erhält  man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  fp.  TJm  sie  au&ulOsen,  setze  man  9  »=  Ccos  fit;  man  findet  dann,  dass  fi 
der  quadratischen  Gleichung 

(/*•— w*)Oi*  — !>•)  —  2Ägf**==0 (7) 

genügen  muss.    Sind  f4*  und  fi,*  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  ergeben  sich 
die  Werthe  von  9,  ij,  6  leicht: 

qp  =  Cj  cos  f4 i  +  (7,  cos  n^t, 

^  ==  ^i      „  «  cos  ^t  +     '   ';*,  cos  f*,«  —  C?  cos  nt, 

T]  =  demselben  Glied  +  demselben  Glied  -f  C  cos  »t. 

Zur   Ermittelung   der   Werthe   der   Constanten  C,  C^,  C,    dienen   die   Anfangs- 
bedingungen 

qo  =  0,     0  =  0,     T]  =  fi;     9=0,     0*  =  0,     t]'=0. 
Man  erhält  so 

_  j_  (n'^fs')fi.'cos^e-^(n«--ft,')ft,'cos,^t  _  1  ,  ,^3  ^ ^ 
2  »«(Ml'  — M,*)  * 

1]  =  demselben  Glied  H"  T  *  ^^^  **** 

911 

Bei  zwei  gewöhnlichen  Schalen  wird  ^  und  daher  g  manchmal  und  h==^h/l 

im  Allgemeinen  klein  sein.    Wir  wollen  nicht  annehmen,  beide  seien  klein,  sondern 
nur  ihr  Product  hq  sei  es.    Aus  (7)  ergibt  sich  dann 

Substituirt  man  und  behält  nur  die  Hauptglieder  bei,  so  werden  die  Werthe  yon 
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(»), 


2qs 
^V^  —  ^t  J,    t  (CO»  ^<  —  COB  f4* 

20  3B  a  cos  fij^  —  €  C08  n^ 

Sfj  SB  a  cos  fi^t  4"  ^  coB  nt 

wenn  man  vorausBeizt,  ti'  und  p*  kfimen  einander  nicht  so  nahezu  gleich,  dass  ihr 
Unterschied  von  derselben  Ordnung,  wie  hq,  ist. 

Vergleicht  man  die  Ausdrucke  fSr  0  und  i],  so  ergibt  sich  aus  den  §§  88 
und  89,  dass  die  üebertragung  der  Schwingungen  von  der  einen  Schale  auf  die 
andere  in  der  von  Bernoulli  beschriebenen  Art  stattfindet. 

Man  beachte  auch,  dass  der  Balken  unbeweglich  bleibt,  wenn  q  d.  h.  m/M  klein 
ist,  welchen  Werth  h  d.  h.  h/l  auch  haben  mag.  Dagegen  schwingt  der  Balken, 
wenn  zwar  h  klein  ist,  m/M  aber  nicht. 

Zu  der  Besprechung  der  Gleichung  (7)  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  sie 
die  Bedingung  fOr  die  Stabilität  einer  gewöhnlichen  Wage  angibt,  d.  h.  dafOr, 
dass  die  Wage,  wenn  sie  gestört  wird,  schnell  in  ihre  horizontale  Lage  zurück- 
kehrt. Der  Balken  schwingt  um  seine  Gleichgewichtslage  und  je  schneller  die 
Schwingungen  sind,  um  so  leichter  kann  das  Auge  bestimmen,  ob  die  mittlere 
Lage  des  Balkens  horizontal  ist  oder  nicht.  Die  Wage  sollte  daher  so  construirt 
werden,  dass  die  beiden  Schwingungszeiten  so  kurz  wie  möglich  sind.  Diese 
Zeiten  sind  offenbar  29r/f4  und  2«/fi^;  daher  müssen  ^  und  ft,  möglichst  gross 
sein.  Dazu  ist  erforderlich,  dass  sowohl  n*  als  p*  gross  ist,  d.  h.  (1),  die 
Schwingungszeit  eines  jeden  der  beiden  Massenpunkte,  wenn  sie  mittelst  ihres 
Fadens  an  einem  festen  Punkt  au%eh&ngt  werden,  sollte  kurz  sein;  (2)  sollte 
auch  für  den  starren  Körper,  der  entsteht,  wenn  man  die  Massenpunkte  an  den 
Enden  des  Stabes  anbringt  und  die  Fäden  fortnimmt,  die  Schwingungszeit  um  den 
Stützpunkt  0  kurz  sein. 

Beisp.  2.  Wenn  man  annimmt,  auf  die  eine  Schale  der  in  dem  letzten 
Beispiel  beschriebenen  Wage  wirke  eine  kleine  periodische  Kraft  fl  cos  Xt  ia  einer 
zu  dem  Balken  AB  parallelen  Richtung,  zu  beweisen,  (1),  dass,  wenn  l  nahezu  n 
gleichkommt,  eine  grosse  Schwingung  der  Schalen  heryoigerufen  wird,  während 
der  Balken  nur  wenig  gestört  wird;  (2)  dass,  wenn  l  nahezu  gleich  fi^  oder  fi^ 
ist,  grosse  Schwingungen  in  allen  Theilen  des  Systems  stattfinden. 

Beisp.  3.  Ein  Stab  AB  von  der  Länge  2a  kann  sich  frei  um  eine  yerticale 
Axe  drehen,  die  durch  seinen  AB  halbirenden  Schwerpunkt  C  geht.  Bei  A  und 
B  werden  zwei  gleiche  Massenpunkte,  jeder  von  der  Masse  m,  an  ungleichen 
Fäden  von  der  Länge  I  und  V  aufgehängt.  Einer  dieser  Fäden  wird  nun  leicht 
um  den  Winkel  e  in  einer  Ebene  yerschoben,  die  auf  der  durch  den  Stab  gelegten 
Yerticalebene  senkrecht  steht.    Man  finde  die  Bewegung. 

Sind  g,  B-\-x,  z-^y  die  bezüglichen  horizontalen  Verschiebungen  des  Endes 
A  und  der  beiden  Massenpunkte  zur  Zeit  t  und  ist  g/lsssn*^  g/Vm^n'\  ma^Mk* = p\ 
zu  beweisen,  dass 

X  =  ^,_^,  cos  Xt+^^f—^i  cos  X  t, 

x*c       _  ,    r^c 

y  =  ^.,_^,  cos  Xt+^>,_^.,  cos  X  t, 

z^CcosXt  +  C cos  X't  +  C" 
ist,  worin  X\  X''  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  sind: 

(X«_n*)(X«  — w'«)  — (i»  — »«)i)»w'«  — (X«--n'*)jp«n«  =  0. 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  eine  vollständige  Üebertragung  der  Schwingung 
Yon  dem  einen  Faden  auf  den  andern  stattfindet,  sind:  (1)  X  und  V  müssen  nahezu 
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gleich  sein;  (2)  die  Coefficient^i  von  cos  Xt  und  cos  X't  in  den  Ausdrücken  für  x 
und  y  müssen  es  ebenfalls  sein,  §  88  und  80.  Man  zeige,  dass  diese  Bedingungen 
erfordern,  dass  n  und  n'  nahezu  gleich  und  p  klein  ist. 

Sind  die  Fäden  von  gleicher  Länge,  zu  beweisen,  dass 

2x=^e  (cos  nt  +  cos  X'  Q,    2y  =  e  (cos  nt  —  cos  Z'  t), 

2  jBi  (1  +  2p«)  =  —  2i>*  (cos  l'i—1), 

worin  Z'*«»  n'  (1  -|-  2p*)  ist.  Daraus  leite  man  ab,  dass  die  Bedingungen  ffir 
Yollstöndige  Uebertragung  erfüllt  sind,  wenn  p  klein  ist. 

Beisp.  4.  Zwei  gleiche  Stäbe  AB,  AB'  sind  mit  ihren  Mittelpunkten  bei 
(7,  C  befestigt,  können  sich  frei  in  derselben  Ebene  um  diese  Punkte  drehen, 
haben  keine  Masse  und  ihre  Länge  ist  klein  im  Vergleich  mit  CC.  Vier  Punkte 
Yon  gleicher  Masse  werden  nach  J.,  B^  A\  "B  gebracht  und  A  und  J^,  A  und  B 
ziehen  sich  gegenseitig  an,  A  und  Ä  dagegen  und  B  und  B^  stossen  sich  gegen- 
seitig ab,  wobei  diese  Kräfte  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional 
sind.  Man  beweise,  dass  sich  die  Stäbe  in  stabilem  Gleichgewicht  befinden,  wenn 
sie  in  derselben  Geraden  liegen  und  zwei  sich  anziehende  Massenpunkte  zwischen 
C  und  C*  liegen,  und  dass  das  System,  wenn  die  Stäbe  leicht  gestört  werden,  eine 

doppelte  Schwingung  macht,  deren  Perioden  2«(4cyft)*  bez.  2«  (4c'/3;t)'  sind,  worin 
fi  die  absolute  Kraft  eines  Massenpunktes  und  CC'  =^  2c  ist.         [Coli.  Exam.] 

Eine  vollständige  Uebertragung  der  Bewegung  von  einem  Stab  auf  den  andern 
findet  nicht  statt,  weil  die  Perioden  nicht  nahezu  gleich  sind,  §89. 

Beisp.  5.  Man  bestimme  die  kleinen  in  dem  magnetischen  Meridian  stattfiindenden 
Bewegungen  zweier  permanenter  Magnetstäbe  von  gleicher  Masse,  von  denen  jeder 
an  seinen  Enden  mittelst  paralleler  Fäden,  welche  alle  vier  dieselbe  Länge  haben, 
an  Punkten  einer  horizontalen  Linie  au%ehängt  ist.  Die  gegenseitige  Wirkung 
der  Magnete  ist  gering  im  Vergleich  zu  den  andern  Kräften.  Die  Magnete  be- 
finden sich  in  Ruhe;  wenn  nun  einer  in  Bewegung  gesetzt  wird,  zu  zeigen,  dass 
seine  ganze  Energie  mit  der  Zeit  dem  andern  mitgetheilt  wird.    [Math.  Tripos,  1876.] 

Beisp.  6.  Zwei  Massen,  von  denen  jede  gleich  m  ist,  werden  mittelst  Fäden 
von  gleicher  Länge  an  zwei  festen  Punkten  J.,  B,  die  in  derselben  horizontalen 
Linie  liegen,  aufgehängt.  Die  Fäden  werden  in  der  Nähe  der  Punkte  J.,  B  durch 
einen  horizontalen  steifen  Draht  verbunden,  dessen  Masse  vernachlässigt  werden 
kann  und  dessen  Länge  dem  Abstand  AB  gleich  ist.  Zieht  man  nun  eine  der 
beiden  Massen  in  der  die  beiden  Pendel  enthaltenden  verticalen  Ebene  zur  Seite 
und  lässt  sie  schwingen,  so  ergibt  sich  eine  abwechselnde  Uebertragung  der 
Schwingung  von  dem  einen  Pendel  auf  das  andere.  [Bowland,  on  sympaihetic 
Vibration.  Franklin  Institute.  1876].  Ein  anderer  Versuch,  den  W.  Holtz  angestellt 
hat,  wird  in  den  Beiblättern  der  Physik  N.  7,  1888  beschrieben.  Vergl.  auch 
Phü.  Mag.,  1888. 


Kapitel  III. 

Scbwingungen  um  einen  Bewegnngszustand. 

Der  Energieausdrack  als  Eriteriimi  der  Stabilität. 

§  95.  In  Bd.  1  wurde  bewiesen^  dass^  wenn  ein  erstes  Integral 
der  Bewegungsgleichungen  eines  aus  einer  Gleichgewichtslage  gestörten 
Systems,  wie  z.  B.  die  Gleichung  der  Energie  bekannt  ist^  man  manch- 
mal aus  diesem  einen  Integral  bestimmen  kann^  ob  die  Gleichgewichts- 
lage stabil  ist  oder  nicht.  Wenn  z.  B.  die  potentielle  Energie  in  der 
Gleichgewichtslage  ein  Minimum  ist^  so  folgt  aus  der  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  unmittelbar,  dass  die  Gleichgewichtslage  stabil  sein 
muss.  Ist  dagegen  die  potentielle  Energie  kein  Minimum,  so  reicht 
die  Gleichung  der  lebendigen  Erafk  allein  zur  Bestimmung,  ob  das 
Gleichgewicht  stabil  oder  unstabil  ist,  nicht  aus.  Nur  wenn  man  die 
übrigen  Bewegungsgleichungen  in  Rechnung  zieht,  lasst  sich  beweisen, 
dass  die  Gleichgewichtslage  unstabil  ist. 

Man  kann  die  Energie  ab  Kriterium  fQr  die  Stabilität  eines  gegebenen 
Bewegungszustandes  ebenso  wie  für  die  einer  Gleichgewichtslage  benutzen, 
aber  mit  einer  ähnlichen  Einschrankimg.  Wenn  eine  gewisse  Function, 
die  aus  solchen  ersten  Integralen,  welche  wir  gerade  zufällig  kennen, 
abgeleitet  wird,  ein  absolutes  Minimum  oder  Maximum  ist,  so  können 
wir  unter  Umständen  beweisen,  dass  das  System  sich  nicht  weit  von 
dem  gegebenen  Bewegungszustand  entfernen  kann.  Wenn  die  Function 
aber  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist,  so  lässt  sich  nur 
schliessen,  dass  in  diesen  Gleichungen  offenbar  nichts  vorhanden  ist, 
was  Abweichungen  des  Systems  yerhindem  könnte.  Zur  Entscheidimg 
der  Frage  müssen  alsdann  die  Gleichungen,  die  wir  schon  haben,  ge- 
nauer untersucht  oder  die  übrigen  Bewegungsgleichungen  au%efunden 
werden.  Dies  letztere  versparen  wir  uns  für  später,  wenn  wir  die 
Schwingungen  um  einen  Bewegimgszustand  besprechen.  Inzwischen 
woUen  wir  die  Energie  als  Kriterium  betrachten  und  zu  bestimmen 
suchen,  in  welcher  Ausdehnung  die  Frage  der  Stabilität  sich  durch 
sie  entscheiden  lässt. 

§  96.  Die  Stabilität  eines  Bewegnngszustandes.  Ein  dynamisches 
System  befinde  sich  unter  dem  Einfluss  eines  conservativen  Kräftesystems 
in  Bewegung  und  E  sei  seine  Energie.   E  ist  dann  eine  bannte  Function 


76  Kapitel  m.    Schwingungen  um  einen  Bewegungszustand. 

der  Coordinatm  ö,  g?,  etc.  und  ihrer  ersten  IHfferenUalg^tienten  B\  9 ,  efc. 
Sie  ist  für  die  gegebene  Bewegung  constant  tmd  gleich  h.  Es  mögen  ent- 
weder einige  oder  aüe  iämgen  ersten  Integrale  der  Bewegtmgsgleichfmgen 
bekannt  sein  und  sie  seien 

J\  (e,  ffj  etc.)  =  Cj,    F^  (Ö,  Ö',  etc.)  =  Cg,  etc.  =  etc. 

Wir  wollen  hier  0  und  ff,  q>  und  9 ,  etc,  als  unabhängige  Variable  an- 
sehen, so  weit  wenigstens,  (ds  sie  nicht  durch  die  eben  aufgestellten 
Gleichungen  verbunden  sind.  Ist  alsdann  E  für  die  Werthe  von  0,  0\  etc , 
wdche  der  gegebenen  Bewegung,  die  E  constant  macht,  entsprechen,  ein 
wirkliches  Maximum  oder  Minimum  in  Bemg  a/uf  alle  Variabein,  so 
ist  die  Bewegung  für  alle  Störungen,  welche  die  Constanten  C^,  C^,  etc,, 
nicht  älteriren,  stabü. 

Wir  wollen  mit  Hülfe  der  ersten  Integrale  so  viele  Buchstaben, 
wie  möglich  ist,  durch  die  übrigen  ausdrücken  und  in  den  Werth  von 
E  substituiren.     Sind  ^,  ^',  etc.  diese  übrigen  Buchstaben,  so  wird 

E=^f(^,  ^',  etc.,  Gl,  Q,  etc.)  =  A. 

Wird  nun  das  System  in  Bewegung  gesetzt  imd  zwar  so,  dass  die 
neue  Bewegung  von  der  gegebenen  um  ein  Geringes  verschieden  ist, 
so  ändert  sich  die  Gonstante  h  in  h  -^  dh  um.  Zuerst  sei  E  während 
der  gegebenen  Bewegung  ein  Minimum,  dann  wird  E  durch  jede  be- 
liebige Aenderung  der  Buchstaben  ^,  tf/,  etc.  vergrossert  und  die  ge- 
störte Bewegung  kann  folglich  nicht  soweit  von  der  gegebenen  ab- 
weichen, dass  die  Aenderung  in  E  grösser  als  dA  wird.  Dasselbe  Resultat 
erhält  man,  wenn  E  ein  absolutes  Maximum  ist. 

Genau  derselbe  Beweis  lässt  sich  för  jedes  erste  Integral  der  Be- 
wegungsgleichungen ebenso,  wie  för  das  Energie-Integral,  führen.  Wird 
irgend  eine  der  Functionen  F^,  F^,  etc.,  welche  alle  Buchstaben  ent- 
halt, ein  absolutes  Maximum  oder  Minimum,  so  ist  die  Bewegung  für 
alle  Verrückungen,  welche  die  Constanten  der  übrigen  benutzten  Inte- 
grale unberührt  lassen,  stabil 

§  97.  Wenn  das  System  aus  einer  Gleichgewichtslage  gestört 
wird,  die,  wie  in  Bd.  1,  durch  das  Verschwinden  der  Coordinaten  0,  %  etc. 
definirt  ist,  so  wird 

i5?  =  1^110'^+  ^13  ö>'+  etc.  —  U, 

worin  -4.^,  J-^g,  etc  constant  sind  und  ZJvon  ö',  g?',  etc.  nicht  abhängt. 
Darin  sind  die  Glieder,  welche  die  kinetische  Energie  bilden,  weil  sie 
nothwendiger  Weise  positiv  sind  und  mit  0',  q>\  etc.  verschwinden, 
offenbar  für  alle  Variationen  von  0\  tp,  etc.  ein  Minimum.  Hier  wird 
also,  ohne  dass  man  nöthig  hat,  andere  Integralgleichungen,  durch 
welche  der  Charakter  der  Stönmg  eingeschmnkt  wird,  hinzuzunehmen, 
E  ein  absolutes  Minimum  und  ist  das  Gleichgewicht  mithin  stabil, 
wenn  —  U  ein  Minimum  für  alle  Variationen  von  ö,  9?,  etc.  ist. 
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Im  Folgenden  wird  sich  ein  ähnliches  Resultat  ergeben^  wenn  das 
System  aus  einem  Zustand  stationärer  Bewegung  gestört  wird.  Es  wird 
gezeigt  werden,  dass,  wenn  eine  durch  F —  U  dargestellte  Function 
unter  gewissen  Bedingungenein  Minimum  wird,  dieser  Zustand  stationärer 
Bewegung  unter  denselben  Bedingungen  stabil  ist.  Die  Function  F 
wird  selbstverständlich  zu  Null,  wenn  der  Zustand  der  Bewegung  sich 
auf  den  der  Ruhe  reducirt. 

§  98.  Die  GleichiiDgeii  der  stationSren  Bewegung.  Es  kommt  oft  vor,  dass 
die  Bewegimg,  iim  deren  Stabilität  es  sich  handelt,  ein  Znstand  stationärer  Be- 
wegung ist.  Dieser  Fall  tritt  immer  dann  ein,  wenn  einige  Goordinaten  in  der 
Lagrang  ersehen  Function  fehlen  und  nur  ihre  DifPerentialquotienten  auftreten. 
Wir  wollen  die  fehlenden  Goordinaten  x,  y^  etc.  und  die  übrigen  £,  %  etc.  nennen. 
Die  Lagrange'sche  Fimction  L  ist  dann  eine  Function  yon  £,  f',  ?],  tj',  etc., 
x\  ify  etc.,  aber  nicht  yon  a;,  y^  etc.  Die  Lagrange'schen  Gleichungen  erhalten 
daher  die  Gestalt 

ddL      dL    ^        dL  dL 

worin  ii,  t?,  etc.  durch  die  Integration  eingeführte  Gonstanten  sind.  Diese  Glei- 
chimgen  enthalten  {,  f,  g",  ?],  ij',  r(\  etc.,  «,  rc",  y\  y\  etc.  und  enthalten  t 
nicht  explicite.  Man  kann  ihnen  daher  genügen,  wenn  man  rt;'  =  a,  i/  ==  &,  etc., 
£  =:  ff ,  ri  =  ß,  etc.  setzt,  worin  a,  &,  etc.,  a,  ß,  etc.  Gonstanten  bedeuten,  die  durch 
Substitution  in  die  Gleichungen  zu  bestimmen  sind.  Bezeichnet  6  irgend  eine 
der  Goordinaten,  so  ist  sowohl  dT/dß  als  dT/d^^  nachdem  die  Substitution  ge- 
macht ist,  offenbar  constant.  Lässt  man  die  Gleichungen,  welche  t*,  v^  etc.  ent- 
halten, weg,  da  sie  zur  Ermittlung  yon  a,  &,  etc.,  a,  ^,  etc.  nicht  beitragen,  so 
erhält  man  die  Gleichungen 

^  =  0,    ||  =  o,etc.  =  0 (1), 

worin  L  =^  T  -\'  XJ  ist.  Wir  haben  so  ebensoyiel  Gleichungen,  als  Goordinaten 
£,  %  etc.  direct  (d.  h.  nicht  blos  als  Geschwindigkeiten)  in  den  Ausdrücken  für 
T  und  ü  yorhanden  sind.  Die  Grössen  a-i  &,  etc.  bleiben  daher ,  wenn  nicht  die 
Anfangsbedingungen  zu  Hülfe  genommen  werden,  imbestimmt,  wSJirend  «,  ^,  etc. 
sich  mittelst  dieser  Gleichungen  durch  a,  &,  etc.  ausdrücken  lassen. 

Man  prägt  sich  diese  Gleichimgen  am  besten  durch  die  folgende  Begel  ein. 

In  der  Lagrange'schen  Fu/nctum^  welche  die  Differenz  zwischen  der  kinetischen 
wfid  potentiellen  Energie  ist,  setze  man  für  aUe  Differentidlquotienten  ihre  angenom- 
menen Constanten  Werthe  hei  der  stationären  Bewegtmg,  nämlich  x'  =  a,  y'=^h^  etc., 
I'  =  0,  t[  =^  0,  etc.  Die  Lagrang^sehe  Function  ist  dann  nur  eine  Fnnction  der 
Goordinaten  £,  ij,  etc.  Differenzirt  man  das  Besultat  partieU  nach  jeder  dieser  Goor- 
dinaten und  setzt  die  Ergebnisse  gleich  NttH,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der 
stationären  Bewegu/ng. 

§  99.  StabUitat  der  stationären  Bewegung.  Zur  Bestimmung,  ob  diese  Be- 
wegung stabil  ist,  benutze  man  die  Methode  in  §  96.  Der  Energiegleichung  kann 
man  die  Form  geben 

Da  T  keine  Function  der  Goordinaten  rr,  y^  etc.  ist,  so  führen  die  La- 
grang ersehen  Gleichungen  für  diese  Goordinaten,  wie  oben,  zu  den  Integralen 
dT/dx'  =  tt,  dT/dy  =  r,  etc.,  worin  w,  t?,  etc.  constant  sind.  Mit  Hülfe  dieser 
Integrale  wollen  wir  x\  y\  etc.  eliminiren  und  erhalten  so  E  als  Function  der 
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übrigen  Goordinaten.  Ist  J^  ein  absolutes  Maximum  oder  Minimum,  so  ist  diese 
Bewegung  für  alle  Störungen,  welche  die  Constanten  u^  v,  etc.  nicht  ändern,  stabil. 
Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Elimination  in  jedem  speciellen  Fall  Torzimebmen, 
doch  wollen  wir  das  Verfahren  ein  für  allemal  angeben.  Es  ist  eine  Wieder- 
holung des  Frocesses,  der  in  Bd.  1  Modification  der  Lagrange 'sehen  Goordinaten 
genannt  wurde. 

Zum  Zweck  der  Elimination  sei 


T^j  {XX)  a;'«  +  (ä  J)  x^  +  etc. 


(2), 


worin  die  Goefficienten  der  accentuirten  Buchstaben,  d.  h.  die  in  Klammem  ge- 
setzten Grössen,  bekannte  Functionen  yon  £,  i],  etc.,  aber  nicht  yon  x,  y,  etc.  sind. 
Die  Integrale  kann  man  dann  in  der  Form  schreiben 


{xx)  x'  +  {xy)  y  -\ =  t*  —  (rr|)  ^  —  {xri)  rf  —  etc. 

{xy)  x'  +  (yy)  y'  H =  t;  —  (y J)  {'  —  (yij)  ri  —  etc. 

etc.  ==  etc. 


(3). 


Der  Kürze  halber  sollen  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  u  —  X,  v — F, 
etc.  heissen.  Da  T  eine  quadratische  Function  der  accentuirten  Buchstaben  ist, 
so  lässt  sich  ihm  die  Form  geben 

Z'=-|-(«)r'  +  «ij)rV+etc.  +  i-a^(«  +  Z)  +  iy(«  +  D  +  etc. 

Substituirt  man  in  die  Glieder,  die  auf  das  erste  etc.  folgen,  die  durch  (8)  gegebenen 
Werthe  von  x,  y',  etc.,  so  erhält  man 


r=-|(«)r+«i])ri]'+etc.~^ 


2 


0,  «  +  X,  v+Y,  etc. 

u  —  X,  (xx),        (ary),  etc. 

V  —  r,  (xy),        (yy),  etc. 
etc. 


I  * 


worin  J  die  Determinante  von  T  ist,  nachdem  man  £',  ri\  etc.  gleich  Null  ge- 
setzt hat.  Gibt  man  X,  Y,  etc.  andere  Vorzeichen,  so  bleibt  diese  Determinante 
unverändert;  es  können  daher  Glieder  wie  uX,  vX,  etc.,  wenn  sie  entwickelt 
wird,  nicht  yorkommen.    Setzt  man  also 

0      u       V      ... 

u    (xx)  (xy)   . .  . 


2z/ 


w 


und  entwickelt  die  erste  Determinante,  so  ergibt  sich  als  Resultat  der  Elimination 


T^F+\B,,r+B,,^v'+-- 


(6), 


worin  die  Glieder  nach  F  eine  homogene,  quadratische  Function  yon  Sy  ff,  ^^• 
darstellen. 

T  ist  nun  seinem  Wesen  nach  positiv  für  alle  Werthe  von  x\  y\  etc.  und 
daher  auch  für  solche,  die  sämmtliche  u,  v,  etc.  zu  Null  machen.  Der  quadratische 
Ausdruck  J5„|'"+  etc.  ist  mithin  ein  Minimum,  wenn  g,  r[,  etc.  Null  sind. 
Wenn  also  die  Function  F—  ü  ein  Minimum  für  alle  Variationen  von  S,  rj,  etc. 
wird,  80  ist  die  durch  (1)  gegebene  stationäre  Bewegwng  für  aUe  Störungen,  welche 
die  Impulscoordinaten  (Bd.  1,  §  402  u.  S.  461)  u,  v,  etc.  nicht  ändern,  stabü. 

%  100.  Setzt  man  |',  ri,  etc.  gleich  Null,  so  ist  das  durch  die  successiven 
Gleichungen  (2),  (8),  (4),  (6)  angegebene  Verfahren  genau  dasselbe,  wie  die  in 
Bd.  1  erklärte  Hamilton'sche  Methode  der  Bildung  der  reciproken  Function  von 
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T  für  die  Coordinaten  x,  y,  etc.   Man  kann  daher  die  Regel  folgendermassen  aus- 
sprechen. 

Man  nehme  an,  eine  stationäre  Bewegung  sei  durch  l' »»  0,  rf^^O,  etc.,  x'  ==  a, 
j/=byetc.80  gegeben,  dass  dielmpulscoordinaten  u,  v,  etc.  inBezitg  aufx,  y,  etc.  constant 
sind.  Man  bilde  die  redproke  Function  von  T  in  Bezug  auf  x',  y',  etc.,  indem 
man  für  jeden  der  Bt^chstäben  ^,  r\,  etc.  NM  setzt.  Biese  redproke  Function  sei 
F  und  —  U  oder  V  die  potentielle  Energie.  Wenn  dann  F—U  oder  F-\-  V  für 
aUe  Variationen  von  ^,  ri,  etc,  ein  Minimum  bleibt,  so  ist  diese  stationäre  Bewegwng 
für  aUe  Störungen,  weU^  die  Impulscoordinaten  u,  v,  etc.  niciht  ändern,  stabil. 

Hat  man  die  redproke  Function  F  gefunden,  so  kann  man  den  Gleichungen 
(1),  welche  die  stationäre  Bewegung  bestimmen,  eine  andere  Form  geben.  Die  Func- 
tion F  ist  reciprok  zu  T  in  Bezug  auf  x,  y,  etc.  und  £,  t],  etc.  sind  lediglich  andere 
Buchstaben,  die  während  des  Transformationsyerfahrens  gebraucht  werden;  daher 

ist,  wie  in  Bd.  1  erklärt  wurde,  öt"  =* — oT  ^^^^  ähnlich  far  «,  etc.    Die  Glei- 

dl  cl 

chungen  der  stationären  Bewegung  (1)  ujerden  daher 


d(F-^U)  d(F-  U) 

_  d(F-~  U)  d{F-~  ü) 


(6), 


wyrvn  F—'U  oder  F-|-  V  die  Energie  als  Function  der  Impulscoordinaten  u,  v,  etc. 
statt  der  Geschwindigkeiten  x',  \f ,  etc.  ausgedrückt  ist,  und  die  Übrigen  accentuirten 
Bui^wtaben  ^,  r[,  etc.  entweder  vor  oder  najch  der  Differentiation  gleich  Null  gesetzt 
werden, 

§  101.  Bin  spedeller  Bewegungsfall.  Wenn  die  Energie  eine  Function  nur 
einer  der  Coordinaten,  dagegen  eine  Function  der  Differentialquotienten  aller  ist,  so 
lässt  sich  umgekehrt  zeigen,  dass  die  stationäre  Bewegung  nur  dann  stdbü  ist,  wenn 
F —  U  ein  Minimum  ist. 

Diese  einzelne  Coordinate  sei  |;  aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
folgt  dann  bei  derselben  Bezeichnung,  wie  zuvor, 

Bildet  man  die  Lagrange'sche  Gleichung  und  behandelt  B^^  als  Constante, 
da  wir  das  Quadrat  von  ^  vernachlässigen  wollen,  so  erhält  man 

um  die  Schwingung  zu  finden,  sei  i  =^  a  -{-  p;  nach  (6)  wird  dann 

d'p    rd'jF^ü)! 
-^"  d?  +  L — w — ^-1^     ' 

worin  nach  der  Differentiation  a  fOr  £  in  der  eckigen  Klammer  zu  schreiben  ist. 
Die  Bewegung  ist  offenbar  stabil  oder  unstabil,  je  nachdem  der  Goeffident  von 
p  positiv  oder  negativ,  d.  h.  F —  Ü  ein  Minimum  oder  Maximimi  ist. 

Näheres  über  den  Gegenstand  findet  man  in  des  Verfassers  Essay  on  (he 
Stability  of  Steady  Motion,  1877. 

§  102.  Beispiele  ron  stationären  BewegnngeD.  Beisp.  l.  Wir  wollen  einen 
einfachen  Fall  nehmen.     Ein  Massenpunkt    beschrdbe  eine^  kreisförmige  Bahn 

um  ein  Anziehungscentrum,  dessen  Beschleunigung  im  Abstand  r  durch  fir^ 
gegeben  ist.    Ist  d  der  Winkel,  den  der  Badiusvector  r  mit  der  a;-Axe  macht. 
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80  haben  wir  hier  eine  stationäre  Bewegung,  bei  welcher  r  =»0  und  ^  constant 
ist.    Es  wird 

Man  beachte,  dass  6  in  diesem  Ausdruck  nicht  auftritt;  daher  eliminiren  wir 
nach  der  Regel  auch  ^  mittelst  des  Integrals  r'^  =  A,  worin  A  die  in  §  99,  m  ge- 
nannte Constante  ist.    Man  hat  dann 

Setzt  man  die  übrigen  accentuirten  Buchstaben  gleich  Null,  wie  die  Regel 
Yorschreibt,  so  ist  bei  stationärer  Bewegung 

und,  da 

ist,  so  wird  diese  stationäre  Bewegung  stabil  oder  unstabil,  je  nachdem  n  -j-  ^ 
positiv  oder  negativ  ist,  fOr  alle  Störungen,  welche  die  WinkelbewegungsgrGsse 
des  Massenpunktes  nicht  ändern.  ' 

Beisp.  2.  Ein  Kreisel,  dessen  beide  Hauptträgheitsmomente  für  die  Spitze  0 
gleich  sind,  dreht  sich  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  um  seine  Spitze.  Ist  OC  die 
Aze  des  ungleichen  Momentes  und  sind  6,  9,  '^  die  E  ule raschen  Winkelcoordinaten 
des  Körpers  in  Bezug  auf  eine  nach  oben  positiv  genommene  verticale  Axe,  so 
so  hat  man,  wie  in  Bd.  1  in  dem  Kapitel  über  die  lebendige  Kraft, 

2 T  =  ^  (Ö'«  +  Bin>6^'«)  +  C(9)'  +  '^'  cos  Ö)", 
0"=  —  JtfflfÄ  cos  ö  +  Constante, 

worin  h  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  0  und  M.  die  Masse  des  Ejreisels  be- 
zeichnet. Wir  erhalten  daher  die  beiden  Integrale  9'  -f-  -^ '  cos  9  =r  n  und 
Cn  cos  d  •\-  A  sin'ö-^'  =  «i,  worin  n  imd  «i  zwei  Constanten  sind,  von  denen  die 
erste  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Kreisels  um  seine  Axe  und  die  zweite  die 
Winkelbewegungsgrösse  um  die  Verticale  angibt.  Wenn  man  9'  und  ^'  eliminirt 
und  die  Energie  E  zu  einem  MiuiTnum  macht,  zu  zeigen,  (1)  dass  ein  Zustand 
stationärer  Bewegung  mit  reellen  Werthen  der  Constanten  m  und  n  durch  6  «=»  a  ge- 
geben ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  Cn'  —  43f^A.^cosa  positiv  ist.  Man 
zeige  (2)  durch  Prüfung  des  Vorzeichens  von  d^E/dB*^  dass  diese  Bewegung  stabil 
ist.  Auf  diese  Art  beschreibt  die  Axe  des  Kreisels  einen  graden  Kegel  mit  dem 
halben  Winkel  a  an  der  Spitze  um  die  durch  den  Stützpunkt  gehende  Verticale 
mit  der  durch  den  Werth  von  tp'  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit. 

Beisp.  3.  Ein  ümdrehungskörper  bewegt  sich  stationär  so  auf  einer  glatten 
horizontalen  Ebene,  dass  die  Neigung  B  seiner  Axe  gegen  die  Verticale  constant 
bleibt.  Man  beweise,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  yk  seiner  Axe  um  die  Verti- 
cale durch 

,  Cn Mg  ^^  _  n 

^  ""Xcosö**""  Zwnöcösö  '  dS^ 

gegeben  ist,  worin  z  die  Höhe  des  Schwerpunktes  über  der  horizontalen  Ebene, 
n  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  seino  Axe,  (7,  A  und  A  die  Haupt- 
trägheitsmomente für  den  Schwerpunkt  und  M  die  Masse  bedeutet.  Man  finde 
den  kleinsten  Werth  von  n,  der  ft  reell  macht,  und  bestimme,  wann  die  stationäre 
Bewegung  stabil  ist. 
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Beispiele  von  Schwingungen  um  stationäre  Bewegungen. 

§  103.  Die  Schwingungen  eines  Systems  um  einen  Zustand  stationärer 
Be^K^ßgimg  lassen  sich  auf  analoge  Art  wie  die  um  eine  Gleichgewichts- 
lage ermitteln.  Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  der  Körper  mögen 
nach  einer  der  beschriebenen  Methoden  gebildet  sein.  Treten  Reactionen 
in  ihnen  auf^  so  wird  es  im  Allgemeinen  rathsam  sein^  sie  zu  eliminiren. 
Die  in  den  Gleichungen  zur  Festlegung  der  Lage  der  Körper  benutzten 
Goordinaten  mögen  0^  (p^  etc.  sein.  Die  Bewegung^  um  welche  die 
Schwingung  zu  finden  ist,  sei  durch  0  =  f(t),  g)  =  F(t)y  etc.  bestinmit. 
Wir  substituiren  dann  0  =  f(t)  +  a:,  g?  =  F(t)  +  y,  etc.  in  die  Be- 
wegungsgleichimgen.  Da  die  Quadrate  von  Xy  y,  etc.  vernachlässigt 
werden,  so  erhalten  wir  gewisse  lineare  Gleichungen  zur  Ermittlung  von 
Xy  y,  etc.  Diese  Gleichungen  lassen  sich  übrigens  selten  auflösen, 
wenn  man  t  nicht  explicite  aus  ihnen  entfernen  kann.  Ist  dies  aber 
möglich,  so  können  sie  auf  die  gewöhnliche  bekannte  Art  aufgelöst 
werden  und  die  gesuchten  Schwingungen  sind  damit  gefunden. 

In  dem  Folgenden  wollen  wir  zuerst  die  eben  beschriebene  Methode 
an  einigen  interessanten  Beispielen  dadurch  erläutern,  dass  wir  die 
Gleichungen  von  Anfang  an  bilden.  Alsdann  wollen  wir  das  Verfahren 
verallgemeinern  imd  eine  Determinantengleichung  bilden,  die  der 
Lagrange'schen  für  Schwingungen  um  eine  Gleichgewichtslage  analog 
ist.  Sie  wird  sich  auf  alle  die  Fälle  anwenden  lassen,  die  zu  Differential- 
gleichungen mit  Constanten  Coefficienten  führen. 

§  104.  Die  Theorie  des  Watt'schen  Regulators.  Die  Bewegung  der  Kugeln 
des  Watfschen  EeguUxtors  fO/r  Dampfmaschinen  zu  finden. 

Die  Art,  auf  welche  durch  Schwnngkiigelregulatoren  die  Unregelmässig- 
keiten im  Gang  einer  Maschine  ausgeglichen  werden,  ist  wohl  als  bekannt  voraus- 
zusetzen. Aehnliche  Vorrichtungen  hat  man  auch  zur  Regulirung  des  Ganges  yon 
Uhren  und  in  anderen  FäUen  benutzt,  in  denen  es  sich  um  die  Erzielung  einer  gleich- 
förmigen Bewegung  handelt.  Wenn  die  Maschine  in  Folge  einer  Vermehrung  der 
Triebkraft  oder  einer  Verminderung  der  Widerstände  oder  der  Belastung  zu  schnell 
zu  gehen  anfängt,  so  gehen  die  Kugeln,  deren  Centrifugalkraft  gestiegen  ist,  aus- 
einander und  schränken  entweder  mittelst  eines  Hebels  die  Triebkraft  ein  oder 
erhohen  die  Widerstände  proportional  dem  Winkel,  um  welchen  sie  auseinander- 
gegangen sind.  Bewegt  sich  dagegen  die  Maschine  zu  langsam,  so  fallen  die 
Kugeln  näher  zusammen  und  es  wird  mehr  Triebkraft  zur  Wirkung  gebracht.  Bei 
einer  Dampfinaschine  wird  der  Hebel  an  der  Drosselklappe  befestigt  und  regulirt 
so  den  Zutritt  des  Dampfes.  Es  ist  klar,  dafs  eine  vollständige  Anpassung  der 
Triebkraft  an  die  Widerstände  nicht  momentan  eintreten  kann,  sondern  dafs  der 
Regulator  eine  Reihe  kleiner  Schwingungen  um  einen  mittleren  Zustand  stationärer 
Bewegung  machen  muTs.    Man  kann  daher  das  Problem  so  fassen: 

Zwei  gleiche  Stäbe  OÄ,  0A\  yon  denen  jeder  die  Länge  l  hat,  sind  mittelst 
eines  Gelenkes  bei  0,  welches  freie  Bewegung  in  der  yerticalen  Ebene  AOA' 
gestattet,  mit  einer  yerticalen  Axe  verbunden.  Bei  A  und  A'  sind  zwei  Kugeln, 
yon  denen  jede  die  Masse  m  hat,  befestigt.  Um  die  Trägheit  der  übrigen  Theile 
der  Vorrichtung  darzustellen,  wollen  wir  annehmen,  ein  horizontales  Schwungrad 
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sei  an  die  Axe  befestigt,  dessen  Trägheitsmoment  um  die  Axe  I  ist.  Befindet 
sich  das  Ganze  in  gleichförmiger  Bewegung,  so  sind  die  Stäbe  unter  einem 
Winkel  u  gegen  die  Yerticale  geneigt  und  rotiren  um  sie  mit  der  gleichförmigen 
Winkelgeschwindigkeit  n.  Haben  sich  in  Folge  einer  Störung  der  Bewegung  die 
Stäbe  bis  zu  einem  Winkel  Q  mit  der  Yerticalen  geöffiiet,  so  ist  eine  Kraft  in 
Wirksamkeit  getreten,  deren  Moment  um  die  Axe  eine  Function  yon  {ß  —  «)  ist. 
Wir  können  diese  Function  in  Potenzen  yon  (ß  —  a)  entwickeln  und  da  es  ausreicht, 
wenn  wir  nur  die  erste  Potenz  beibehalten,  sie  durch  — ß  {ß  —  a)  darstellen. 
Man  soll  die  Schwingungen  um  den  Zustand  stationärer  Bewegung  finden. 

Es  sei  9  der  Winkel,  den  die  Ebene  AOA*  mit  einer  im  Baum  festliegenden 
Yerticalebene  macht.    Die  Gleichung  der  Winkelbewegungsgröfse  um  die  Axe  ist 

^{(J+2mft'8in'fl)^j  =  -/J(e-«) (1), 

worin  mA;'  das  Trägheitsmoment  eines  Stabes  mit  Kugel  für  ein  durch  0 
gehendes  Loth  auf  den  Stab  darstellt  und  wobei  die  Kugeln  als  unbegrenzt  kleine 
schwere  Massenpunkte  betrachtet  werden.    Die  lebendige  Kraft  des  Systems  ist 

und  das  Moment  der  gegebenen  Kräfte,  die  an  einem  Stab  mit  Kugel  an- 
greifen, um  eine  durch  0  senkrecht  zur  Ebene  AOA'  gehende  horizontale  Linie 
ist  y^dü/dß'^  —  mgh  sm  Bf  worin  h  der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  Stabes 

mit  Kugel  yon  0  ist.     Aus  der  Lagrange *schen  Gleichung  -j-  ^^,  —  -07^^=0-? 

at od       cd      cd 

ergibt  sich  daher 

(2), 


^T,  —  sm  ö  cos  ö  1  -5^ )  =  —  -^  sm  ö 
ar  \dt/  a 


worin  a  fOr  Tc^lh  gesetzt  wurde.  Man  hätte  die  Gleichung  auch  erhalten,  wenn 
man  die  Beschleunigung  einer  der  als  Massenpunkte  behandelten  Kugeln  in  einer 
Bichtung  genommen  hätte,  die  in  der  Ebene,  in  welcher  B  gemessen  wird,  senkrecht 
auf  dem  Stab  steht. 

um  die  stationäre  Bewegung  zu  finden,  setze  man  B  ^=^  a  ^  dtp /dt  ==^  n ;  aus 
der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich  dann  n*  cos  a  =»  g/a .  Zur  Ermittlung  der 
Schwingungen  setze  man  weiter  0«aa-{~^i  dtp/dt  ==:  n -{- y .  Die  beiden 
Gleichungen  werden 

(J  +  2m*;"  sin'a)^  +  2mk*n  sin 2a  ^  =  —  ßx 


j~^  —  n  sin  2ay  =  («*  cos  2a  —  —  cos  a\x 


dt^ 
um  sie  aufzulösen,  gebe  man  ihnen  die  Gestalt 


("^ '«*  +  2^)*»^  +  (2^+ ''^*")  *ä' =  ^  . 
(d'  +  n"  sin"  a)x  —  ti  sin  2ay  =  0  ) 

worin  das  Symbol  S  die  Operation  d/dt  angibt.  Eliminirt  man  y  durch  kreuz- 
weise Multiplication,  so  wird 

Die  reelle  Wurzel  dieser  cubischen  Gleichung  ist  nothwendiger  Weise  negatiy, 
weil  das  letzte  Glied  positiy  ist.  Die  beiden  andern  Wurzeln  sind  complexe 
Grössen,  weil  das  Glied  8-  zwischen  zwei  Gliedern  von  gleichen  Vorzeichen  yer- 
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schwunden  ist.  Da  femer  die  Summe  der  drei  Wurzeln  Null  ist,  so  müssen  die 
reellen  Theile  der  beiden  complexen  Wurzeln  positiv  sein.    Die  Wurzeln  mögen 

daher  —  2p  und  p  ±  qy —  1  sein.    Es  ist  dann 

X  =  He-^^^+  KeP'  sin  {qt  +  L) , 

worin  £r,  K^  L  drei  unbestimmte  Constanten  bezeichnen,  die  von  der  Natur  der 
AnfangsstOrung  abhängen.  Daraus  folgt,  dass  die  Schwingung  unstabil  ist.  Die 
Kugeln  werden  der  yerticalen  Axe  mit  wachsender  Heftigkeit  abwechselnd  sich 
nähern  und  von  ihr  zurückweichen. 

§  106.  Der  Regulator  hat  daher  den  Fehler,  dass  er  zu  schnell  wirkt  und 
so  eine  beträchtliche  Schwankung  in  der  GFeschwindigkeit  der  Maschine  hervorruft. 
Wenn  die  Maschine  zu  schnell  arbeitet,  so  stellt  der  Regulator  zwar  den  Dampf 
ab,  die  Maschine  aber  nimmt  in  Folge  der  Trägheit  ihrer  Theile  nicht  sofort  den 
richtigen  Gang  an.  Daraus  ergibt  sich  dann,  dass  die  Kugeln,  nachdem  sie  den 
Zutritt  des  Dampfes  auf  das  richtige  Mass  beschränkt  haben,  doch  noch  fortfahren 
auseinanderzugehen  imd  daher  zuviel  Dampf  abstellen.  Aehnlich  geht  es,  wenn 
die  Kugeln  sich  nähern.  Dadurch  wird  eine  beträchtliche  Schwankung  erzeugt. 
Dies  ist  selbstverständlich  nur  eine  unvollständige  Erklärung;  dass  die  so  erzeugte 
Schwingung  jedoch  von  beträchtlicher  Grösse  ist,  wurde  in  §  104  bewiesen.  Wir 
werden  im  Folgenden  zeigen,  dass  der  Fehler  durch  Anbringung  eines  Widerstandes 
gegen  die  Bewegung  des  Regulators  vemindert  werden  kann. 

Ebenso  ergibt  die  Beobachtung,  dass  bei  einem  Uhrwerk,  dessen  Bewegtmg 
durch  centrifugale  Kugeln  geregelt  wird,  eine  starke  Neigung  zu  Unregel- 
mässigkeiten vorhanden  ist.  Nehmen  die  Kugeln  einmal  eine  noch  so  geringe 
elliptische  Bewegung  an,  so  kann  der  Widerstand  p  {ß  —  a),  durch  den  die  Be- 
wegung der  Kugeln  regulirt  wird,  das  Bestreben  haben,  die  Ellipse  immer  excen- 
trischer  zu  machen.  Um  dem  vorzubeugen,  muss  ein  andrer  Widerstand  zur 
Wirkung  gebracht  werden.  Er  sollte  derart  sein,  dass  er  auf  die  Kreisbewegung 
keinen  Einfluss  hat  und  nur  durch  die  elliptische  Bewegung  hervorgerufen  wird. 

Zu  diesem  Zweck  hat  Sir  G.  B.  Airj  den  folgenden  Vorschlag  gemacht.  Man 
benutze  die  elliptische  Bewegung  der  Kugeln  dazu,  eine  Hülse  die  verticale  Axe 
hinauf  und  hinab  zu  treiben.  Die  Hülse  wird  mit  einer  horizontalen  kreisförmigen 
Platte  verbunden,  die  sich  in  einem  mit  Wasser  gefüllten  verticalen  Cy linder  von 
etwas  grösserem  Durchmesser  bewegt,  und  bewirkt  durch  ihre  Schwingungen  ein 
Auf-  und  Abwärtsgehen  der  Platte.  Sie  kann  so  einem  sehr  grossen  Widerstand 
ausgesetzt  werden,  durch  den  ihre  Schwingungen  verringert  werden,  während 
ihr  Ruheort,  der  von  statischen  oder  sich  nur  langsam  ändernden  Kräften  ab- 
hängt, dadurch  nicht  betroffen  wird.  Metnoirs  of  ihe  Astronomicäl  Society  of 
London,  Bd.  20,  1851. 

Die  allgemeine  Wirkung  des  Wassers  besteht  in  der  Erzeugimg  eines  Wider- 
standes, der  wie  die  Geschwindigkeit  variirt,  und  kann  daher  durch  das  Glied 
—  y  dB /dt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  dargestellt  werden.  Wird  nun 
au%elöst,  wie  zuvor,  so  erhält  die  cubische  Gleichung  jetzt  die  Gestalt 

Sind  die  Wurzeln  dieser  cubischen  Gleichung  reell,  so  sind  sie  sämmtlich  negativ 
und  der  Werth  von  x  nimmt  die  Form  an 

worin  —  X,  — fi,  — ir  die  Wurzeln  und  A,  B,  C  drei  unbestimmte  Gonstanten  be- 
zeichnen.   Ist  nur  eine  Wurzel  reell,  so  ist  sie  negativ  und  sind  die  beiden  andern 

pi^y — 1»  *^  ^^^ 

6* 
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X  —  JSTe"'''  +  K(?^  Bin  {qt  +  i), 

worin  ff,  K^  L,  wie  zuvor,  unbestimmte  Gonstanten  sind. 

Soll  die  Bewegung  stabil  sein,  so  muss  p  negativ  ausfallen.   Die  analytische 
Bedingung^)  dafür  ist 

y  ( 1  +  3  cos" a  +  - — =:=)  >  ^  %,  2  cotg a. 

Macht  man  y  hinreichend  gross,  so  kann  man  diese  Bedingung  erfüllen.  Die 
Gleichförmigkeit  der  Bewegung  der  Stäbe  um  die  Yerticale  wird  dann  durch  eine 
Schwingung  gestört,  deren  Grösse  beständig  abnimmt  und  deren  Periode  ^n/q  ist. 
Sorgt  man  bei  der  Herstellung  des  Instrumentes  dafOr,  dass  I  die  richtige  Grösse 
erhält,  so  lässt'sich  die  Periode  manchmal  so  anordnen,  dass  sie  eine  möglichst 
wenig  nachtheilige  Wirkung  hat.  Macht  man  sie  sehr  lang,  so  arbeitet  das  In- 
strument glatt;  kann  man  sie  dagegen  sehr  kurz  herstellen,  so  weicht  es  weniger 
von  der  Ejreisbewegung  ab. 

Bei  der  vorstehenden  Untersuchung  wurde  die  Reibung  an  dem  Gelenk  und 
den  sonstigen  mechanischen  Einrichtungen  des  Regulators,  die  beträchtlich  sein 
kann,  nicht  berücksichtigt.  Sie  sucht  in  vielen  Fällen  die  Schwingung  zu  redu- 
ciren  und  in  Grenzen  zu  halten. 

§  106.  Wenn  bei  einem  W attischen  Regulator  eine  dauernde  Veränderung 
in  dem  Yerhältniss  zwischen  der  Triebkraft  und  den  nützlichen  Widerständen  ein- 
tritt, so  ist  der  Zustand  gleichförmiger  Bewegung,  den  die  Maschine  zuletzt  an- 
nimmt, von  dem  verschieden,  den  sie  vor  dem  Wechsel  hatte.  Die  Stäbe  OA^ 
OÄ  mögen  z.  B.,  falls  die  Maschine  eine  gegebene  Anzahl  Webstühle  treibt,  den 
Winkel  2a  miteinander  machen  und  sich  um  die  Yerticale  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit n  drehen.  Wenn  nun  eine  grössere  Anzahl  Webstühle  plötzlich 
ausser  Verbindung  mit  der  Maschine  gesetzt  wird,  so  treten  die  Kugeln  aus- 
einander und  die  Stäbe  bilden  einen  andern  Winkel  2(x'  miteinander.  Ist  n'  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Yerticale,  so  wird  dann  n'"  cos  a  =  n"  cos  a.  Der 
Gang  der  Maschine  ändert  sich  daher;  sie  arbeitet  schneller  bei  geringem  als  bei 
grösserem  Widerstand.  Dies  ist  ein  grosser  Fehler  des  W  attischen  Regulators. 
Die  Regulirung  beschränkt  sich  in  der  That  auf  die  kleinen  Schwankungen  im 
Gang  der  Maschine. 

Diesen  Fehler  kann  man  durch  die  Benutzung  des  Huyghens'schen  para- 
bolischen Pendels  beträchtlich  verringern.  Bei  diesem  Instrument  bewegen  sich 
die  Schwerpunkte  A^  A  der  Kugeln  auf  dem  Bogen  einer  Parabel,  deren  Axe  die 
Umdrehungsaxe  ist.  Ist  AN  eine  Ordinate  der  Parabel,  J.6r  die  Normale,  so  ist 
NG  constant  und  gleich  i>,  wenn  2i>  den  Parameter  bezeichnet.  Aus  dem 
Kräftedreieck  folgt  nun,  wenn  man  die  Kugeln  als  Massenpunkte  betrachtet  und 
die  Trägheit  der  Stäbe,  welche  sie  mit  der  Drosselklappe  verbinden,  vernach- 
lässigt, dass  die  Kugeln  in  jeder  Lage  auf  der  Parabel  in  Ruhe  bleiben,  wenn 
n'Zc»^  ist,  worin  n  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugeln  um  die  durch  0 
gehende  Yerticale  bedeutet.  Es  ist  femer  klar,  dass  die  Kugeln,  wenn  die  Winkel- 
geschwindigkeit eine  andere  als  die  hier  gegebene  ist,  auf  dem  Bogen  gleiten 
müssen,  es  sei  denn,  man  brächte  sie  an  den  Scheitel.  Wir  wollen  nun  sehen, 
wie  diese  Aenderung  des  Regulators  auf  den  Gang  der  Maschine  wirkt.  Wenn 
die  Widerstände  verringert  werden,  fängt  die  Maschine  an  schneller  zu  gehen, 
die  Kugeln  trennen  sich  und  der  Zutritt  des  Dampfes  wird  beschränkt.     Gleich- 


1)  Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  aar'  -{-  6rc"  +  crc  -{-  d  =  0  seien 
a;=a-^^yiri  und  =y;  alsdann  ist  —  6/«  =  2a  +  y,  c/a  =  2ya -f  «"+ ^•, 
—  d/a  =»  (a*  -f  (?•)  y,  woraus  sich  leicht  ergibt  (l»c— o(i)/a"=— 2a  { (a-f  y)'-f  j?« } ; 
daher  haben  hc  ^  aä  und  a  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen.   Siehe  auch  §800. 
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gewicht  tritt  offenbar  erst  dann  wieder  ein,  wenn  die  Menge  des  zugelassenen 
Dampfes  grade  ausreicht,  die  Maschine  in  genau  demselben  Tempo,  wie'  zuvor,  zu 
bewegen. 

Beisp.  Wenn  die  Trägheit  der  Stäbe  und  Kugeln  in  Rechnung  gezogen 
wird,  zu  zeigen,  dass  der  Schwerpunkt  einer  jeden  Kugel  mit  Stab  gezwungen 
werden  muss,  eine  Parabel  zu  beschreiben,  deren  Parameter  yon  dem  Radius  der 
Kugel  nicht  abhängt,  wenn  der  Regulator  die  Maschine  yeranlassen  soll,  stets  in 
einem  gegebenen  Tempo  zu  gehen. 

Zu  erwähnen  wäre  noch,  dass  verschiedene  andere  Methoden  ausser  dem 
parabolischen  Pendel  zur  Vermeidung  des  erwähnten  Fehlers  erfunden  worden 
sind.    Eine  weitere  Beschreibung  derselben  würde  jedoch  hier  nicht  am  Platz  sein. 

§  107.  Einen  Geschwindigkeitsregulator,  welcher  dem  von  Sir  G.  B.  Airy  er- 
fundenen ähnlich  ist,  statt  eines  Pendels  aber  eine  Feder  besitzt,  hat  Professor 
J.  A.  Ewing  in  der  Natwre  Bd.  28,  1881  beschrieben.  Er  brachte  ihn  an  einer 
ühr  an,  die  einen  selbstregistrirenden  Seismographen  trieb,  dessen  Bewegung 
stetig  und  möglichst  gleichmässig  sein  sollte. 

Einen  andern  Regulator  erfanden  die  Gebrüder  Siemens,  der  bemerkens- 
werth  ist,  da  er  die  Benutzung  des  W attischen  Regulators  nicht  erfordert.  Eine 
kurze  Beschreibung  findet  man  in  dem  Life  of  Sir  William  Siemens^  von  Wil- 
liam Pole,  1888;  man  vergleiche  auch  eine  Abhandlung  von  Wood,  InstitiUion 
of  Civü  Engineers,  10.  März  1846. 

Der  Leser,  der  sich  für  den  Gegenstand  interessirt,  wird  auf  einen  Artikel 
von  Sir  G.  B.  Airy,  Bd.  11  der  Memoirs  of  the  Astronomicdl  Society ,  1840  ver- 
wiesen, in  welchem  vier  verschiedene  Constructionen  untersucht  werden.  Ebenso 
kann  man  einen  Aufsatz  von  Siemens  in  den  Phil.  Trans,,  1866  und  eine  kurze 
Skizze  verschiedener  Arten  von  Regulatoren  von  Prof.  Maxwell  in  dem  Phil. 
Mag.,  1868  zu  Rath  ziehen.  Ein  Bericht  über  einige  von  EUery  mit  dem 
Huyghens^Bchen  parabolischen  Pendel  angestellte  Versuche  befindet  sich  in  den 
Astronotnical  Notices  für  December,  1875.  Man  vergleiche  Grashof,  Tkeoreiiscke 
Maschinefdehrey  Bd.  2,  S.  825  u.  ff.;  femer:  Bour,  Cour»  de  Mecanique  et  machines 
und  Cou/rs  professe  par  Poncelet  d  V^cole  de  Metz.  Auf  neuere  Literatur  gehen 
wir  nicht  ein. 

§  108.  Die  Laplaee'schen  drei  Nassenpnnkte.  In  Bd.  1,  Kap.  VI  wwrde  ge- 
zeigt, dass  drei  Massenpunkte,  welche  m  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ge- 
bracht tmd  in  geeigneter  Weise  fortgeschleudert  werden,  sich  u/nter  dem  Einfluss 
ihrer  gegenseitigen  Anziehungen  so  bewegen,  dass  sie  immer  in  den  Eckpunkten 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  bleiben.  Sie  sollen  die  Laplac ersehen  drei  Massen- 
punkte genannt  werden.  Unsere  Aufgabe  ist  jetzt,  zu  bestimmen,  ob  ihre  Bewegung 
stabil  oder  unstabil  ist. 

Wir  wollen  mit  der  Annahme  beginnen,  die  drei  Massenpunkte  blieben  immer 
nahezu  in  den  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks.  Wir  haben  dann  zu  bestimmen, 
ob  die  Perioden  ihrer  Schwingungen  um  diese  Ecken  reell  oder  imaginär  sind. 
Zu  diesem  Zweck  könnten  wir  ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  als  festen 
Coordinatenanfang  wählen.  Die  Dreiecke  aber,  welche  durch  die  Verbindung  der 
Massenpunkte  mit  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  gebildet  werden,  sind 
durchaus  nicht  leicht  zu  behandeln.  Es  ist  daher  vorzuziehen,  statt  die  Be- 
wegung auf  den  Schwerpunkt  zu  beziehen,  einen  der  Massenpunkte  in  Ruhe  zu 
versetzen  und  die  relative  Bewegung  der  beiden  andern  zu  betrachten.  Wir 
haben  so  nur  ein  Dreieck  zu  untersuchen,  welches  überdies  nahezu  gleichseitig  ist. 
Die  Masse  M  des  Punktes,  welcher  in  Ruhe  versetzt  werden  soll,  werde  als 
Einheit  genommen  und  m,  m*  seien  die  Massen  der  beiden  andern,  r,  /,  B  seien 
die  Abstände  zwischen  den  Massenpunkten  Mm,  Mm\  mm\  und  tp,  9,  ^  die 
den  Abständen  gegenüberliegenden  Winkel.    0,  6'  seien  die  Winkel,  die  r,  r'  mit 
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einer  im  Baum  festliegenden  Geraden  machen;   die  Bewegungsgleichungen  sind 
dann,  wenn  die  Anziehung  der  x*^  Potenz  des  Abstandes  umgekehrt  proportional  ist, 


d^       *■  \dV  "*■     r*     "*"       r'* 


cos  9 


JB« 


1    d  /  ,  d6\  j^  m'  sin  ^       m'  sin  9 
Tdi\    "dt)  '        /«  ^«      '*' 


und  zwei  ähnliche  für  die  Bewegung  von  m\ 

Wir  wollen  nun  r=^a-\'X^  r'=a  +  a5  +  X  setzen  und  den  Winkel  zwischen 

diesen  Badienvectoren  mit  -r-«+  T"  bezeichnen,  femer  sei  6  =  n*  -|-  y,   worin 

x^  y,  X,  Y  sämmtlich  kleine  Grössen  sind,  deren  Quadrate  man  yemachlässigen 
kann.  Man  beachte,  dass  eine  Variation  von  x,  y  allein,  während  X  und  Y  Null 
sind,  die  Variation  einer  stationären  Bewegung  darstellt,  bei  welcher  sich  die  Massen- 
punkte stets  in  den  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  halten,  ^v^Üirend  eine 
Variation  von  X,  Y  eine  Abweichung  von  der  gleichseitigen  Gestalt  bedeutet. 
Die  erstere  ist  daher  nach  der  Voraussetzung  eine  mögliche  Bewegung;  den  Glei- 
chungen lässt  sich  mithin  durch  irgend  welche  Werthe  von  x^  y  in  Verbindung 
mit  X  =  0,  Y^s^^O  genügen.  Bei  einer  solchen  Wahl  der  Variablen  hat  man  die 
Aussicht,  einige  Wurzeln  der  Fundamentaldeterminante  noch  yor  ihrer  Entwick- 
lung au&ufinden  und  sich  auf  diese  Art  eine  complicirte  Bechnung  zu  ersparen. 

Setzt  man  S  statt  d/dt  und  h^^^c^"^^ ,  so  werden  die  yier  Gleichungen  jetzt 
{&d«--(x  +  l)(l-fw-j-mO)a;— 2a&ndy— -|m'(x+l)X----il/Sin'(x+l)ar«0, 

UnSx  +  o6a«y  —  \yi m' (x  -f  1)X  +  i-  w'(x+l)ar=  0, 
{5Ä«_(x  +  i)(i+m+w')}a;— 2al»ndy-j-{6tf*— (x+l)(l  +  -i.w-f-w'Ux-. 

—  |2an*  +  -i^l/3w(x-f  l)a|r=0, 

2hn6x  +  ah6^y+  |2&nd  — -i^l/8(x+  1)  w|X  + 

+  {a&d*—  -|w(x  +  l)a}r=0. 

§  109.  Um  sie  aufzulösen,  setzen  wir  x^Aff-^  y=c.Be^\  X=6?e^',  Y=H^*. 
Substituirt  man  und  eliminirt  die  Verhältnisse  Yon  Ä^  B,  G  und  J7,  so  erhält 
man  eine  Determinantengleichung,  deren  Elemente  die  Goefßcienten  von  x,  y,  X^  7 
sind,  wenn  man  X  für  d  setzt.  Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  acht  Werthe 
Ton  X.  Man  sieht  sofort,  dass  X  ein  Factor  ist.  Dies  war  zu  erwarten,  weil  wir 
wissen,  dass  eine  Variation  von  y,  wenn  x  sowohl  als  X  und  Y  Null  sind,  eine 
mögliche  Bewegung  ist.  Eine  Variation  von  x  und  y  mit  X=0  und  Fs»0  ist 
ebenfalls  eine  mögliche  Bewegung;  man  findet  daher  einen  zweiten  Factor  der 
Determinante  durch  Prüiung  der  beiden  ersten  Verticalreihen  und  erhält,  wenn 
man  von  der  ersten  2n-mal  die  zweite  Verticalreihe  abzieht, 

6X"—  (x  —  8)(1  -f  w  +  m)  ==  0. 

um  die  übrigen  Factoren  zu  ermitteln,  diyidire  man  die  Determinante  durch 
die  bereits  gefundenen  Factoren.  Subtrahirt  man  dann  die  erste  Horizontalreihe 
yon  der  dritten  und  die  zweite  yon  der  vierten,  so  hat  man  drei  Nullen  in  der 
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ersten  und  zwei  in  der  zweiten  Yerticalreihe.  Die  Entwicklung  ist  dann  leicht. 
Man  sieht,  dass  ein  weiterer  Factor  X  existirt  und  dass  femer 

6U*+  hX*(S  —  x)  (1  +  w  +  m')  +  j(l  +  *y{m  +  m' +  mmT)  =  0 

ist. 

Die  beiden  Wurzeln,  die  Null  sind,  geben  x=^A^  +  -^f  ^  ^^^  ähnliche  Aus- 
drücke för  y,  X  und  Y.  Durch  Substitution  in  die  Bewegungsgleichungen  er- 
gibt sich  aber:  «=  ^i,  y  =J5j  —  y  (*+ l)uiliwVa,     X=0,    r=0.     Diese 

Wurzeln  zeigen  daher  lediglich  eine  dauernde  Aenderung  in  der  Grösse  des  Drei- 
ecks an.  Prflfb  man  die  andern  Werthe  von  1',  so  erkennt  man:  (1)  Die  Be- 
wegung kann  nur  dann  stabil  sein,  wenn  %  kleiner  als  3  ist.  (2)  Die  Bewegung 
ist  stabil,  die  Massen  mögen  sein,  welche  sie  wollen,  wenn  das  Eräftegesetz  durch 
eine  positive  Potenz  des  Abstandes  oder  durch  eine  negative,  die  kleiner  als  die 
Einheit  ist,  ausgedrückt  wird.  Für  andere  Potenzen  hängt  die  Stabilität  von  dem 
Verhältniss  zwischen  den  Massen  ab.  (8)  Die  Bewegung  ist  bei  einer  ersten  An- 
näherung stabil,  wenn 

(Jf+  m  +  my  /l+%\ » 

Mm  -f  Mm'  +  mm'  ^     \8  —  x/ 

ist,  worin  Jf,  m,  m'  die  Massen  bezeichnen^).  Um  die  Coordinaten  als  Functionen 
der  Zeit  auszudrücken,  muss  man  zu  den  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
zurückkehren.  Die  Resultate  sind  etwas  lang,  wir  wollen  daher  nur  feststellen, 
dass,  wenn  zwei  Massen,  wie  bei  dem  Sonnensystem,  viel  kleiner  als  die  dritte 
sind,  die  Ungleichheiten  ihrer  Winkelabstände,  von  dem  grossen  Körper  aus  ge- 
sehen, viel  grössere  CoefQcienten  haben,  als  die  Ungleichheiten  in  ihren  linearen 
Abständen  von  demselben  Körper. 

Eine  ausführlichere  Besprechung  dieses  Problems  findet  der  Leser  in  einem 
Aufsatz  des  Verfassers  in  Bd.  6  der  Ftoceedings  of  Ühe  London  Mathematical  Society, 
1875.  Die  Coordinaten  x,  y,  X,  Y  werden  darin  als  Functionen  der  Zeit  ausgedrückt 
und  die  Möglichkeit,  dass  irgend  ein  kleines  Glied  wichtig  werden  kann,  wird  kurz 
behandelt. 


Die  Theorie  der  Schwingungen  nm  stationäre  Bewegungen. 

§  110.    Nachdem  wir  durch  zwei  wichtige  Beispiele  die  Art  er 
läutert  habeil;  wie  man  praktisch  die  Schwingungen  um  einen  Bewegungs- 
zustand   findet;    gehen   wir   zu   der  allgemeinen   Theorie   des   Gegen- 
standes über. 

§111.  Die  Determinanteugleichnng  der  stationären  Bewegimg.  Die 

ailgemeinen  Schtcingtmgsgleickungen  eines  dynamischen  Systems  rnn  einen 
Zfistand  stationärer  Bewegung  zu  finden. 

Das  System  werde  auf  beliebige  Coordinaten  0,  %  %  etc.  bezogen. 


1)  In  einer  kurzen  Anmerkung  in  Jullien's  Problemen  Bd.  2,  S.  29  wird 
erwähnt,  diesen  Gegenstand  habe  Gascheauin  einer  These  de  Meccmique  erörtert 
und  dabei  angenommen,  die  Massenpunkte  zögen  sich  nach  dem  New  tonischen  Ge- 
setz an.  Er  wäre  zu  dem  Resultat  gekommen^  dass  die  Bewegung  stabil  sei,  wenn  das 
Quadrat  der  Summe  der  Massen  grösser  ist,  als  27  mal  die  Summe  der  Producte 
der  Massen  zu  je  zweien. 
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Wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit  nicht  explicite  enthalten, 
so  lässt  sich  die  lebendige  Kraft  T  durch  den  Ausdruck 

2T=  PnÖ'*+  SPi^eV  +  P,29''  +  etc. 

darstellen ;  worin  P^,  Pig,  etc.  bekannte  Functionen  der  Goordinaten 
Q^  %  etc.  sind.  Die  Eräftefunction  sei  U.  Der  Bewegungszustand,  um 
den  das  System  schwingt,  werde  durch  0  =  f{t)y  q>  =  jP(0;  etc.  be- 
stimmt, um  diese  Schwingungen  darzustellen^  setze  man  0  ^=  f(t)-\-Xy 
9  =  jF(^)  +  y,  etc.  Die  Lagrange'sche  Function  i  =  T+  IT  sei 
in  Potenzen  von  a;,  y,  etc.,  wie  folgt,  entwickelt 

i  =  io  +  ^i^'  +  -^«y'  +  etc-  +  Q^  +  (^%y  H"  ete.  + 

+  i  {A,,x'  +  2Ä,,x'y  +  etc.)  +  {  (C,,x'  +  2(7,,  xy  +  etc.)  + 
+  Gj^j^xx'  +  GigÄ^y'  +  Gjiy^'  H-  e*e- 

Später  wird  JS,,  "^  ^12  —  ^si?  -^is  =  ^19  —  G^si  ^^^  so  fort  gesetzt 
werden. 

Wir  definiren  jetzt  die  stationäre  Bewegung^)  als  eine  solche,  bei 
welcher  alle  Coefficienten  in  dieser  Entwicklung  von  der  Zeit  unab- 
hängig sind.  Physikalisch  charakterisirt  sich  eine  solche  Bewegung  da- 
durch, dass  sich  aus  der  gleichen  Störung  immer  dieselben  Schwingungen 
ergeben,  wenn  sie  auf  geeignete  Goordinaten  bezogen  werden,  in 
welchem  Augenblick  man  diese  Störung  der  Bewegung  auch  vornehmen 
mag.  Sind  die  Goefficienten  f&r  die  gewählten  Goordinaten  nicht 
constant,  so  kann  man  sie  vielleicht  durch  eine  Transformation  der  Go- 
ordinaten constant  machen.  Es  gibt  offenbar  viele  Goordinatensysteme, 
unter  denen  man  die  Auswahl  hat,  im  Allgemeinen  lässt  sich  ein  System 
schon  bei  einer  einfachen  Prüfimg  der  stationären  Bewegung  ermitteln. 
Kommen  Grössen  vor,  die  während  der  stationären  Bewegung  constant 
bleiben^  wie  die,  welche  in  §  98,  5,  iy,  etc.  genannt  wurden,  so  wähle  man 
sie  zu  einem  Theil  der  Goordinaten;  andre  findet  man,  wenn  man  be- 
achtet, welche  Grössen  nur  als  Differentialquotienten  oder  Geschwindig- 
keiten auftreten,  wie  die  in  demselben  Paragraphen  mit  x^  y,  etc.  be- 
zeichneten. Bieten  sich  solche  nicht  von  selbst  dar,  so  erhält  man  sie 
manchmal  durch  Gombinatiod  der  vorhandenen.  Praktisch  ist  diese 
Methode  zur  Ermittlung  der  richtigen  Goordinaten  am  meisten  zu 
empfehlen. 

Um  die  Bewegungsgleichungen  zu  erhalten,  hat  man  jetzt  den 
Werth  von  L  in  die  Lagrange'schen  Gleichungen 

d_  dL^ dL ^      ,     ^ 

dt  dx'       dx  '       * 

zu  substituiren  und  die  Quadrate  der  kleinen  Grössen  zu  vernachlässigen. 
Da  die  stationäre  Bewegung  durch  2;  «=:  0,  y  =  0,  etc.  gegeben  ist,  so 
muss  jede  dieser  Gleichungen  erfüllt  sein,  wenn  die  Glieder,  die  x^  y,  etc, 

1)  So  übersetzen  wir  das  Englische:  ,^ady  motion". 


=0. 
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enthalten;  weggelassen  werden.   Auf  diese  Art  erhält  man  die  Gleichungen 
der  stationären  Bewegung  ^  nämlich 

(7i  =  0,  C4  =  0,  etc.  =  0, 

die  nach  dem  Tay  lor'schen Theorem  dieselben  sind,  wie  die  Gleichungen (1) 
der  stationären  Bewegung  in  §  98. 

Lässt  man  diese  Glieder  weg  und  behält  die  ersten  Potenzen 
aller  kleinen  Grössen  bei,  so  bekommt  man  die  Gleichungen  kleiner 
Schwingungen  und  findet  bei  Bezeichnung  der  Differentiationen  nach  t 
mit  dem  Buchstaben  d 

etc.     +  etc.     +  etc.«=0, 

§112.     Um   die   Gleichungen  aufzulösen,   setzen   wir  a:  =  ie', 

y  =  Me'^  etc.     Substituirt  man  und   eliminirt   die   Verhaltnisse  von 
Ly  Mj  etc.,  so  erhält  man  die  folgende  Determinantengleichung 

A^X  — ^i\}  -^12^  — -^12^ — ^12;  -^18^ — -^13^ — Gi8,etc. 

-^12^      1-^12^ ^12?   -^2^    ^22;  -^3^  -^28^        ^28>  ®"^* 

-^18^      1-^18^ — ^18;   -^8^    -^28^ ^28;    -^88^  ^88;  ®*^' 

etc.  etc.  etc. 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  —  k  statt  X  schreibt,  so  sind  die 
Horizontalreihen  der  neuen  Determinante  dieselben  wie  die  Yertical- 
reihen  der  alten,  die  Determinante  bleibt  daher  unverändert.  Daraus 
folgt,  dass  die  Determmantengleichimg,  wenn  sie  entwickelt  wird,  nur 
grade  Potenzen  von  X  enthalt. 

Man  beachte  weiter,  dass,  wenn  man  die  Glieder,  welche  den  Buch- 
staben E  enthalten,  aus  der  Determinante  entfernt,  die  übrig  bleibende 
Determinante  dieselbe  ist,  wie  die,  welche  die  Schwingung  um  eine 
Gleichgewichtslage  angibt,  §  58.  Daher  kann  man  behaupten,  dass 
die  Glieder,  welche  von  E  abhängen,  den  Centrifugalkräften  der  statio- 
nären Bewegung  entsprechen. 

§  113.  Die  Bedingungen  der  Stabilität.  Betrachtet  man  die  vor- 
stehende Gleichung  als  eine  Gleichung  zur  Ermittlung  von  A*,  so  lässt 
sich  jede  Goordinate  x,  y,  etc.,  wenn  sämmtliche  Wurzeln  reell  und 
negativ  sind,  durch  eine  Reihe  trigonometrischer  Glieder  darstellen, 
deren  Perioden  verschieden  sind;  die  Bewegung  ist  daher  stabil.  Ist 
dagegen  irgend  eine  Wurzel  imaginär  oder  reell  und  zugleich  positiv, 
80  befinden  sich  sowohl  positive  als  negative  reelle  Exponentialgrössen 
in  den  Ausdrücken  für  x,  y,  etc.  Die  Bewegung  wird  also  unstabil. 
Dynamische  Stabilität  besteht  daher  nwr  unter  der  Bedingu/ng,  dass  alle 

Wurzeln  dieser  Gleichung  die  Form  X  =  +  ftV —  1   haben,  worin  ^ 
eine  reelle  Grösse  bedeutet. 


' 
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§  114.  Die  Anzahl  der  Sdiwin^ngen.  Es  ergibt  sich  ferner^ 
dassy  wenn  ein  System,  auf  welches  Kräfte  einwirken^  die  ein  Potential 
haben;  um  einen  stabilen  Zustand  stationärer  Bewegung  schwingt,  die 
Schwingungen  der  Goordinaten  durch  trigonometrische  Glieder  Ton  der 
Gestalt  Ä9m(Xt  -\-  a)  dargestellt  werden^  welche  nicht  von  reellen  Ex- 
ponentialfactoren  begleitet  sind^  wie  sie  z.  B.  in  dem  Problem  des  Regu- 
lators auftraten. 

Man  erkennt  auch^  dass  im  Allgemeinen  ebensoviel  endliche  Werthe 
von  A^  und  daher  auch  trigonometrische  Glieder  mit  yerschiedenen 
Perioden  vorhanden  sind,  als  Goordinaten.  Es  konunt  oft  vor,  wie  in 
§111  erklärt  wurde,  dass  einige  Goordinaten  in  dem  Ausdruck  für  L 
fehlen  und  nur  ihre  Differentialquotienten  auftreten.  So  fehle  z.  B.  0] 
ftlfdftTiTi  wird  Cii  sowohl  wie  C^^^  etc.  Null  und  man  kann  A  durch 
Division  aus  der  ersten  horizontalen  und  verticalen  Reihe  der  Grund- 
determinante entfernen.  Man  hat  daher  zwei  Werthe  von  A,  die  Null 
sind,  während  zugleich  die  Anzahl  der  endlichen  Werthe  von  A'  um 
die  Einheit  vermindert  wird.  Die  Anzahl  trigonometrischer  Glieder  von 
verschiedenen  Perioden  kann  mithin  die  AnzaM  der  Coordinaten,  die 
explicüe  in  der  Lagrange'schen  Function  auftreten,  nicht  überschreiten. 
Im  Beispiel  2,  §  102  z.  B.  ist  in  der  Function  T  +  CT  nur  die  Go- 
ordinate  0  expUcite  enthalten,  während  ausserdem  nur  die  Differential- 
quotienten ip'  und  i;'  erscheinen.  Wenn  folglich  ein  Kreisel  aus  dem 
Zustand  stationärer  Bewegung  gestört  wird,  so  gibt  es  nur  eine  Periode 
in  seiner  Schwingung. 

§  115.  Die  Verhältnisse  zwischen  den  Goefficienten  L,  My  etc.  in 
den  Exponentialwerthen  von  Xy  y,  etc.  erhalt  man  ohne  Schwierigkeit, 
wenn  man  beachtet,  dass  die  verschiedenen  Zeilen  der  Fundamental- 
determinante in  Wirklichkeit  die  Bewegungsgleichungen  sind.  Man 
nehme  jede  Zeile,  multiplicire  das  erste  Element  mit  £,  das  zweite 
mit  M,  etc.  und  setze  die  Summe  gleich  Null.  Auf  diese  Art 
erhalten  wir,  wenn  n  die  Anzahl  der  Goordinaten  ist,  n  —  1  unab- 
hängige Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  Li  Mi  etc.;  für 
jeden  Werth  von  A  bleibt  daher  eine  unbestimmte  Gonstante.  Im 
Ganzen  haben  wir  abo  genau  wie  im  Lagrange'schen  Gleichgewichtsfalle, 
Kap.  2,  doppelt  so  viele  willkürliche  Gonstanten  wie  Goordinaten,  da 
alle  übrigen  durch  diese  Gleichungen  bestimmt  werden.  Die  willkür- 
lichen Gonstanten  findet  man  mit  Hülfe  der  Asfangswerthe  der  Go- 
ordinaten und  ihrer  Differentialquotienten. 

Eine  Abweichung  von  dem  Lagrange'schen  Problem  besteht  aber 
darin,  dass  die  Grösse  A  in  der  ersten  Potenz  auftritt  und  die  so  er- 
mittelten Verhältnisse  von  £,  M,  etc.  daher  imaginär  sein  können. 
Wenn  —  p^y  —  p^  die  Werthe  von  A^  bezeichnen,  so  können  mithin 
die  Ausdrücke  für  die  Goordinaten,  nachdem  man  sie  rational  gemacht 
hat,  die  Form  annehmen 
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x  =  AiSia  (jp^t  +  aj  +  A^  sin  (jp^t  +  Og)  H 

y  =  J?i  sin  {pj  +  /Ji)  +  J?2  sin  Oa^  +  ft)  H 

0  =  etc. , 

worin  o^  zwar  mit  /}j  Terbunden  ist;  aber  nicht  nothwendiger  Weise 
gleich  ßi  oder  cc^  gleich  ß^,  etc.  sein  nrnss. 

§  116.  Hanptsehwingimgen.  Wenn  die  Anfangsbedingungen  derart 
sind;  dass  jede  Coordinate  durch  ein  trigonometrisches  Glied  von  der- 
selben Periode  ausgedrückt  wird;  so  sagt  maU;  das  System  vollfOhre 
eine  Haupt-  oder  harmonische  Schwingung,  So  entspricht  jedes  trigono- 
metrische Glied  einer  Hauptschwingung  und  jede  Schwingung  des 
Systems  ist  daher,  wie  man  sagt;  aus  ihren  Hauptschwingungen  zur 
sawmengesetgt.  Physikalisch  unrd  eine  Hauptschwingung  dadurch  charakte- 
risirt,  dass  die  Bewegung  eines  jeden  Theiles  des  Systems  sich  in  einem 
Constanten  Intervall  wiederholt.  Ist  der  Typus  der  Hauptschwingung 
A*  =  — p^y  so  ist;  wie  man  sieht;  während  der  Bewegung  ic"=  — Pi^c^ 

§  117.  Beisp.  Eine  homogene  Kugel,  deren  Masse  die  Einheit  nnd  deren 
Radius  a  ist,  wird  an  einem  festen  Punkt  mittelst  eines  Fadens  von  der  Länge  h 
aufgehängt  und  um  den  yerticalen  Durchmesser  in  Rotation  gesetzt.  Die  Kugel 
wird  aus  diesem  Zustand  stationärer  Bewegung  leicht  gestört;  bx,hy  und  b  seien 
die  Coordinaten  des  Punktes  der  Oberfläche,  an  welchem  der  Faden  befestigt  ist; 
bx  -{-  a^j  by  -{-  atiy  b  -^  a  die  Coordinaten  des  Centrums  für  den  festen  Punkt 
als  Coordinatenanfang  und  eine  verticale  nach  unten  positive  z-Axe.  Femer  sei 
2s^(p'\'il)^  worin  tp  und  ip  die  ihnen  gewöhnlich  in  den  Euler^schen  geometrischen 
Gleidiungen  gegebene  Bedeutung  haben,  siehe  Bd.  1,  Kap.  6.  Vor  der  Störung  ist 
also  x'  "^n.    Man  beweise,  dass  die  Lag  rang  ersehe  Function  lautet: 

Wenn  die  Bewegimg  des  Schwerpunktes  durch  eine  Reihe  Ton  Gliedern  Ton 
der  Fonn  M  cob  (pt  -{-  a)  dargestellt  wird,  zu  beweisen,  dass  die  Werthe  yon  p 

gegeben  sind.  Man  zeige,  dass  diese  Gleichung  fOr  jedes  Vorzeichen  von  n  zwei 
positive  und  zwei  negative  Wurzeln  hat,  welche  durch  die  Wurzeln  eines  jeden 
der  beiden  Factoren  auf  der  linken  Seite  getrennt  werden. 

§  118.  Momentankräfte.  Wenn  man  einen  Stoss  als  den  Grenzfall  einer  Kraft 
ansieht,  die  sehr  kurze  Zeit  wirkt,  so  lassen  sich  aus  §  111  die  Bewegungs- 
gleichungen eines  Systems  ableiten,  das  sich  in  stationärer  Bewegung  befindet  und 
plötzlich  durch  einen  Stoss  gestört  wird.  Litegrirt  man  die  Bewegungsgleichungen 
in  §  111  in  Bezug  auf  die  Zeit  innerhalb  der  Grenzen  des  Stosses,  so  sind  die 
Integrale  aller  Glieder  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  die  Form  AS^x  haben. 
Null.    Dies  folgt  aus  der  Definition  einer  Momentankraft  in  Bd.  1,  Kap.  2  oder 
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auch  aus  dem  Verfahren,  welches  in  Bd.  1,  KAp.  8  angewandt  wurde,  um  die 
Lagrange 'sehen  Gleichungen  den  StosskrSften  anzupassen. 

Die  Bewegungsgleichungen  für  Momentankräfte  sind  daher 

etc.  =  etc. 

Hier  sind  Sx^  —  äx^ ,  etc.  die  Aenderungen ,  die  in  der  Geschwindigkeit  der  Co- 
ordinaten  durch  die  Stösse  hervorgerufen  werden.  Die  Grössen  X,  Y,  etc.  sind 
die  Integrale  der  störenden  Kräfte  und  daher  das  Mass  der  Stösse.  Versteht 
man  unter  ü  die  Eräfbefiinction  der  Stosskräfte,  wie  in  Bd.  1,  Kap.  8  erklärt 
wurde,  so  ist  X  =  ^  U/dx^  T  =>  d  U/dy^  etc. 

§  119.  Analyse  der  Wurzeln  der  Determinantengleichnng.  Wenn  die  Be- 
terminantengleichung  in  §  112  nicht  sehr  complicirt  ist,  so  kann  man  sie  nach 
Potenzen  von  X  entwickeln.  Man  kommt  so  zu  einer  Gleichimg  mit  nur  graden 
Potenzen  von  X.  Am  toichHgsten  ist  die  Entscheidung  der  Frage,  wie  viele  reeUe 
negative  Werthe  von  1'  der  Gleichung  genügen.  Dazu  kann  man  das  Stürmische 
Theorem  benutzen.  Da  die  Gleichung  nur  abwechselnde  Potenzen  von  X  enthält, 
so  lässt  sich  das  abgekürzte  Verfahren  anwenden,  das  später  in  dem  Kapitel  über 
die  Stabilitätsbedingungen  zur  Ermittlung  der  successiven  Reste  angegeben  wird. 

Sollte  sich  dies  jedoch  nicht  empfehlen,  so  kann  man  von  einem  der  folgenden 
Sätze  Gebrauch  machen. 

§  120.    Vorerst  wollen  wir  zeigen,  dass  der  quadraUsche  Ausdruck 

%A  =-  ^1»'«+  2u4,,a;'y'  +  ^„/«+  etc. 

evifie  definite  positive  Function  ist.  Zu  diesem  Zweck  beachten  wir,  dass  die 
Coefficienten  A^^ ,  etc.  aus  den  Coefficienten  P^ ,  etc.  der  lebendigen  Kraft  hervor- 
gehen, wenn  man  für  die  unabhängigen  Coordinaten  6,  <p,  etc.  ihre  Werthe  bei 
der  stationären  Bewegung  setzt.  Könnte  2^  für  irgend  welche  Werthe  von 
x\y\etc.  Null  oder  negativ  werden,  so  liesse  sich  das  System  in  den  durch 
ß  =  f(t),  9  =  F(t)y  etc.  definirten  Bewegungszustand  bringen  und  man  könnte  den 
Geschwindigkeiten  6\  qp',  etc.  diese  Werthe  von  x\y',etc.  geben.  2T  würde 
dann  negativ  sein;  da  aber  die  lebendige  Kraft  ihrem  Wesen  nach  positiv  ist, 
so  kann  dies  nicht  möglich  sein. 

Die  Determinante  einer  gegebenen  quadratischen  definiten  positiven  Function 
ist  bekanntlich  (§  60)  positiv.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  jede  Determinante, 
welche  gebildet  wird,  nachdem  eine  der  Variablen  x\  y\  etc.  gleich  Null  gesetzt 
wurde,  ebenfalls  positiv  sein  muss. 

§  121.  Satz  I.  Der  Fall  tritt  häufig  ein,  dass  nur  zwei  unabhängige  Co- 
ordinaten vorhanden  sind  und  die  Determinante  sich  damit  auf  zwei  Zeilen 
reducirt.     Setzt  man 

D  =  -4^1-4,,  —  -4j,  ,  i>  =  Cji  C,,  —  (7,,',   jy  =  -4.„  (7,,  -f  A^^G^i  —  2A^^C^^ , 

so  reducirt  sich  die  Determinantengleichung,  wenn  sie  entwickelt  wird,  auf 
BX^  -f  (—  ö  -f  i?!,«)  X«  +  -D'  =  0.    Die  Bedingungen  für  die  Stabilität  sind  daher: 

(1)  D'  muss  positiv  und  (2)  ^j,"— D"  muss  positiv  und  grösser  als  ^yDD' 
sein.    Siehe  §  113. 

§  122.  Säte  IL  Die  Anzahl  der  Coordinaten  mag  sein,  welche  sie  will,  die 
stationäre  Bewegung  kann  jedenfalls  nur  dann  stabil  sein,  wenn  alle  Werthe  von  X', 
welche  die  Determinantengleichung  liefert,  reell  und  negativ  sind.    Der  CoefQcient 
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der  höchsten  Potenz  von  X*  (§  120)  ist  positiv;  folglich  ist  auch  das  von  X*  un- 
abhängige Glied  positiv.  Daraus  schliessen  wir,  dciss  die  statiouäre  Bewegung  nur 
dann  stabil  sein  kann,  wenn  die  Determinante  des  quadraüschen  Ausdrucks 

2C=  —  ^naj'—  2Ci^xy  —  C?„y'--  .  .  . 
positiv  ist. 

%  128.  Satz  III.  Es  möge  n  Coordinaten  geben  und  J  die  Determinante 
in  §  112  sein.  Beginnt  man  mit  dieser  Determinante,  so  lässt  sich  eine  Reihe 
von  Determinanten  bilden,  von  denen  jede  aus  der  vorhergehenden  durch  Weg- 
lassen der  ersten  Horizontal-  und  ersten  Verticalreihe  hervorgeht.  Wir  wollen 
sie  mit  J^,  J^^  etc.  bezeichnen.  Die  Determinante  J  wird  nicht  geändert,  wenn 
man  sie  mit  einer  Verticalreihe  von  Nullen  rechts  und  mit  einer  horizontalen 
Beihe  von  Nullen  unten  rändert,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Einheit  in  die  Ecke 
setzt.    Man  kann   daher  z/.=»  1   annehmen.     Wir   erhalten   so  eine  Reihe  von 

Determinantenfunctionen  von  1',  die  der  früher  in  §  58  in  Verbindung  mit  der 
Lagrang  ersehen  Determinante  benutzten  analog  ist. 

Wir  wollen  nun  in  diese  Determinantenreihe  einen  negativen  Werth  von  X* 
einsetzen  und  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  zählen.  Wenn,  bei  dem  Uebergang 
des  X*  von  X*=  —  a  zu  X*=  —  |J,  %  Zeichenwechsel  verloren  gehen,  so  ist  die 
AmM  reeller  Wurzel  zwischen  —  a  und  —  ß  entweder  genau  gleich  %  oder  über- 
steigt %  um  eine  grade  Zahl. 

Um  es  zu  beweisen,  seien  T^j,  T^,,  etc.  die  Minoren  der  verschiedenen 
Elemente  der  Determinante  J.  Wir  bemerken,  dass  sich  J,,  durch  Aenderung 
des  Vorzeichens  von  X  in  t^^  verwandelt.  Wenn  daher  /^  «»  ^C^*)  +  ^'^Q'^  i^t, 
so  hat  man  I^^  :=»  ^^^  —  ^"^ (}■*)'  ^^^  Product  /],  i,i  ist  daher  filr  alle  nega- 
tiven Werthe  von  X^  nothwendiger  Weise  positiv.  Es  folgt  daraus  auch,  dass, 
wenn  Jj,  für  einen  negativen  Werth  von  i*  verschwindet,  auch  i,i  für  denselben 
Werth  von  i*  Null  wird. 

Beginnt  man  mit  der  Gleichung  z/z/,  =  /j,  J,j  —  Iitlti>  so  ^^^  der  weitere 
Verlauf  des  Beweises  dem  Beweis  des  entsprechenden  Satzes  für  die  Lagrange- 
sche  Determinante  (§  58)  so  sehr  ähnlich,  dass  es  wohl  nicht  nöthig  ist,  ihn  hier 
durchzuführen.    Wir  gehen  daher  gleich  zu  den  folgenden  Anwendungen  über. 

§  124.  Satz  IV.  Die  Goefßcienten  der  höchsten  Potenzen  von  X'  in  der 
Determinantenreihe  z/,  J^,  etc.  sind  die  Determinanten  der  Function  zweiten  Grades 
A  (§  120)  und  daher  nothwendiger  Weise  positiv.  Die  Vorzeichen  der  Determinanten- 
reihe sind  daher  für  1'  =  —  oo  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Sind  femer  alle 
Determinanten  der  Function  zweiten  Grades  20=  —  C^^x^ — "iC^^xy — C„y" — etc. 
positiv,  so  sind  die  Vorzeichen  der  Determinantenreihe  für  X'^^O  sämmtlich 
positiv.  Daher  ist  die  volle  Anzahl  von  Zeichenwechseln,  nämlich  n,  bei  dem 
Uebergang  von  X'  =  —  oo  zu  X"  =  0  verloren  worden.  Aus  dem  eben  bewiesenen 
Satz  ergibt  sich  mithin  unmittelbar,  dass,  wenn  die  Function  zweiten  Grades  C 
eine  definite  positive  Function  ist,  alle  Wurzeln  der  Determinantengleichung  reell 
und  negativ  sind. 

Man  kann  statt  dessen  auch  sagen:  Wenn  die  Fimction  zweiten  Grades  C  für 
alle  Verruckwngen  aus  der  stationären  Bewegung  ein  Minimum  wird,  so  ist  die  sta- 
tionäre Bewegung  sUibil. 

§  125.  Wenn  dieser  Fall  eintritt,  so  sind  die  sämmtlichen  Wurzeln  jeder 
Determinante  der  Beihe  jd,  /^^,  etc.  reell  und  negativ  und  die  Wurzeln  einer  jeden 
trennen  die  der  vorhergehenden  Determinante. 

Dies  folgt  aus  der  Art,  wie  der  Beweis  bei  der  Discnssion  der  Lagrang  ersehen 
Determinante  geführt  wurde. 
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§  126.  Satz  F.  Gleiche  Wurzeln.  Bie  Existenz  gleicher  Wurzeln  zeigt  in 
der  Begel  an,  dass  sich  Glieder  in  der  Auflösung  befinden,  die  t  als  Factor  ent- 
halten; in  einem  späteren  Kapitel  wird  aber  gezeigt  werden,  dass  dies  nicht  der 
Fall  ist,  wenn  die  ünterdeterminanten  yon  J  ebenfalls  Null  sind. 

Man  nehme,  wie  in  dem  vorigen  Satz,  an,  die  volle  Anzahl  von  Zeichen- 
wechseln sei  bei  dem  üebergang  von  i"  =  —  oo  zu  Z*  =  0  verloren  worden.  Es 
lässt  sich  dann,  wie  in  dem  entsprechenden  Satz  bei  der  Lagrange 'sehen  De- 
terminante, zeigen,  dass,  toenn  die  Grunddeterminanle  r  gleiche  Wurzeln  hat,  jeder 
erste  Minor  r  —  1  Wurzeln  besitzt,  die  jeder  von  ihnen  gleich  sind,  jeder  zweite 
r  —  2 ,  die  jeder  der  vorigen  gleich  sind  und  so  fort. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Existenz  gleicher  Wurzeln  lediglich  auf  eine 
entsprechende  Unbestimmtheit  der  Coef&cienten  der  Hauptschwingung  hinweist, 
welche  sich  aus  diesen  gleichen  Wurzeln  ergibt. 

So  haben  wir,  in§115,  n  —  1  unabhängige  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Verhältnisse  der  Coef&cienten  X,  itf,  etc.  einer  Exponentialgrösse.  Sind  aber 
r  gleiche  Wurzeln  vorhanden,  so  haben  wir  nur  n  —  r  unabhängige  Gleichungen, 
und  r  CoefQcienten  bleiben  unabhängig. 

§  127.  Satz  VI.  Entfernt  man  die  Glieder,  welche  die  Centrifagalkräfte 
enthalten,  so  hat  die  übrigbleibende  Determinante  dieselbe  Form  wie  die 
Lagrang  ersehe.  Wir  haben  so  zwei  Determinantengleichungen,  von  denen  jede 
für  ihren  besonderen  Zweck  als  eine  Gleichung  zur  Ermittlung  von  X*  angesehen 
werden  kann.  Aus  einer  jeden  lässt  sich  eine  Reihe  von  Determinanten  auf  die 
in  §  58  angegebene  Art  ableiten.  Zählt  man  die  Anzahl  von  Zeichenwechseln 
f^  1'  :s  —  oo  und  X'  »>  0 ,  so  muss  offenbar  jede  der  beiden  Reihen  denselben 
Verlust  aufweisen.  Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  mit  den  Gentrifugalkrftften 
mindestens  eben  soviele  negative  Wurzeln  haben  muss,  als  die  entsprechende 
Lagrange 'sehe;  hat  sie  aber  mehr,  so  muss  der  üeberschuss  eine  grade  Zahl 
sein.  Sind  daher  alle  Wurzeln  der  entsprechenden  Lagrang  ersehen  Determinanten 
negativ,  so  sind  auch  alle  Wurzeln  der  Gleichung  mit  den  Centrifugalkräften  reell 
und  negativ.  Die  Wirkung  der  Centrifugalkräfte  besteht  daher  im  Allgemeinen 
darin,  dass  sie  die  Stabilität  veigrössem. 

Das  Wesentliche  dieses  Abschnittes  findet?  man  theils  in  einer  Abhandlung 
des  Verfassers,  die  durch  die  London  Mathenuxtical  Society,  1875  veröffentlicht 
wurde,  theils  in  des  Verfassers  Essay  on  the  Stabüity  of  Motion,  1877. 

§  128.  Der  Bildpniikt.  Hat  ein  dynamisches  System  nicht  mehr  als  drei 
Coordinaten,  so  lässt  sich  seine  Schwingung  geometrisch  darstellen.  Diese  un- 
abhängigen Goordinaten  seien  x,  y,  z.  Betrachten  wir  sie  als  die  Cartesischen 
Coordinaten  eines  Punktes  P,  so  fuhrt  offenbar  die  Aufeinanderfolge  der  ver- 
schiedenen Lagen,  welche  der  Punkt  P  einnimmt,  dem  Auge  die  Bewegung  des 
Systems  vor.  Der  Punkt  kann  der  Bildpwnkt  genannt  werden.  Wie  wichtig 
er  ist,  geht  auch  aus  dem  Gebrauch  hervor,  der  schon  früher  in  §  80  von  ihm  ge- 
macht wurde. 

§  129.  Schwingiuig  nm  die  Gleichgewiehtslage.  Vorerst  nehmen  wir  an, 
das  System  schwinge  um  eine  Gleichgewichtslage  und  vollführe  eine  Haupt- 
schwingung. Während  der  Bewegung  stehen  dann  die  Coordinaten  x,  y,  z  in 
constantem  Verhältniss  zu  einander  (§  58).  Die  Bahn  des  Bildpunktes  ist  folg- 
lich eine  durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Gerade.  Wird  die  Schwingung 
durch  den  Typus  sin  (pt  -{-  a)  definirt,  so  hat  man  femer  (nach  §  56)  «"  =  — p^x, 
y"  =  jp*y,  etc.  Der  Bildpunkt  schunngt  daher  in  einer  Geraden  mit  einer  J5e- 
schleunigung ,  die  nach  dem  Coordinatenanfang  gerichtet  ist  und  dem  Abstand  von 
ihm  proportional  ist. 
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§  130.  um  die  Lage  dieser  Geraden  zu  finden,  sei  die  lebendige  Kraft  T 
und  die  Eräftefunction  ü  durch 

ST- Aiaj'*+  2^i,aj'y'  +  etcl 
2(^7— üo)=  (7„a:«  +  2Ci,a?y  +  etc./ ^^ 

gegeben.  Nach  den  L  ag  ränge 'sehen  Gleichungen  erhält  man,  da  a;"«:  — p^x,  etc.  ist, 

—  p*  {A^^x  +  Ä^^y  +  etc.)  =- C^^x  +  C^^y  +  etoA 

Indem  wir   die  Accente  in  T  und   das  constante  Glied  U^  weglassen,   woUen 
wir  setzen 

2Ä  =  ^1 Ä«  +  2A^^xy  +  etc.  1 
—  2C=  Ciia;«+2Ci,a;y  +  etc.J ^  ^' 

Wir  construiren  femer  die  beiden  Flächen  zweiten  Grades  A  =^  u,  C  ^^  y, 
worin  a  und  y  beliebige  Constante  sind.  Das  Gentrum  dieser  Flächen  liegt  im 
Coordinatenanfang  und  beiden  ist  ein  System  conjugirter  Durchmesser  gemein- 
schaftlich, das  man  auf  folgende  Art  finden  kann.  Es  seien  x,  y^  z  die  Gartesischen 
Goordinaten  eines  Punktes,  der  auf  einem  der  drei  conjugirten  Durchmesser  liegt. 
Da  nun  die  Diametralebenen,  die  diesem  Durchmesser  conjugirt  sind,  in  den 
beiden  Flächen  zweiten  Grades  einander  parallel  sind,  so  haben  wir 


dA     dc 

dA       dC 

dA     dc 

^dx  "^ dx' 

^dy  "dy' 

^dz  "dz 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  denen  unter  (2),  so  ergibt  sich,  dass  der 
Büdpwikt  P,  wenn  dcis  System  eine  Hauptsehwingung  ausfuhrt,  in  einem  der  ge- 
meinsehafUichen  conjugirten  Durchmesser  der  Flächen  zweiten  Chrades  schwingt. 

§  131.  Nach  dem  Eul  er 'sehen  Theorem  über  homogene  Functionen  ist 
y^A  ^=^  C.  Wendet  man  dieselbe  Schluss weise  auf  die  Gleichungen  (2)  an,  so 
erhält  man  p^A  »=  G ;  daher  ist  y,  »=  p^.  Der  Durchmesser,  auf  welchem  sich 
der  Bildpunkt  bewegt,  möge  die  Flächen  zweiten  Grades  A=^  u  und  C  ^^  y 
in  den  Punkten  D  und  D'  treffen  und  0  der  Goordinatenanfang  sein.  Bringt 
man  nun  P  nach  D,  so  ist  J.  »  a  und  C  »  (OB/OD^y,  da  C  eine  homogene 
Function  ist. 

Daraus  folgt  p^  =  (OD/ODy  y/a.  Der  Werth  van  2n/p  gibt  die  Schwingungs- 
periade an,  welche  einem  gemeinschafUichen  conjugirten  Durchmesser  ODD*  entspricht 

§  132.  Die  Fläche  zweiten  Grades  G^^y  besitzt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn 
x,  y,  z  die  Goordinaten  eines  Punktes  P  auf  ihrer  Oberfläche  in  Bezug  auf  be- 
liebige Axen  sind,  die  durch  eine  solche  Yerrückung  aus  der  Gleichgewichtslage 
yerrichtete  Arbeit  constant  und  gleich  —  y  ist. 

§  138.  Als  Beispiel  zu  dieser  geometrischen  Analogie  wollen  wir  das  folgende 
Problem  betrachten.  Ein  starrer  Körper,  der  sich  frei  um  einen  festen  Punkt  O 
bewegen  kann,  steht  unter  der  Wirkung  beliebiger  Kräfte  und  macht  kleine 
Sckwi,%gwngen  um  eine  Gleichgewichtslage;  man  finde  die  Hauptschwingungen. 

OA,  OB,  OG  seien  die  Lagen  der  Hauptaxen  in  der  Gleichgewichtslage; 
OA',  OB*,  OC'  ihre  Lage  zur  Zeit  t.  Die  Lage  des  Körpers  werde  durch  die 
Winkel  (1)  zwischen  den  Ebenen  AOC,  AOC',  (2)  den  Ebenen  50C,  POC  und 
(3)  den  Ebenen  COA,  GOA'  definirt.  Sie  mögen  bez.  0,  9,  ^  heissen.  0,  97,  ^ 
sind  alsdann  Winkelverrückungen  des  Körpers  um  OA,  OB,  OG.  Nimmt  man 
sie  bei  der  geometrischen  Analogie  zu  Goordinatenaxen,  so  stellt  eine  kleine  Ver- 
schiebung von  P  von  dem  Goordinatenanfang  nach  dem  Punkt  x  =  d,  y  =  (p,  z^^^^lf 
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eine  Drehung  des  Körpers  um  die  von  P  beschriebene  Gerade  dar,  deren  Grösse 
durch  den  von  P  durchlaufenen  Abstand  gemessen  wird. 

Sind  Jj ,  i, ,  /,  die  Haupttragheitsmomente  für  0,  so  ist  die  lebendige  Kraft 
des  Körpers  offenbar  durch 

gegeben.  Setzt  man,  wie  zuvor,  x,  y,  z  fui  6*,  q>\  ip\  so  ist  die  Fläche  zweiten 
Grades  T »» a  oder  A^=a  augenscheinlich  das  Tragheitsellipsoid  für  den  festen 
Punkt. 

Die  Arbeit  der  Kräfte  bei  dem  U  ebergang  der  Coordinaten  von  Null  zu 
ö,  gj,  0^  oder  jj,  y,  z  möge  durch 

2  (7=  Cii  ac*  +  2  Cj,  xy  +  etc. 

gegeben  sein.  Alsdann  ist  der  Analogie  zufolge  die  Arbeit  bei  der  Bewegung 
von  P  auf  einem  Radiusvector  OD'  der  Fläche  zweiten  Grades  M=  —  y  oder 
C=y  gleich  — {OPjOB'Yy.  Diese  Fläche  zweiten  Grades  besitzt  daher  die 
Eigenschaft,  dass  die  Arbeit  der  Kräfte  bei  der  Drehung  des  Körpers  durch  einen 
gegebenen  Winkel  um  einen  beliebigen  Radiusvector  dem  reciproken  Quadrat 
dieses  Radiusvectors  proportional  ist.  Soll  das  Gleichgewicht  stabil  sein,  so  muss 
die  Arbeit,  welche  bei  einer  Rotation  um  einen  beliebigen  Durchmesser  verrichtet 
wird,  negativ,  die  Fläche  zweiten  Grades  also  ein  Ellipsoid  sein. 

Aus  dem  allgemeinen  Satz  ergibt  sich  jetzt,  dass  der  Körper  eine  Haupt- 
Schwingung  ausfuhrt,  wenn  er  um  einen  der  drei  conjugirten  Durchmesser  des  Trag- 
heitsellipsoids  schwingt  und  dieses  Ellipsoid  ü=  —  y  ist  und  dass  der  Körper  fort- 
fährt zu  schwingen,  ah  ob  dieser  Durchmesser  im  Baum  festläge. 

Die  Fläche  zweiten  Grades  U  hat  man  das  Potenttäldlipsoid  genannt.  Der 
Name  rührt  von  Prof.  Ball  her,  der  zu  dem  eben  bewiesenen  Satz  durch  eine 
andere  Schlussweise  kam.    Siehe  seine  Theory  of  Screws,  Art.  126. 

§  134.  Schwingangen  nm  die  stationäre  Bewegung.  Zur  Bestimmung  der  Be- 
wegung des  Bildpunktes  müssen  wir  auf  die  Bewegungsgleichungen  in  §  111 
zurückgreifen.  Da  dasselbe  Verfahren  wie  in  §  131  eingehalten  werden  muss, 
so  brauchen  wir  nur  das  Resultat  festzustellen.  Haben  die  Symbole  A  und  C  die- 
selbe Bedeutung,  wie  zuvor,  so  wird  die  Bahn  des  Bildpunktes  durch  die  Glei- 
chungen gegeben: 

Ap'-C^ß, 

[{A,,E,,^A,,E,,-\-A,,E,,)x-\-eic.]p'+[(C,,E,,-C,,E,,  +  C,,E,,)x+et^^^ 

Die  Bahn  des  Bildpunktes  ist  daher  der  ebene  Schnitt  einer  Fläche  zweiten 
Grades.  Daraus  schliessen  wir,  dass  der  Bildpunkt,  wenn  das  System  eine  Haupt- 
schwingung um  einen  Zustand  stationärer  Bewegung  ausfuhrt,  eine  Ellipse  be- 
schreibt. Die  Ellipse  wird  mit  einer  Beschleunigung  beschrieben,  die  nach  dem 
Centrwm  gerichtet  und  dem  Abstand  von  ihm  proportional  ist.  Die  Zeitperiode  ist 
der  Definition  zufolge  bei  der  Ellipse  dieselbe,  wie  die,  in  welcher  das  System  seine 
Hauptschwingung  ausführt. 

§  135.  Beisp.  1.  Man  zeige,  dass  die  drei  Ebenen  dieser  harmonischen 
Ellipsen  derselben  Geraden  conjugirte  Diametralebenen  in  Bezug  auf  die  drei 
Flächen  zweiten  Grades  sind,  die  durch  Ap*  —  (7=p  dargestellt  werden,  worin 
p*  einen  der  drei  durch  die  JBewegungsdeterminante  gegebenen  Werthe  hat.  Die 
Richtungscosinusse  dieser  Geraden  sind  J^,,,  — E^^,  E^^  proportional;  man  kann 
sie  die  Axe  der  centrifugalen  Kräfte  nennen. 

Beisp.  2.    Wenn 

x==^  A^pt-\- Ä  coBpt,    y  =  .Bsinpi-}-.B' cospi,    «?=  (7sinp^-f- C  cospi 
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die  Coordinaten  eines  in  Beweg^nng  befindlichen  Punktes  sind,  durch  direcie  Eli- 
mination von  t  zu  beweisen,  dass  seine  Bahn  der  ebene  Schnitt  einer  Fläche 
zweiten  Grades  ist. 

§  136.  Die  Benutzung  des  Bildpunktes  zur  Yeranschaulichung  der  Bewegung 
des  Systems  könnte  TieUeicht  etwas  gesucht  erscheinen,  wenn  es  nicht  einen  noch 
näheren  Zusammenhang  zwischen  dem  Punkt  und  der  Bewegung  g&be.  Nimmt 
man  n&mlich  an,  das  System  schwinge  um  eine  Gleichgewichtslage  und  vertauscht 
die  Coordinaten  x^y,  z  mit  andern  £,  i],  ^,  so  dass 

A^,x*+  2A.^Y  +  etc.  =  r*+ ii'*+  r» 

wird,  so  nehmen  die  Bewegungsgleichungen  eine  einfiEu;he  Form  an  und  werden 
solche  für  einen  einzelnen  Punkt,  dessen  Masse  die  Einheit  ist  und  an  dem  Ejräfte 
mit  einer  bekannten  Eräfbefunction  U  angreifen.  Wählt  man  daher  die  Coordi- 
naten auf  die  richtige  Art  aus,  so  Icissen  sich  gewisse  Bewegtmgsarten  vollständig 
dadurch  ermitteln,  dass  man  das  System  durd^  seinen  materiellen  BUdpunht  ersetzt. 
Bei  andern  Bewegungsarten  müssen  dem  Massenpunkt  Zwangsbedingungen  auferlegt 
werden,  wenn  er  die  Bewegung  darstellen  soll.  Der  einzelne  Massenpunkt,  den 
Fresnel  in  seiner  Theorie  der  doppelten  Strahlenbrechung  benutzt,  ist  in  Wirk- 
lichkeit der  materielle  Bildpunkt;  man  muss  ihn  imaginären  Zwangsbedingungen 
unterwerfen,  damit  seine  Bewegung  die  des  Mittels  darstelle. 

Ausführlicher  wird  die  Theorie  des  Bildpunktes  in  der  schon  erwähnten 
Sidbilüy  of  motion  behandelt. 


Bouth,  Dynamik.  II. 


Kapitel  IV. 

Die  Bewegung  der  Körper,  an  denen  keine  Kräfte 

angreifen. 

Die  Integration  der  Enler'sclien  Gleiclmngen. 

§  137.    Die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt  zu  be- 
stimmen, teenn  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden  sind. 
Die  Euler 'sehen  Gleichuagen  sind 

^  ^JH  _  (B  -  0)  a,,«,  =  0 

multiplicirt   man   sie   mit   (o^^  m^   bez.   m^^   addirt  und   integrirt^    so 
erhält  man 

^aii^+J5V+C(03^=r (1), 

worin  T  eine  willkürliche  Gonstante  bezeichnet. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  femer  mit  ÄcHi,  B(o^  bez.  Co^^ 
so  wird  ähnlich 

^V*+-B*<+C^Ö8*=ö' (2), 

unter  G  eine  beliebige  Gonstante  verstanden. 
Um  ein  drittes  Integral  zu  erhalten^  sei 

V+ »,»+<  =  «>* (3), 

daher  „^  ^ +  „,_«  + „,^  ==«,  _; 

multiplicirt  man  die  ursprünglichen  Gleichungen  mit  mJAy  mJBy  ioJC 
und  addirt^  so  ergibt  sich 


CO 


dm        (B  —  C.C-^A.A  —  BX  ... 


_        {B-C)(C-^A){A^B) 
ABC »1 0,(03 
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Lost  man  aber  die  Gleichungen  (1),  (2)^  (3)  auf,  so  findet  man 


d 


s 


BG 


1        {A^C){A-B) 


zr«^-(-^  +  «^ 


(a 


1 


CA 


(5), 


((7_B)(C-^) 

worin  Aj  =  — ^^ — '^^~J ^^^  ^^^  ähnliche  Ausdrücke  für  A,  und  Aj 

gelten.     Substituirt  man  in  Gleichung  (4)^  so  wird 

iof^^viiT^^w^^^'^^H^r^^-  ■  ■  •  (6)- 

Die  Integration  der  Gleichung  (6)^)  kann  man  auf  ein  elliptisches 
Integral  zurückfCihren.  In  zwei  Fällen  lässt  sie  sich  in  endlichen 
Gliedern  ausführen^  nämlich  wenn  Ä=^  B  und  wenn  C^  «=  TB  ist^ 
worin  B  weder  die  grösste  noch  die  kleinste  der  drei  Grossen  Ä^  Bj  C 
ist.     Weiter  unten  werden  beide  Falle  discutirt  werden. 

§  138.  Im  Allgemeinen  wird  angenommen  werden,  dass  Ä,  B,  C  der  Grösse 
nach  aufeinander  folgen,  so  dass  Ä  grOsser  als  B  und  B  grösser  als  C  ist.  Die 
Aze  von  B  sei  also  die  Axe  des  mittleren  Momentes.  Durch  Elimination  von  m^ 
aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  erhält  man  die  Gleichung 

AT  —  G* ^ B (A  —  B)<D^*  +  C{Ä^  C)iOj,*, 

welche  ihrem  Wesen  nach  positiv  ist.  Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass 
CT — G*  negativ  ist.  Die  Grösse  G^/T  kann  daher  irgend  einen  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  Tiügheitsmoment  liegenden  Werth  haben. 

Die  drei  Grössen  X^,  2,,  il,  in  §  137  sind  sämmÜich  positiv;  denn  daraus, 
dass  B-^-C  —  A  positiv  und  G*/T<^A  ist,  folgt,  dass  ilj  positiv  sein  muss.  Jeder 
der  Zähler  von  2,  und  l^  ist  grösser  als  der  von  X^  und  daher  positiv;  die  Nenner 
sind  auch  positiv;  folglich  ist  sowohl  2,  als  2,  positiv.    Femer  hat  man 

ABC{li  —  2,)  —  {TC—  G*)  {A  —  B) 

und  ähnliche  Ausdrucke  ftir  2,  —  2,  und  2,  —  2^ .  Daraus  ergibt  sich  leicht,  dass 
von  den  drei  Grössen  2,  2,  am  grössten  und  entweder  2^  oder  2,  am  kleinsten  ist, 
je  nachdem  g^/T  grösser  oder  kleiner  als  B  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (6)  folgte  dass  a>*  während  der  Bewegung  zwischen  2, 
und  dem  grösseren  der  Werthe  von  2^  und  2,  liegen  muss. 

§  189.  Die  Kirchhoff'sehe  Lösvilg.  Die  Auflösung  durch  elliptische  Inte- 
grale hat  Eirchhoffin  der  folgenden  Art  ausgeführt.    Setzt  man 


1)  Euler's  Integration  der  Gleichungen  wird  von  Prof.  Cayley  in  Bd.  9  des 
Quaterly  Journal^  S.  361  gegeben.  Die  Eirchh  off 'sehen  und  Ja  c  ob  i 'sehen  Inte- 
grationen mittelst  elliptischer  Functionen  gibt  in  verbesserter  Form  Prof.  Green- 
hin  in  Bd.  14,  S.  182  und  265,  1876.  Die  Eirchhoffsche  Integration  findet 
man  in  seinen  „Vorlesungen  über  mathematische  Physikf^  Leipzig  1876,  S.63  u.  ff., 
die  Jacobi'sche  in  dem  Jownuü  für  die  reine  %md  angewandte  Mathematik  (Grelle), 
Bd.  89,  S.  288  u.  «F. 
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^(g,)  =  |/l— jfc«Bin«9,        F(q>) 


V  1/1  —  *•  Bin«  9 ' 


0 

so  heisst  k  der  Modulos  von  ¥  und  muss  kleiner  als  die  Einheit  sein,  wenn  ¥ 
für  alle  Werthe  von  9  reell  sein  soll.  Die  obere  Grenze  9  wird  die  Amplitude 
des  elliptischen  Integrals  ¥  genannt  und  gewöhnlich  „am  J^^  geschrieben.  Dem 
entsprechend  schreibt  man  sin  am  JP,  cos  am  ¥  und  /i  am  ^  far  sin  9,  cos  9  und 

^(9). 

Durch  Differentiation  erh&lt  man 


^C0S9  dfD  ^,    . 

^•p    =  —  sm  9  ^^  =  —  sm  9-^(9) 

dsincp  dw  . 

^j»    =  COS  9  ^  =  cos  9^ (9) 

dzl  (9)  Ä;' sin  9  cos  9  ^9  ,«   . 


(!)• 


Diese  Gleichungen  lassen  sich  mit  den  Euler' sehen  dadurch  identisch  machen, 
dass  man  setzt: 

F  aa  X  (t  —  t)    und    Oj  »  a  ^  am  I  (^  — t) 

(D,  s  &  sin  am  il (t  —  %)\     •     •     •     -    (2), 
«j  =  c  cos  am  X  (t  —  t)  , 

C     ^      ah'  B     ^      ca'  A       ^       *    fcc    '     '    ^  ^* 

Wir  haben  hier  sechs  neue  Constanten  eingeführt,  nämlich  a,  &,  c,  1,  ib  und 
r.  Mit  ihnen  kann  man  den  drei  letzten  Gleichungen  und  ebenso  beliebigen  An- 
fangswerthen  Ton  «i,  <d,,  od,  genügen.  Ist  die  Auflösung  reell,  so  ist  sie  auch 
Yollständig. 

Wird  t  »==  r,  so  erhält  man  aus  (2),  m^  »»  a,  o>,  «  0,  o,  =  c.  Daher  nach 
§  1S7 

^a«  +  Cc«  =  r,    ^«o«  +  C«c«  —  ö«, 
folglich 

^  '^  A(A--C)'    ^^C{A--C)' 

Dividirt  man  die  zweite  der  Gl.  (8)  durch  die  erste,  so  wird 

6«      A  —  CC        .        ,        AT--G* 
c^'^T^Tbb'     ^^"^  ^  "^  B{A--By 

und  durch  Multiplication  der  ersten  der  Gl.  (8)  mit  der  zweiten 

{A-^B){G^^CT) 
""  ABC 

Die  rechten  Seiten  von  (8)  verhalten  sich  wie  c':&':Ä;*a'  und  diese  Verhält- 
nisse sind  eben  gefunden  worden.  Wählt  man  daher  die  Vorzeichen  von  a,  5,  c,  X 
so,  dass  sie  einer  der  drei  Gleichungen  genügen,  so  fahren  auch  die  Vorzeichen 
der  andern  zu  keinen  Widersprüchen. 

Durch  Division  der  letzten  der  Gl.  (8)  durch  eine  der  beiden  andern  erhält  man 
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Wenn  G^^  BT  ist  und  J.,  B,  C  der  Grösse  nach  absteigend  geordnet  sind,  so 
sind  die  Werthe  von  a*,  6*,  c*  und  X'  sämmtlich  positiv.  Auch  k*  ist  positiv  und 
kleiner  als  die  Einheit.    Die  Auflösung  ist  daher  reell  und  vollständig. 

Ist  dagegen  G'  <^  J9  T,  so  muss  man  annehmen,  A^  £,  C  seien  der  Grösse  nach 
in  aufsteigender  Reihenfolge,  um  eine  reelle  Lösimg  zu  erhalten.  Poinsot  sagt, 
wie  wir  gleich  hier  anfuhren  wollen  und  wie  etwas  weiter  unten  erkl&rt  werden 
wird,  der  Ausdruck  fOx  co^  in  dieser  Lösung  sei  als  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Hauptaxe  anzusehen,  welche  von  der  Polodie  eingeschlossen  wird. 

Ist  ö«  =  5  T,  so  wird  k*  =  1  und 


F^  /^»llogLt^,       also  si 
t  C08  (p       »     °  1  —  sm  9 


Sin  am  jT  s 


F  I    ^— F 


c'  +  c 

0 

Substituirt  man  in  die  Gleichungen  (2),  so  werden  die  elliptischen  Functionen 
Exponentialgrössen. 

Ist  J5  =  0,  so  hat  man  ä;*  =  0  und  F«=y,  daher  bjoclF^F,  Substituirt 
man  wieder  in  die  Gleichungen  (2),  so  werden  die  elliptischen  Functionen  trigono- 
metrische. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Auflösung  wird  etwas  weiter  unten  er- 
klärt werden. 


Die  Poinsot'sclie  und  Mac  Cullagli'sclie  Construction  für 

die  Bewegung. 

§  140.  Die  Fundamentalgleichuiigen  für  die  Bewegung  eines 
Korpers  Ufa  einen  festen  Punkt  sind 

^  V' + -B*<  +  C^ß'a*  =  G^ (1), 

^V  +  B(0g^  +  Cai8*=T (2). 

Wir  haben  sie  bereits  aus  den  Euler 'sehen  Gleichungen  durch  Inte- 
gration abgeleitet,  sie  folgen  aber  auch  leicht  aus  den  Principien  der 
Flachen  und  der  lebendigen  Kraft. 

Der  Körper  möge  durch  ein  Momentanpaar  in  Bewegung  gesetzt 
werden^  dessen  Moment  G  ist.  Aus  Bd.  1,  Kap.  6  wissen  wir  dann^ 
dass  während  der  ganzen  nun  folgenden  Bewegung  das  Moment  der 
Bewegungsgrösse  um  jede  im  Baum  festliegende  Gerade,  welche  durch 
den  festen  Punkt  0  geht,  constant  und  dem  Moment  des  Paares  G 
um  diese  Linie  gleich  ist.  Nach  §  10  sind  nun  die  Momente  der 
Bewegungsgrösse  um  die  Hauptaxen  in  irgend  einem  Augenblick 
ÄG>if  -Bfl^s;  Ccog.  Sind  a,  /),  y  die  Richtungswinkel  der  Normalen  auf 
der  Ebene  des  Paares  G  in  Bezug  auf  diese  Hauptaxen  als  Goordinaten- 

axen,  so  ist 

Am^  =  G  cos  a\ 

JBo),  =  Gcos/j| (3). 

C»,  =  G  cos  y] 

Durch  Addition  der  Quadrate  erhält  man  Gleichung  (1). 
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Während  der  nun  folgenden  Bewegung  ist  die  ganze  Bewegungs- 
grosse  des  Körpers  dem  Paar  G  äquivalent.  Es  ist  daher  klar^  dass, 
wenn  in  irgend  einem  Augenblick  auf  den  Körper  ein  Momentanpaar 
wirkte^  das  dem  Paar  G  gleich  imd  entgegengesetzt  ist^  der  Körper 
zur  Buhe  gebracht  würde. 

§  141.  Aus  der  Definition  in  Bd.  1,  Kap.  6  ergibt  sich,  dass  die 
Ebene  dieses  Paares  die  invariable  Ebene  und  das  Loth  auf  ihr  die 
invariable  Linie  ist.  Diese  Linie  liegt  im  Baum  absolut  fest  und  die 
Gleichungen  (3)  liefern  die  Bichtungscosinusse  dieser  Linie  in  Bezug 
auf  Axen,  die  sich  im  Korper  bewegen. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhellt  auch^  dass,  wenn  der  Korper  um 
eine  Axe  in  Botation  gesetzt  wird,  deren  Bichtungscosinusse  (l,  m,  n) 
in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  für  den  festen  Punkt  sind,  die  Bichtungs- 
cosinusse der  invariablen  Linie  Äly  Bm,  Cn  proportional  sein  müssen. 
Sind  die  Bezugsaxen  nicht  die  Hauptaxen  des  Körpers  für  den  festen 
Punkt,  so  sind  die  Bichtungscosinusse  der  invariablen  Linie  nach  §10 
Äl  —  Fm  —  J5?n,  Bm  —  Dn  —  Fl  und  Cn  —  El  —  Dm  proportional, 
worin  -4.,  F,  etc.  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  bezeichnen^). 

§  142.  Da  an  dem  Körper  keine  gegebenen  Kjnlfte  angreifen,  so 
bleibt  die  lebendige  Kraft  bekanntlich  während  der  Bewegung  constant. 
Es  ist  daher 

worin  T^)  eine  Gonstante  bedeutet,  die  durch  die  Anfangswerthe  von 
(0],  (»27  fo^  zu  bestimmen  ist. 

Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  reichen  wohl  hin,  die  Bahn  zu  be- 
stimmen, die  ein  jeder  Massenpunkt  des  Körpers  im  Baum  beschreibt, 
nicht  aber  die  Lage  zu  einer  gegebenen  Zeit. 

§  143.  Die  Poinsofsehe  Constrnetion.  Die  Poinsofsche  Dar- 
steihmg  der  Bewegtmg  mittelst  des  TrägheitseUipsoids  m  erJclären. 


1)  Dass  die  Grerade,  deren  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Haupt- 
axen x/Äa^  =^y/Ba^  ^^^z/Cw^  sind,  im  Baum  absolut  festliegt,  lässt  sich  auch 
anders  beweisen,  wenn  man  annimmt,  die  Gleichung  (1)  im  Texte  gelte.  Sind 
X,  y,  z  die  Goordinaten  eines  Punktes  P  der  Geraden  in  dem  gegebenen  Ab- 
stand r  vom  Coordinatenanfang,  so  ist  jeder  der  gleichen  Ausdrücke  in  der 
Gleichung  für  die  Gerade  gleich  r/G  und  daher  constant.  Die  Componente  der 
absoluten  Geschwindigkeit  von  P  im  Baum  parallel  zu  der  Momentanlage  der  x- 

Axe  ist  =  -jT  —  y ®8  +  ^®t  ~  77 1  -^  ~Jr  —  (i5  —  (7)  a>,  fflj  }  •    Dies   ist    aber  nach 

der  Eule  raschen  Gleichung  Null.    Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Compo- 
nenten  der  Geschwindigkeit  verschwinden,  die  den  andern  Axen  parallel  sind. 

2)  Man  beachte,  dass  in  diesem  Kapitel  T  die  doppelte  lebendige  Kraft  des 
Körpers  bezeichnet.  Bei  der  Behandlung  der  Lagrange 'sehen  Gleichungen  in 
Kapitel  II  war  es  empfehlens weither ,  durch  T  die  lebendige  Kraft  auszudrücken. 
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Man  nehme  an^  das  Trägheitsellipsoid  für  den  festen  Punkt  sei 
construirt  und  seine  Gleichung  sei 

Es  sei  r  der  Badiusvector  dieses  Ellipsoids,  der  mit  der  Momentanaxe 
zusammenfällt  und  p  das  Loth  Ton  dem  Mittelpunkt  auf  die  Berührungs- 
ebene in  dem  Endpunkt  von  r.  Femer  sei  cd  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Momentanaxe. 

Die  Gleichungen  der  Momentanaxe  sind  —  =  ^  =:  —  und  wenn 

*=*  fi»,         <D,         a>3 

{x^  ify  z)  die  Goordinaten  des  Endpunktes  der  Lange  r  sind,  so  ist  jeder 
dieser  Brüche  gleich  r/o).  Substituirt  man  in  die  Gleichung  des 
Ellipsoids;  so  wird 

(^(0,*  +  JB«,,«  +  C(03^  ^.  =  K,  daher  J  =  ]/|- 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  im  Punkt  {x^  y,  z)  ist 

Axl  +  Byri  +  Czi  =  K', 

substituirt  man  wieder  die  Werthe  Ton  {Xy  y,  d)y  so  erhalt  man  als 
Gleichungen  für  das  Loth  aus  dem  Goordinatenanfang 

I  n  t 

AtOy^         Bm^        C<o^ 

Dies  sind  aber  die  Gleichungen  der  invariablen  Linie.  Daher  liegt 
das  Loth  im  Baum  fest. 

Der  Ausdruck   für   die  Länge   des   auf  die  Berührungsebene   im 

Punkt  {Xy  y,  z)  gefällten  Lothes  ist  bekanntlich  -j  =  —  ^  .g^""""^ — "" ' 
Setzt  man  ein^  wie  zuvor^  so  erhält  man 

i  _  ^'«1*  +  -g*««'  +  <^«8*   !:!  _  ^    ^ 

also  p^  ^=^  K  w,  • 

Aus  diesen  Gleichungen  schliessen  wir: 

(1)  Die  WifiMgeschwifidiglceit  um  den  Badiusvector^  um  wdcken 
der  Körper  sich  dreht,  variirt  wie  dieser  Badiusvector. 

(2)  Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Loth  auf 
die  Beriihrungsebene  im  Endpu/nkt  der  Momenta/naae  ist  constant.  Dieser 
Satz  rührt  von  Lagrange  her. 

Denn  der  Gosinus  des  Winkels  zwischen  dem  Loth  und  dem 
Badiusvector  ist  p/r,  die  Gomponente  der  Winkelgeschwindigkeit 
daher  =  top/r  =  T/Q,  welches  constant  ist. 

(3)  Das  Loth  auf  die  Berührungsebene  in  defu  Endpmikt  der 
Momentanaxe  liegt  der  Bichtung  nach  fest,  indem  es  norfnal  auf  der  in- 
variablen Ebene  steht,  und  hat  constante  Länge, 


1)  Wir  setzen  der  Kürze  wegen  statt  Ms*  in  dem  Folgenden  überall  K 
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Die  Bewegung  des  Trägheitsellipsoids  ist  daher  der  Art^  dass  es 
bei  festliegendem  Gentrum  stets  eine  feste  Ebene  berührt  und  der 
Berührungspunkt^  der  in  der  Momentanaxe  liegt^  keine  Geschwindigkeit 
hat.  Die  Bewegwng  lässt  sich  mithin  dadwrch  darstellen,  dass  man  an- 
nimmiy  das  TrägheitseUipsoid  rotte  auf  der  festen  Ebene  und  sein  Cenbrum 
läge  dabei  fest. 

%  144.  Beisp.  1.  Wenn  auf  den  Köiper,^wählpnd  'S  sich  iiM^ewegtE^  be- 
findet, ein  Momentanpaar  wirkt,  dessen  Ebene  senkrecht  ziu:  invariablen  Linie  ist, 
zu  zeigen,  dass  das  TrägheitseUipsoid  auf  derselben  Ebene,  wie  zuvor,  zu  rollen 
fortfährt,  dass  aber  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  sich  ändßrty^  ^* 

Beisp.  2.  Wenn  eine  Ebene  durch  den  festen  Punkt  parallel  zur  invariablen 
Ebene  gelegt  wird,  zu  beweisen,  dass  der  Flächeninhalt  des  durch  diese  Ebene 
erzeugten  Schnittes  des  Trägheitsellipsoids  während  der  Bewegung  constant  bleibt. 

Beisp;  8.  Die  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  der  Endpunkte  der  Haupt- 
durchmesser des  Trägheitsellipsoids  von  der  invariablen  Linie  ist  während  der 
Bewegung  constant.    Diesen  Satz  verdankt  man  Poinsot. 

Beisp.  4.  Ein  Körper  bewegt  sich  um  einen  festen  Punkt  0  und  Kräfte 
greifen  nicht  an  ihm  an.    Man  zeige,  dass  die  Fläche,  deren  Gleichung 

in  Bezug  auf  die  Hauptazen  für  O  als  Goordinatenazen  ist,  und  die  man  sich  im 
Körper  construirt  denken  möge,  während  der  Bewegung  auf  einer  festen  Kugel  rollt. 

Beisp.  5.  Wenn  der  Körper  ein  dünner  Stab  ist,  der  sich  frei  um  seinen 
Schwerpunkt  0  als  festen  Punkt  drehen  kann,  so  ist  das  TrägheitseUipsoid  ein 
Kreiseylinder  (Bd.  1,  §  22).  Wenn  der  Stab  in  Rotation  um  eine  Grerade  Ol  ge- 
setzt wird,  die  nun  folgende  Bewegung  aus  der  Po  in  so  tischen  Construction  ab- 
zuleiten und  zu  zeigen,  dass  der  Stab  im  Baum  eine  Ebene  beschreibt. 

§  145.  Die  vorstehenden  Sätze  sind  unter  der  Annahme  bewiesen  worden, 
dass  die  Grössen  T  und  G  constant  seien,  sie  verlieren  aber  ihre  Bedeutung  nicht 
vollständig,  wenn  an  dem  Körper  Kräfte  angreifen  und  T  sowohl  als  G  veränder- 
lich werden.  Auch  dann  gilt  noch,  dass  in  jedem  Moment  während  der  Be- 
wegung die  Axe  des  resultirenden  Paares  der  Winkelbewegungsgrösse,  d.  h.  die 
invariable  Linie,  ihrer  Richtung  nach  mit  dem  Loth  auf  die  Ebene  zusammen- 
fällt, welche  das  TrägheitseUipsoid  in  seinem  Durchschnittspunkt  mit  der  Momentan- 
axe berührt.  Auch  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  invariable  Linie  ist  stets 
T/G,  wenn  auch  dieses  Yerhältniss  vielleicht  nicht  constant  ist.  In  jedem  Mo- 
ment sind  die  Werthe  der  lebendigen  Kraft  und  des  Paares  G  durch  die  Glei- 
chungen gegeben  ,    v  •     ^s 

t^k(^)\   %^k\,  G^K^. 

\r  /        T  p*  pr 

Umgekehrt  kann  man  die  Frage  aufwerfen,  welche  Bedingungen  wohl  für 
die  gegebenen  Kräfte  bestehen  müssen,  wenn  einer  der  Poinso tischen  Sätze 
während  der  Bewegung  gelten  soll.  Nehmen  wir  an,  der  Körper  stehe  unter  der 
Wirkung  eines  Paares  G,  dessen  Componenten  um  die  Axen  X,  M,  N  sind. 

§  146.  (1)  Prüft  man  den  Beweis  in  §  137,  nach  welchem  T  constant  ist,  wenn 
keine  Kräfte  an  dem  Körper  angreifen,  so  ist  ersichtlich,  dass 

y  -^-  =  icoi  -f  3f «,  -f  iV«,  =  Qa  cos  QOI 
ist,  worin    QOI  den  Winkel  angibt,   den  die  Axe  OQ  des  Paares  Q  mit  der 
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Momentanaxe  Ol  macht.  Daraus  folgt  immittelbar,  dass  T  constant  ist,  wenn 
das  Moment  der  gegebenen  Kräfte  um  die  Momentanaxe  stets  Null  ist.  Tritt 
dieser  Fall  ein,  so  ist  m  während  der  Bewegung  r  proportional. 

§  147.    (2)  Aus  §  139  ergibt  sich  femer  auf  dieselbe  Art 

worin  QOL  den  Winkel  zwischen  der  Axe  OQ  des  Paares  und  der  invariablen 
Linie  OL  bezeichnet.  G  ist  folglich  constant,  wenn  die  gegebenen  Kr&fbe  kein 
Moment  um  die  invariable  Linie  haben.  Kommt  dies  vor,  so  varürt  lo  während 
der  Bewegung  wie  das  Product  pr. 

§  148.  (8)  Die  Ebene,  welche  die  invariable  Linie  OL  und  die  Momentan- 
axe Ol  enthält,  kann  aus  dem  Bd.  1,  Kap.  V,  §  260  angegebenen  Grund  die  Ebene 
der  centrifugcUen  Kräfte  genannt  werden. 

Wir  sehen,  dass  beide  sowohl  T  als  (r  constant  sind,  wenn  die  Ebene  des 
gegebenen  Paares  mit  der  Ebene  der  centrifugalen  Ej:llfte  zusammenfällt.  Ist  dies 
der  Fall,  so  varürt  m  wie  r  und  p  ist  während  der  Bewegung  constant. 

BeiBp.  1.    Man  zeige,  dass 

-^^—'^^uxIOLsmQOLcosILQ 

ist,  worin  ILQ  den  Winkel  zwischen  den  Ebenen  10 L  und  QOL  bedeutet.  Es 
folgt  unmittelbar,  dass  p  und  daher  0*/T  constant  ist,  wenn  die  Projection  der 
Axe  des  gegebenen  Paares  auf  die  Ebene  des  Centrifagalpaares  die  invariable 
Linie  ist. 

Beisp.  2.  Man  zeige  auch,  dass,  wenn  die  Momentanaxe  nahezu  eine  Haupt- 
axe  ist,  die  Winkelverrückung  von  p  durch  das  Auftreten  des  kleinen  Factors 
lOL  nicht  klein  gemacht  wird.  Es  muss  auch  noch  einer  der  andern  Factoren 
klein  sein. 

§  149.  Die  Polodie.  Um  die  Bewegung  des  Körpers  besser  zu 
verstehen^  wollen  wir  annehmen^  die  Ebene  des  Paares  G,  welches  ihn 
in  Bewegung  setzt^  sei  horizontal.  Eine  Berührungsebene  möge  an  das 
Trägheitsellipsoid  parallel  zu  der  Ebene  des  Paares  gelegt  werden  und 
diese  Ebene  liege  im  Baum  fest.  Das  EUipsoid  roUe  nun  auf  dieser 
festen  Ebene,  wobei  sein  Centrum  festliege  und  es  eine  Winkel- 
geschwindigkeit habe,  die  wie  der  nach  dem  Berührungspunkt  gezogene 
Badiusvector  varürt,  und  führe  den  gegebenen  Körper  mit  sich.  Damit 
ist  die  Bewegung  construirt,  welche  der  Körper  ausführen  würde,  wenn 
man  nach  der  Anfangswirkung  des  Momentanpaares  G  ihn  sich  selbst 
überliesse^).     Siehe  Figur  1,  S.  106. 

1)  Prof.  Sylvester  hat  auf  eine  dynamische  Beziehung  zwischen  dem  frei 
rotirenden  EOrper  und  deq;i  „ellipeoidal  topf'^  wie  er  das  Poinsot'sche  Central^ 
ellipsoid  nennt,  hingewiesen.  Wird  ein  r^(JAffrieiler  ellipsoidischer  Kreisel  von 
gleichförmiger  Dichtigkeit  angefertigt,  der  dem  Po  in  so  tischen  Centralellipsoid 
ähnlich  ist,  und  wird  er  mit  festliegendem  Centrum  auf  einer  vollkommen  rauhen 
horizontalen  Ebene  zum  Bollen  gebracht,  so  stellt  er  die  Bewegung  des  frei 
rotirenden  EOrpers  nicht  nur  im  Raum,  sondern  auch  in  der  Zeit  dar.  Man  kann 
sich  denken^,  der  Körper  und  der  Kreisel  drehten  sich  beständig  in  jedem  Zeit- 
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Der  Berührungspunkt  des  EUipsoids  mit  der  Ebene,  auf  welcher 
es  rollt,  beschreibt  zwei  Curven,  die  eine  auf  der  Oberfläche  des 
EUipsoids,  die  andre  auf  der  Ebene.  Die  erste  liegt  im  Körper  fest 
und  heisst  die  Pohdie,  die  zweite  dagegen  im  Baum  und  wird  die 
Herpolodie  genannt.  Die  Gleichungen  einer  jeden  Polodie  in  Bezug 
auf  die  Hauptaxen  des  Körpers  lassen  sich  finden,  wenn  man  bedenkt, 
dass  die  Länge  des  Lothes  auf  die  Berührungsebene  an  das  EUipsoid 
für  jeden  Punkt  der  Polodie  constant  ist.  Nimmt  man  die  in  §  143 
für  dieses  Loth  gegebenen  Ausdrücke,  so  sind  die  Gleichungen  der 
Polodie  offenbar  ^, 

Ä^x"  +  JB«y»  +  C^ß^  =  ^% 

und  durch  Elimination  von  y 

A(A  —  B)x^+C(C  —  B)b^=  [^  —  b)k 

Ist  daher  B  die  Axe  des  grössten  oder  kleinsten  Trägheitsmomentes, 
so  sind  die  Vorzeichen  der  Coefficienten  Ton  x^  und  e^  gleich  und  die 
Projection  der  Polodie  daher  eine  Ellipse.  Ist  B  aber  die  Axe  des 
mittleren  Trägheitsmomentes,  so  ist  die  Projection  eine  Hyperbel^). 

Die  Polodie  ist  daher  eine  geschlossene  Gurve,  welche  um  die 
Axe  des  grössten  oder  kleinsten  Momentes  gezogen  wird,  und  dreht 
ihre  concave  Seite  entweder  der  Axe  des  grössten  oder  des  kleinsten 
Momentes  zu,  je  nachdem  G^/T  grösser  oder  kleiner  als  das  mittlere 
Trägheitsmoment  ist.  Die  Gh*enzlinie,  welche  die  beiden  Reihen  von 
Polodien  trennt,  ist  die  Polodie,  deren  Projection  auf  die  zur  Axe  des 
mittleren  Momentes  senkrechte  Ebene  eine  Hyperbel  ist,  deren  concave 
Seite  weder  der  Axe  des  grössten,  noch  der  des  kleinsten  Momentes  zu- 


1. 


s. 


gewendet  ist.    In  diesem  Fall  ist  G*  =  J?T  und  die  Projection  besteht 
aus  zwei  Geraden,  welche  die  Gleichung  haben 

A(A  —  B)x'-'C{B—C)z^=0. 

moment  um  dieselbe  Axe  mit  derselben  Geschwindigkeit.    Man  sehe  den  Aufsatz 
in  den  Plihosophicdl  Trcmsactions,  1866  nach. 

1)  Die  Hyperbel  ist  nur  stückweise  reelle  Projection  der  Polodie. 
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Diese  Polodie  besteht  aus  zwei  Ellipsen,  die  durch  die  Axe  des 
mittleren  Momentes  gehen  und  entspricht  dem  Fall,  in  welchem  das 
Loth  auf  die  Berührungsebene  der  mittleren  Axe  des  EUipsoids  gleich 
ist.    Man  nennt  sie  die  trennende  Polodie. 

Da  die  Projection  der  Polodie  auf  eine  der  Hauptebenen  immer 
eine  Ellipse  ist,  so  muss  die  Polodie  eine  in  sich  zurücklaufende  Gurve  sein. 

Nimmt  man  an,  die  Hauptmomente  Ä^  B,  C  befanden  sich  in  ab- 
nehmender Reihenfolge  und  die  C-Axe  stände  vertical,  so  gibt  die  Figur  2, 
S.  106,  eine  ungefähre  Skizze  der  Hälfte  der  Polodien,  wie  sie  ein  Auge, 
das  sich  in  dem  positiven  Octanten  nicht  weit  von  der  J5-Axe  befindet, 
sehen  würde.  Die  Bogen  ÄBA',  CBC,  AGA'  stellen  die  Hauptschnitte 
und  B  das  positive  Ende  der  mittleren  Axe  dar,  die  übrigen  Bogen 
dagegen   die  beiden  Reihen    von  Polodien,  die  durch   die  trennenden 

Polodien  SS'y  TT  von  einander  geschieden  werden. 

Die  Namen  Polodie  und  Herpolodie  rühren  von  PoinBot  her,  Theorie  nou- 
velle  de  la  rotation  des  eorps,  1884  und  1852. 

§  160.  Trägt  man  auf  der  Momentanaxe  Ol  als  Darstellung  der  Winkel- 
geschwindigkeit 0)  um  OJ  die  LSnge  OP  auf,  so  beschreibt  der  Punkt  P  eine 
Curve  in  dem  Körper  und  eine  zweite  im  Raum.  Diese  Curven  geben  geometrisch 
(wie  der  Hodograph  in  der  Dynamik  der  Massenpunkte)  die  Bahnen  der  Momentan- 
axe und  die  Variationen  der  Winkelgeschwindigkeit  an.  Greifen  keine  Kräfte  an 
dem  Körper  an,  so  sind  sie,  wie  aus  dem  Vorstehenden  hervorgeht,  der  Poinsot- 
schen  Polodie  und  Herpolodie  ähnlich.  Da  der  Radiusvector  r  die  Winkel- 
geschwindigkeit <o  vorstellt,  so  müssen  die  Coordinaten  x,  y,  z  ihre  Componenten 
m^,  (D,,  a>3  darstellen.    Man  hat  daher 

X       y        z       r       V  r  ^  ^' 


K 


worin 


in  als  Constantel/ -=  gewählt  worden  ist,  um  die  Gonstruction  dem  Trägheits- 


ellipsoid  anzupassen. 

um  die  Bewegung,  welche  die  Momentanaxe  auf  der  Polodie  ausfahrt,  zu 
finden,  substituire  man  aus  Gleichung  (1)  in  eine  der  Gleichungen  des  §  137.  So 
erhält  man  z.  B. 


dx 


B^C-i/T       .  ,  BC  /     ,    J5r    ,     A      . 


Da  dx/dt^  dy/dt,  dz /dt  nicht  gleichzeitig  verschwinden  können,  so  ergibt 
sich  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  offenbar,  dass  sich  die  Momentanaxe 
stetig  auf  ihrer  Polodie  bewegt,  ohne  anzuhalten  oder  die  Richtung  ihrer  Be- 
wegung zu  ändern.  Dies  folgt  natürlich  auch  aus  Fig.  1 ;  denn,  da  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Momentanaxe  0/  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln  kann, 
ohne  Null  zu  werden,  was  mit  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  §  137,  (2),  im 
Widerspruch  stehen  würde,  so  muss  der  Punkt  I  sowohl  seine  Polodie  als  Herpo- 
lodie stetig  beschreiben. 

Weil  femer  das  Vorzeichen  von  dz/ dt  für  jede  Polodie  positiv  oder  negativ 
ist,  je  nachdem  das  Product  xy  positiv  oder  negativ  ausfällt,  so  bewegt  sich 
offenbar  ffir  den  in  der  Figur  dargestellten  Theil  der  Polodien  das  Ende  der 
Momentanaxe  aufwärts  oder  abwärts,  je  nachdem  es  sich  zur  Rechten  oder  zur 
Linken  des  Bogens  CC  befindet.  Diese  Richtungen  sind  durch  Pfeile  angegeben. 
Das  positive  Ende  der  Momentanaxe  bewegt  sich  mithin  in  positiver  Richtung 
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um  die  Axe  des  grössten  und  in  negativer  um  die  Axe  des  kleinsten  Trilgheits- 
momentes. 

Beisp.  1.  Der  Punkt  P  bewegt  sich  längs  einer  auf  einem  EUipsoid  auf- 
getragenen Polodie;  man  zeige,  dass  die  Länge  des  Lothes  vom  Punkt  P  auf  eine 
der  Hauptebenen  für  das  Centrum  constant  ist.  Man  zeige  auch,  dass  das  Loth 
auf  einer  Hauptebene  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  der  dem  focalen  Kegelschnitt 
in  dieser  Ebene  ähnlich  ist.  Auch  ist  das  Maass  der  Krümmung  des  EUipsoids 
längs  jeder  Polodie  constant. 

Beisp.  2.  Wenn  die  Momentanaxe  eine  gegebene  Polodie  beschreibt,  so  variirt 
die  Winkelgeschwindigkeit  a>  zwischen  den  aus  §  188  bekannten  beiden  Grenzen. 
Wenn  ^  das  Verhältniss  des  Maximums  zum  Minimalwerth  von  lo  ist,  zu  zeigen, 
dass  (f^  von  der  Einheit  bis  auf  (A-^C — B)BjAC  zunimmt,  wenn  die  Polodie 
von  dem  Endpunkt  einer  der  beiden  Axen  von  A  oder  C  sich  bis  zum  Zusammen- 
fallen mit  der  trennenden  Polodie  fortbewegt.  Man  zeige  auch,  dass  dieser 
MaximaJwerth  von  p'  kleiner  als  2  ist.  [Koenigs,  Bulletin  de  la  SoeUU  MaÜU- 
matigue  de  France,  1890.] 

Mit  Benutzung  des  Poinsot'schen  Theorems  kann  man  diese  Sätze  aus  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  ableiten.  Die  Polodie  sei  concav  gegen  C;  wir  be- 
achten, dass  die  Maximal-  und  Minimal-Radienvectoren  in  den  Symmetrieebenen 
AC,  BC  liegen.  Die  Länge  r  des  Badiusvectors  in  der  Ebene  AC  geht  aus 
a*cVjp'=a*+<^' — *■'  hervor,  worin  der  Werth  von  p  bekannt  ist,  weil  die  Po- 
lodie gegeben  ist.  Die  Länge  r  in  der  Ebene  B  C  erhält  man  aus  einer  ähnlichen 
Formel,  in  der  b  statt  a  steht.  Da  ^*  =  r*/r  '  ist,  so  suchen  wir  den  Werth  von 
^' —  1  und  schliessen  daraus,  dass  ^'  von  der  Einheit  bis  zu  seinem  Maximum 
zunimmt ,  wenn  p'  von  c'  bis  b*  wächst,  um  auch  den  zweiten  Satz  zu  beweisen, 
setze  man  statt  A,  B,  C  ihre  Werthe  B^  -f  C\  C  -f  A\  A  +  B',  siehe  Bd.  1,  §  4. 
Es  ergibt  sich  sofort,  dass  der  obige  Werth  von  9'  kleiner  als  2  ist. 

Beisp.  3.  Man  zeige,  dass  die  Gerade  OJ,  deren  Richtungscosinusse  dm^/dt^ 
d(o^/dt,  dta^/dt  proportional  sind,  in  der  zur  invariablen  Linie  conjugirten  Dia- 
metralebene liegt  und  senkrecht  auf  der  invariablen  Linie  steht.  Man  zeige  auch, 
dass  die  Sunune  der  Quadrate  dieser  Grössen 

ß'<  ==_„.  + (arp,  _  G'ft) «.VA  -  {P.T' -  (AA +A)  GT  +  A  ff' }/A* 

ist,  worin  jp^,  p,,  p^  die  Summen  der  Producte  der  Grössen  J.,  JB,  C  sind,  wenn 
man  eine,  zwei  bez.  drei  zusammenninmit. 

Beisp.  4.  Man  zeige,  dass  die  Componenten  des  Druckes  P,  Q^  R  auf  den 
festen  Punkt  0  in  den  Richtungen  der  Hauptaxen  für  0  durch 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  Q  und  B  gegeben  sind,  worin  x,  y,  z  die  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  G  und  JL,  B,  C  die  Hauptträgheitsmomente  fb  0  bedeuten. 
Daraus  beweise  man,  dass  der  Druck  auf  0  zwei  Kräften  äquivalent  ist: 
(1)  einer  Kraft  QI^.GK^  deren  Richtung  senkrecht  zur  Ebene  OGK  ist,  wenn 
GK  das  Loth  von  G  auf  die  in  dem  letzten  Beispiel  beschriebene  Gerade  OJ  be- 
zeichnet und  (2)  einer  Kraft  o' .  GH^  deren  Richtung  GH  parallel  läuft,  wenn 
man  unter  GH  das  Loth  von  G  auf  die  Momentanaxe  versteht. 

§  151.  Die  Herpolodie.  Da  die  Herpolodie  durch  die  Berührungs- 
punkte eines  EUipsoids  entsteht^  das  sich  um  sein  Gentrum  dreht  und 
auf  einer  festen  Ebene  rollt,  so  muss  sie  offenbar  zwischen  zwei  Kreisen 
liegen,  die  sie  abwechselnd  berührt.    Der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt 
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beider  Kreise  ist  der  Fusspunkt  des  Lothes  von  dem  festen  Gentrum  0 
auf  die  feste  Ebene.    Um  die  Radien  zu  finden,  sei  OL  dieses  Loth 
und  I  der   Berührungspunkt.     Setzt 
man  LI^=^  q,  so  ist  nach  §  143 


p«  =  r*-i)«=f(«>» 


Man  findet  daher  die  Badien 
durch  Substitution  der  grossten  und 
kleinsten  Werthe  fOr  o^  Nach  §  138 
sind  aber  diese  Grenzen  A,  und  der 
grössere  der  beiden  Werthe  A^^  A,. 

Die  Herpolodie  ist  im  Allgemeinen 
keine  geschlossene  Curve;  sie  ist  es 
nur  dann^  wenn  der  zu  den  beiden 
Punkten,  in  denen  sie  successiye  den- 
selben "Kreis  berührt,  gehörige  Winkel  mit  23r  commensurabel  ist;  d.  h. 
alsdann  beschreibt  der  Berührungspunkt  auf  der  festen  Ebene  wieder- 
holt dieselbe  Bahn. 

Beisp.  1.  Ein  Ellipsoid,  dessen  Gleichung  ax*  '\'  ßy*  -{-  ye*  ^^  1  ist  und  dessen 
Centrum  0  festliegt,  rollt  auf  Po  ins ot 'sehe  Art  auf  einer  festen  Ebene;  das  Loth 
von  0  auf  die  Ebene  ist  p  und  l/p'^^^r.  Man  beweise,  dass  von  den  drei 
Grössen 

— (« — W(*-"y)    — (* — yX'" — ^)    —(«—«)(« — P) 


nßy 


nya 


Ttaß 


eine  negativ  und  die  beiden  andern  positiv  sind:  Die  mittlere  ist  stets  positiv 
und  dem  Quadrat  des  Badius  des  grösseren  der  beiden  die  Herpolodie  ein- 
schliessenden  Kreise  gleich.  Die  erste  oder  dritte  ist  positiv,  je  nachdem  n  kleiner 
oder  grösser  als  ß  ist  und  kommt  dem  Quadrat  des  Radius  des  kleineren  der  ein- 
schliessenden  Kreise  gleich.  Dabei  wird,  wie  gewöhnlich,  angenommen,  dass  sich 
a,  p,  y  der  Grösse  nach  in  abnehmender  Reihenfolge  befinden.  Sie  sind  offenbar 
il,  By  C  proi>ortional,  wenn  das  Ellipsoid  ein  TrSgheitseUipsoid  ist. 

Beisp.  2.    Das  Centrum  L  der  Herpolodie  sei  der  CoordinatenanfEuig,  das 
Loth  von  L  auf  die  Tangente  an  sie  sei  q  und  LI=^  q.    Man  beweise,  dass 


-(«--ft(P-y)(y-«) 


ßyjß-^y) 


+ 


nßy 
aß(a  —  ß) 


+ 


ya{y  —  a) 


(n^y){n-a) 
'  ^  nya 


+ 


{n  —  a){n  —  P) 
naß 


+9* 


ist,  und  dass  jeder  der  drei  Brüche  auf  der  rechten  Seite  fOlr  alle  Radienvectoren 
der  Herpolodie  i>ositiv  ist. 

Um  es  zu  beweisen,  beachte  man,  dass,  unter  r,  p'  den  Radiusvector  und 
das  Loth  vom  Centrum  des  EUipsoids  auf  die  Tangente  an  die  Herpolodie  und 
unter  s  den  Bogen  verstanden,  nach  geometrischen  Sätzen  25'*  =  g*  +  l/w, 
f»=  ^«  +  l/jT  ist.    Daraus  folgt  ^*—  j*  =  r  {dr/d8)\ 
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Femer  sind  die  Gleichungen  der  Polodie 

ax*+  ßy^  +  y«*=  1, 

Löst  man  sie  auf,  so  erhält  man  die  Werthe  von  a;',  y\  z^  in  Ausdrücken 
von  r'  und  gv',  die  mit  denen  in  §  150  gleichwerthig  sind.  Differenzirt  man  sie, 
so  findet  man  (dx/dr)\  etc.  und  daraus  (ds/dry. 

um  femer  zu  beweisen,  dass  jeder  Bruch  positiv  ist,  beachte  man,  dass  q^ 
nothwendiger  Weise  nicht  kleiner  als  q*  ist,  dass  daher  jedes  Glied  auf  der  rechten 
Seite  entweder  offenbar  positiv  ist  oder  positiv  sein  muss,  wenn  sein  Nenner  sehr 
klein  wird.  Da  ein  Glied  aber  nur  in  diesem  Fall  sein  Vorzeichen  wechseln  kann, 
80  ist  jedes  Glied  stets  positiv. 

Beisp.  8.  Man  beweise,  dass  die  Hetpolodie  keine  Infiexionspunkte  hat,  wenn 
das  rollende  EUipsoid  ein  TrägJieiUeUipeaid  ist. 

Zu  dem  Zweck  gebe  man  der  Gleichung  in  Beisp.  2  die  Form 

•     l  +  -T-r7-.+  =rT-^-7-.  •     •     •     (1). 


wobei  jedes  Glied  sein  richtiges  Vorzeichen  hat,  wenn  a,  ß,  y  sich  in  abnehmender 
Reihenfolge  befinden.  An  einem  Inflexionspunkt  ist  dq/dff  Null.  Für  ihn  wird 
daher 

Eliminirt  man  q^  —  $',  indem  man  (1)  quadrirt  und  das  richtige  Vielfache 
von  (2)  subtrahirt,  so  erhält  man 

3f,(J>f.  -S)      3f.(3f.+  S)  ■  M,(M,-8) 

worin  11  die  doppelte  Summe  der  Producte  der  drei  Glieder  in  (1),  immer  je  zwei 
zusanmiengenommen ,  bedeutet.  Es  wurde  bewiesen,  dass  jedes  dieser  Glieder 
positiv  ist,  daher  ist  es  auch  11.    Nun  hat  man 

Für  das  Trägheitsellipsoid  ist  sowohl  /J  +  y  —  a  als  a-{-  ß  —  y  positiv  (siehe 
Bd.  1,  §  6).  Folglich  ist  jedes  GUed  in  (8)  positiv  und  ihre  Summe  kann  nicht 
Null  sein. 

Beisp.  4.  Man  zeige,  dass  das  Loth  q  auf  die  Tangente  an  die  Herpolodie 
und  der  Krümmungsradius  B  sich  durch  p  ausdrücken  lassen  mittelst  der  Glei- 
chungen 

fc|j^-,.(.+>+,-t.)-<'-)<'-i",';-''>"+<'+''), 


wonn 


naßy 

,  («  —  a)  (ä  —  ffi  (« —  y) ,     r   «    ,    /,      ,        V         /,    » 

+  ' ^.^,p.y. -{^{<»ß  +  ßr  +  Y<^)-^ßY)- 

Die  erste  ist  eine  algebraische  Umformung  der  Gleichung  in  Beisp.  2,  die 
zweite  ergibt  sich  aus  11=^^  dff/dq. 
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Beisp,  5.  Wenn  das  rollende  Ellipsoid  kein  Trägheitsellipsoid  ist,  so  hat 
die  Heipolodie  einen  Infiexionspunkt,  wenn  a'^  ß  -{-  y  und  n  zwischen  ß  und  y 
liegt,  wobei  a,  ß^  y  sich  in  abnehmender  Reihenfolge  befinden. 

Man  erhält  die  Infiezionspunkte,  wenn  man  den  Krümmungsradius  B  der 
Herpolodie  der  Unendlichkeit  gleichsetzt.  Der  so  aus  Beisp.  4  ermittelte  Werth 
von  Q*  muss  i>ositiv  sein  und  zwischen  den  Grenzen  der  einschliessenden  Ereise 
liegen.  Die  Grösse  n  femer  muss  zwar  zwischen  a  und  y  enthalten  sein,  kann 
aber  entweder  grösser  oder  kleiner  als  ß  sein.  Die  erste  Annahme  führt,  wie 
man  leicht  einsieht,  zu  einem  Werth  von  (f\  der  ausserhalb  der  Grenzen  liegt, 
die  zweite  liefert  einen  Werth  von  (f*  innerhalb  dieser  Grenzen,  wenn  a  ]>  /3  -|-  y  ist. 

Beisp.  6.  Wenn  die  Momentanaze  die  trennende  Polodie  beschreibt,  zu 
zeigen,  dass  sich  die  Gleichung  der  Herpolodie  auf 

reducirt,  worin  $  von  dem  grössten  Badiusvector  aus  gemessen  wird.  Man  be- 
weise auch,  dass  der  innere  Grenzkreis  ein  Punkt  ist,  und  dass  der  Radius  c  des 
äusseren  sich  aus  c*otßy=i{a  —  ß)(ß  —  y)  ergibt.  Man  zeichne  die  Curve  auf  und 
zeige,  dass  sie  unendlich  viele  Windungen  um  den  Goordinatenanfang  macht. 

Beisp.  7.  Wenn  bei  der  Herpolodie  im  vorigen  Beispiel  der  Ort  des  End- 
punktes der  Polarsubtangente  ermittelt  ist  und  eine  andere  Curve  auf  ähnliche  Art 
durch  diesen  Ort  erzeugt  wird,  zu  beweisen,  dass  die  so  erhaltene  Curve  der  Her- 
polodie ähnlich  ist.  [Math.  Tripos,  1863.] 

Poinsot  hat  seine  Figur  der  Herpolodie  mit  einem  Infiexionspunkt  auf 
jedem  Bogen  zwischen  den  einschliessenden  Kreisen  gezeichnet,  Theorie  NouveUe 
de  la  Eatation  des  carps,  1852.  F.  W.  Hess  hat  in  seiner  Dissertation  (München, 
1880)  und  De  Sparre  in  den  Comptes  Bendus  Bd.  99,  101,  1895  gezeigt,  dass 
dies  nicht  correct  ist.  Er  erörtert  auch  das  Rollen  von  Flächen  2*^  Grades  im 
Allgemeinen  und  den  in  Beisp.  5  enthaltenen  Satz.  Darbouz  zeigt  in  seinen 
Noten  zu  Despejrous's  Cours  de  Meccmigue,  1886  auf  eine  andere  Art,  dass  die 
Hetpolodie  eines  Trägheitsellipsoids  keinen  Infiexionspunkt  haben  kann,  und  findet 
für  den  Krümmungsradius  einen  Ausdruck,  welcher  sich  auf  den  in  Beisp.  4  re- 
duciren  lässt.  Man  sehe  auch  GreenhilTs  Applications  of  EUiptic  funcHons  nach, 
worin  der  Gegenstand  anders  behandelt  wird. 

§  152.  Mac  Cnllagli's  Constrnetioii.  Mac  Cullagh's  Darstellung 
der  Bewegung  mittelst  des  reciprohen  Trägheitsellipsoids  zu  erJdären, 

Dieses  Ellipsoid  ist  dem  Poinsot 'sehen  Trägheitsellipsoid  in  Bezug 
auf  eine  Kugel  vom  Badius  b  reciprok  und  die  Bewegung  des  einen 
Ellipsoids  kann  man  aus  der  des  andern  dadurch  ableiten,  dass  man 
zu  den  in  den  vorstehenden  Paragraphen  bewiesenen  Sätzen  die  reci- 
proken  aufstellt.    Man  erhält  so: 

(1)  Die  Gleichung  des  Ellipsoids  in  Bezug  auf  seine  Hauptaxen  ist 

(2)  Das  ElUpsoid  bewegt  sich  so,  dass  seine  Oberfläche  stets  durcfi 
einen  im  Baum  fesüiegenden  Punkt  geht.  Der  Punkt  liegt  in  der  in- 
variablen Linie  im  Abstand  G/YMT  vom  festen  Punkt.  Aus  §  138 
ist  bekannt,  dass  dieser  Abstand  kleiner  als  der  grosste  und  grösser 
als  der  kleinste  Halbmesser  des  Ellipsoids  ist. 

3)  Das  Lofh  auf  die  Berührungsebene  an  den  festen  Punkt  ist  die 
Momentanaxe  und  die   Winkelgescktvindigkeit  des  Körpers  variirt  um- 
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gekehrt^  wie  die  Länge  dieses  Lofhes.    Bezeichnet  p  diese  Länge,  so  ist 

4)  Die  Wmkdgeschwmdigheit  um  die  invariable  Linie  ist  constant 
und  =  T/G. 

Die  der  Polodie  entsprechende  Gurve  ist  die  Bahn,  welche  der  im 
Baum  festliegende  Punkt  auf  der  sich  bewegenden  Oberfläche  des 
Ellipsoids  beschreibt.  Sie  ist  offenbar  ein  sphärischer  Kegelschnitt. 
Ihre  Gleichungen  sind  für  beliebige  gegebene  A  nfangsbedjngungen,  wie 
man  leicht  findet, 


G' 


+  •»+??  = 


B 


C 


M 


Die  sphärischen  Kegelschnitte  sind,  wie  sich  beweisen  lässt,  ge- 
schlossene Gurven  und  umgeben  die  Axen  des  grössten  und  kleinsten 
Momentes.  Nur  in  dem  einen  Fall,  wenn  G^/T  =  B  ist,  worin  B  weder 
das  grösste  noch  das  kleinste  Trägheitsmoment  bedeutet,  wird  der 
sphärische  Kegelschnitt  zu  zwei  centralen  Kreisschnitten  des  reciproken 
Ellipsoids. 

Die  Bewegung  des  Körpers  lässt  sich  auf  diese  Art  mit  Hülfe  eines 
der  beiden  EUipsoide  darstellen.  Das  Poinsot'sche  Ellipsoid  gleicht 
der  allgemeinen  Gestalt  des  Körpers  mehr  wie  das  reciproke.  Es 
springt  vor,  wo  der  Körper  vorspringt  und  tritt  da  zurück,  wo  auch 
der  Körper  zurücktritt.  Gerade  umgekehrt  verhält  es  sich  bei  dem 
reciproken  Ellipsoid.     Siehe  Bd.  1,  §  27. 

§  158.  Mae  Cnllagb's  geometriselie  Dentnng.  Mac  Gullagh  hat  das  reciproke 
Ellipsoid  benutzt,  um  eine  geometrische  Interpretation  der  in  elliptischen  Inte- 
gralen    ausgedrückten     Auf- 
lösung der  E  nie r' sehen  Glei- 
chungen zu  erhalten. 

Das  reciproke  Ellipsoid  be- 
wege sich  nämlich  so,  dass  es 
stets  einen  im  BAum  festliegen- 
den Punkt  L  berührt.  Wir 
wollen  nun  den  Punkt  L  auf 
eine  Ebene  projiciren,  welche 
die  Axe  des  mittleren  Momentes 
enthält  und  den  Winkel  a  mit 
der  Axe  des  grössten  Momentes 
macht. 

Die  Projection  werde  so 
ausgeführt,  dass  man  zwei 
Parallelen  sowohl  zur  Axe  des 
grössten  als  der  des  kleinsten 
Momentes  zieht.  Man  erhält  so 
zwei  Projectionen ,  die  P  und 
Q  heissen  mögen.  Sie  liegen 
in  der  Ebene  PQL,  die  auf 
der  Axe  des  mittleren  Momentes  senkrecht  steht.  Bei  der  Bewegung  des  Körpers 
um  O  beschreibt  der  Punkt  L  auf  der  Oberfläche  des  reciproken  Ellipsoids  einen 


Mac  Cullagh's  Cosatruction  (§  162—168).  113 

sphärischen  Kegelschnitt  KK'  und  die  Punkte  P,  Q  beschreiben  auf  der  Pro- 
jectionsebene  OBD  zwei  Curven  pp\  q€[.  Wenn  der  sphärische  Kegelschnitt,  wie 
in  der  Figur  auf  S.  112,  den  Endpunkt  A  der  Axe  des  grössten  Momentes  umschliesst, 
so  wird  die  Gurre  im  Innern  des  EUipsoids  durch  die  Projection  parallel  zur  Axe 
des  grOssten  Momentes  gebildet;  umgibt  er  dagegen  die  Axe  des  kleinsten  Momentes, 
80  wird  die  innere  Gurre  durch  die  Projection  parallel  dieser  Axe  gebildet.  Der 
Punkt  P,  der  die  innere  Gurre  beschreibt^  durchläuft  offenbar  ihre  ganze  Bahn; 
während  der  Punkt  Q  auf  der  äusseren  zwischen  zwei  Grenzen  hin-  und  her- 
schwingt, die  man  erlÄlt,  wenn  man  in  den  Punkten,  in  welchen  die  innere  Gurre 
die  Axe  des  mittleren  Momentes  trifft,  Tangenten  an  sie  legt. 

Da  die  Richtungscosinusse  von  OL  proportional  zu  Am^^  ^^%i  0^$  sind, 
so  ist,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  x,  y^  z  die  Goordinaten  von  L  bezeichnen, 

jL «=  .y^  =  -1-  =  I  =«    ^ (1) 

Afo^        Bm^        Cm^        G       yMT 

Es  sei  OP  ^^  ff  und  OQ  ^^^  q\  und  die  Winkel,  die  diese  Radienvectoren  mit  der 
Ebene  bilden,  welche  die  Azen  des  grössten  und  kleinsten  Momentes  enthält,  seien 
qp  und  9'.  Sie  seien  positiv  in  der  Richtung  von  B  nach  D  hin,  so  dass  also 
BOT '^-' ff,  DOQ  =  —  9'  ist.    Man  erhält  dann 

—  p  siny  =  y  «=  B»,  (3f  J)-*  1 ,^. 

p  cos  9  sin  a  sa  IT  =s  Cto^  (MTf^      j 

p'  cos  flp'  cos  oe  «  a;  »  Am.  (MT)~^  . 


p'  sin  9'  =  y  =  JB«,  (3fr)""* 


In  der  Raumgeometrie  wird  bewiesen,  dass  die  Projectionen  Kreise  sind,  wenn 
die  Ebene,  auf  welche  projicirt  wird,  die  Ebene  eines  Kreisschnittes  des  Ellipsoids 
ist.  Man  findet  den  Satz  bestätigt,  wenn  man  p  oder  p'  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen  ermittelt.  Unter  der  Annahme  also,  q  und  p'  seien  constant,  wollen 
wir  ans  (2)  und  der  ersten  der  Gleichungen  (8)  in  die  Euler'sche  Gleichung 


substituiren.    Wir  haben 


B^-{C-A)m^a^^O 


dtp       A  —  C   j 

P  ^  =      ÄQ     Y^^  PP'  ^  «  <^08  a  cos  9'. 

Da  q'  cos  9'  die  Ordinate  von  Q  ist,  so  geht  daraus  hervor,  dass  die  Ge- 
sdnwindigkeit  von  P  tHmirt,  wie  die  Ordinate  von  Q,  tmd  ebenso  die  Geschwindigkeit 
von  Q,  wie  die  OrdinaU  von  P. 

um  die  Gonstanten  p,  q  zu  finden,  beachte  man,  dass  p  der  Werth  von  y 
ist,  der  sich  aus  den  Gleichungen  des  sphärischen  Kegelschnittes  für  z  =^  0  ergibt. 
Man  erhält  dann 

,      (AT--  G*)B  ,^      {G^—CT)B 

^  ^  MT(A^B)'       ^    ~'  MT{B  —  (J)' 

von  denen  die  letzte  aus  der  ersten  Gleichung  hervorgeht,  wenn  man  die  Buch- 
staben A  und  C  vertauscht. 

Daraus  folgt 


/(JeschwindigkeitX  _^  ^B — ^-^rrf tti  /OrdinateX 

\         von  P        /  "^  yAhC  ''^        "        \  von  Q  I  ' 

(Geschwindigkeitx  ^A  —  B    > /Ordinate\ 
▼on  ^         l"  YaSC^^'"  ^^^  von  P  / 

Bouth,  Dynamik.   IL  8 
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§  164.    Weil  ^'  sin  9'  sa  ^  sin  9  ist,  so  ergibt  sich  durch  Substitution 

worin  X'  denselben  Werth,  wie  in  §  189,  hat.    Nimmt  man  an,  9  sei  mittelst  des 
elliptischen  Integrals 


0 

durch  t  ausgedrückt^  es  sei  also  9  »»  am  X  (i  —  r)  und  substituirt  diesen  Werth 
von  9  in  die  Gleichungen  (%)  oder  (8),  so  erhält  man  die  Werthe  von  «^ ,  «, ,  i», 
durch  die  Zeit  ausgedrückt. 

§  155.  Die  StabilitSt  der  Rotation.  Wird  ein  Körper  um  eine 
Hauptaxe  för  einen  festiiegenden  Punkt  in  Rotation  gesetzt,  so  fahrt 
er  fort,  sich  um  sie  als  permanente  Axe  zu  drehen.  Jedoch  besitzen 
die  drei  Hauptaxen  für  den  festliegenden  Punkt  nicht  denselben  Grad 
der  Stabilität:  Tritt  irgend  eine  kleine  Störung  ein,  so  rückt  die 
Rotationsaxe  in  die  benachbarte  Polodie.  Ist  diese  letztere  nun  eine 
kleine  nahezu  kreisförmige  Gurve,  welche  die  ursprüngliche  Rotationsaxe 
umschliesst,  so  weicht  die  Momentanaxe  in  dem  Körper  niemals  weit 
von  der  Hauptaxe  ab,  die  ihre  ursprüngliche  Lage  war.  Auch  die 
Herpolodie  ist  alsdann  eine  Curve  von  kleinen  Dimensionen,  und  die 
Hauptaxe  entfernt  sich  daher  nie  weit  von  einer  im  Raum  festliegenden 
Geraden.  In  diesem  Fall  heisst  die  Rotation  stdbü.  Wenn  aber  die 
benachbarte  Polodie  nicht  nahezu  kreisförmig  ist,  so  wird  sich  die 
Momentanaxe  weit  von  ihrer  ursprünglichen  Lage  im  Korper  entfernen. 
Alsdann  kann  eine  sehr  kleine  Störung  eine  grosse  Aenderung  in  der 
nachfolgenden  Bewegung  hervorbringen  und  die  Rotation  wird  mstcM 
genannt. 

Ist  die  Anfangsrotationsaxe  die  Axe  OB  des  mittleren  Momentes, 
so  drehen  alle  benachbarten  Polodien  ihre  convexen  Seiten  B  zu. 
Wenn  daher  die  Störung  nicht  derart  ist,  dass  die  Rotationsaxe  längs 
der  trennenden  Polodie  verschoben  wird,  so  muss  die  Rotation  unstabU 
sein.  Tritt  die  Yerrückung  längs  der  trennenden  Polodie  ein,  so  kann 
die  Axe  die  Tendenz  haben,  in  ihre  ursprüngliche  Lage  wieder  zurück- 
zukehren. Wir  werden  den  Fall  weiter  unten  besprechen;  für  diese 
specielle  Yerrückung  kann  man  die  Rotation  stabil  nennen. 

Ist  femer  die  Anfangsrotationsaxe  die  Axe  des  grSssten  oder  kleinsten 
Momentes,  so  sind  die  benachbarten  Polodien  Ellipsen  von  grosserer 
oder  kleinerer  Excentricität.  Sind  sie  nahezu  kreisförmig,  so  ist  die 
Rotation  zweifellos  stabil;  sind  sie  dagegen  sehr  excentrisch,  so  weicht 
die  Axe  weit  von  ihrer  Anfangslage  ab  und  die  Rotation  kann  unstabil 
heissen.  Wenn  OC  die  anfangliche  Rotationsaxe  ist,  so  wird  das 
Yerhältniss  der  Quadrate  der  Axen  der  benachbarten  Polodie  zuletzt 
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B  (B^C\ '    ^^  ^®  Stabüitat  der  Rotation  ist  es  daher  nothwendig, 
dass  dieses  Yerliäliaiiss  sich  nicht  zu  weit  von  der  Einheit  entferne. 


§  156.  Bekanntlich  wird  die  Stabilität  eines  sich  bewegenden 
Körpers  durch  eine  schnelle  Rotation  um  eine  Hauptaxe  sehr  ver- 
mehrt. 

Der  Grund  ist  aus  dem  Yorhei^ehenden  ersichtlich.  Wird  der 
Körper  um  eine  Axe  in  Rotation  gesetzt,  die  der  Hauptaxe  des  grossten 
oder  kleinsten  Momentes  sehr  nahe  liegt,  so  sind  im  Allgemeinen  sowohl 
die  Polodie  als  die  Herpolodie  sehr  kleine  Gurren  und  die  Richtung 
dieser  Hauptaxe  des  Korpers  wird  nahezu  im  Raum  festliegen.  Eine 
kleine  Momentankraft  /  nun,  welche  auf  den  Körper  wirkt,  hat  zur 
Folge,  dass  die  Lage  der  Momentanaxe  um  ein  Geringes  geändert  wird. 
Sie  wird  von  der  einen  Polodie  nach  einer  andern  der  ersten  sehr  nahen 
bewegt  und  es  wird  daher  die  Winkellage  der  Axe  im  Raum  nicht  sehr 
yerändert  werden.  Bezeichnet  Sl  die  durch  den  Korper,  ca  die  durch  die 
Momentankraft  erzeugte  Winkelgeschwindigkeit,  so  kann  nach  dem 
Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten  die  Veränderung  in  der 
Lage  der  Momentanaxe  nicht  grosser  sein,  als  arc  sin  (a/Sl).  Wenn  also  Sl 
gross  ist,  so  muss  es  auch  m  sein,  wenn  es  irgend  eine  erhebliche 
Yerrückung  der  Rotationsaxe  erzeugen  soll.  Hat  aber  der  Körper  keine 
Anfangsrotation  Sl,  so  kann  die  Momentankraft  eine  Winkelgeschwindig- 
keit (D  um  eine  Axe  hervorbringen,  welche  nicht  nahezu  mit  einer 
Hauptaxe  zusammenfällt.  Sowohl  die  Polodie  als  die  Herpolodie  können 
dann  grosse  Ciirven  sein  und  die  momentane  Rotationsaxe  wird  sich 
um  beide,  die  in  dem  Körper  und  die  im  Raum  gelegene,  bewegen« 
Die  Bewegung  erscheint  alsdann  sehr  ungleichförmig.  So  ist  es  z.B.  zu  er- 
klären, warum  es  bei  dem  FangbecherspieP)  leichter  ist,  den  Ball  auf 
der  Spitze  aufzufangen,  wenn  man  ihn  um  seine  verticale  Axe  dreht. 
Jede  Bewegimg,  die  durch  einen  falschen  Zug  an  der  Kordel  oder  die 
Schwere  verursacht  wird,  bringt  keine  so  grosse  Aenderung  der  Be- 
wegung hervor,  als  in  dem  Fall,  wenn  der  Ball  sich  AnflEmgs  in  Ruhe 
befindet.  Auch  die  feste  Richtung  der  Erdaxe  im  Raum  ist  ihrer  Ro- 
tation um  ihre  Figurenaxe  zu  verdanken.  Bei  Büchsen  femer  wird 
der  Kugel  eine  rasche  Rotation  um  eine  Axe  mitgetheilt,  welche  die 
Richtung  hat,  in  der  die  Kugel  sich  bewegt  Wie  sich  aus  dem  Vor- 
stehenden ergibt,  bleibt  die  Rotationsaxe  alsdann  während  der  Be- 
wegtmg  nahezu  unverändert.  Eine  Folge  davon  ist,  dass  die  Art,  wie 
der  Widerstand  der  Luft  auf  die  Kugel  wirkt,  bekannt  ist,  seine  Grösse 
daher  berechnet  und  berücksichtigt  werden  kann. 


1)  Ein  in  einem  Becher  liegender  und  mittelst  einer  Schnur  an  ihm  be- 
festig^ Ball  wird  in  die  Höhe  geworfen  und  mit  dem  Becher  wieder  au&ufangen 
gesucht. 

8» 
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Die  Yon  den  inYariablen  Linien  nnd  den  Momentanaxen 
bescliriebenen  Kegel,  nach  den  Sätzen  der  spMrisclLen 

Trigonometrie  behandelt 

§  157.  Man  kann  die  Bewegung  der  Körper  um  einen  festen 
Punkt  auf  yerschiedene  Art  studiren.  Nicht  nur  die  Eigenschaften 
eines  Ellipsoids^  wie  des  Poinsot'schen  und  Mac  Gullagh 'sehen, 
können  dazu  dienen^  sondern  auch  eine  Eugel^  deren  Centrum  sich  in 
dem  festen  Punkt  befindet  und  die  ganz  nach  xuiserm  Belieben  entweder 
in  dem  Körper  oder  im  Baum  festliegt,  kann  diesen  Zweck  erfüllen. 
Die  letztere  Methode  ist  besonders  dann  zu  empfehlen,  wenn  man  die 
Winkelbewegung  einer  Linie  im  Baum  oder  im  Körper  zu  ermitteln 
wünscht.  Werden  diese  Winkel  auf  Bogen  bezogen,  die  auf  der  Ober- 
flache der  Kugel  liegen,  so  ist  man  im  Stande,  das  Verfahren  dadurch 
abzukürzen,  dass  man  die  entsprechenden  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  benutzt. 

Die  Yon  der  invariablen  Linie  und  der  Momentanaxe  beschriebenen 
Kegel  schneiden  die  betreffende  Kugel  in  spMrischen  Kegelschnitten. 
Da  die  Eigenschaf  ben  solcher  Kegel  in  der  Baumgeometrie  in  der  Begel 
nicht  mit  hinreichender  Ausführlichkeit  behandelt  werden,  so  haben 
wir  eine  Angiahl  von  Sätzen  über  sie  hinzugefügt,  die  vielleicht  von 
Nutzen  sind.  Um  jedoch  den  Gang  der  allgemeinen  Untersuchung  nicht 
zu  unterbrechen,  wurden  sie  an  dem  Ende  dieses  Kapitels  zusanmien- 
gestellt. 

§  158.  Aus  dem  &üher  Gesagten  ergibt  sich,  dass  es  zwei  wichtige 
Geraden  gibt,  deren  Bewegung  wir  untersuchen  müssen.  Es  sind 
dies  die  invariable  Linie  und  die  Momentanaxe.  Die  erste  liegt  im 
Baum  zwar  fest,  beschreibt  aber  bei  der  Bewegung  des  Körpers  einen 
Kegel  im  Körper,  der  nach  §  152  das  reciproke  Trägheitsellipsoid  in 
einem  sphärischen  Kegelschnitt  schneidet.  Dieser  Kegel  heisst  gewöhn- 
lich der  invcmable  Kegd.  Die  Momentanaxe  dagegen  beschreibt  sowohl 
im  Körper  als  im  Baum  einen  Kegel.  Nach  §  143  schneidet  der 
im  Körper  beschriebene  Kegel  das  Poinsot'sche  Trägheitsellipsoid 
in  einer  Polodie  imd  der  im  Baum  beschriebene  die  feste  Ebene,  auf 
der  das  Trägheitsellipsoid  rollt,  in  einer  Herpolodie.  Die  beiden  Kegel 
sollen  der  Mommtankegd  und  der  Kegel  der  Herpolodie  heissen. 

§  159.  Die  Kegel.  Die  Hauptaxen  für  den  festen  Punkt  mögen 
die  Coordinatenaxen  sein.  Die  Bezugsaxen  liegen  also  im  Körper  fest 
und  bewegen  sich  im  Baum.  Nach  §  140  sind  die  Bichtungscosinusse 
der  invariablen  Linie  A&JG^  BtoJG^  CtojQ  und  die  der  Momentanaxe 
fi7^/(D,  (oja^  €jjm.  Aus  den  Gleichungen  (l)und(2)  in  §  140  ergibt  sich  leicht 
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Nimmt  man  die  Goordinaten  x,  y,  z  proportional  den  Bichtungeh 
Cosinussen  einer  dieser  beiden  Geraden  an  und  eliminirt  m-^y  cd^,  a^  mit 
HtÜfe  der  vorstehenden  Gleichung^  so  erhält  man  die  Gleichung  des 
Ton  der  bezüglichen  Geraden  beschriebenen  Kegels.  Auf  diese  Weise 
kommt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen  der  von  der  inyariablen 
Linie  bez.  der  Momentanaxe  in  dem  Körper  beschriebenen  Kegel 

— r-^+— 5— » +— ^-^*=o, 

Die  Kegel  werden  zu  zwei  Ebenen,  wenn  die  A nfangsbedingungen  so 
sind,  dass  G^=JBT  ist. 

Beisp.  Man  zeige,  dass  die  Ejeisschnitte  des  inyariablen  Kegels  denen 
des  reciproken  EUipsoids  parallel  laufen  und  auf  ^den  Asymptoten  eines  Focal- 
kegelschnittes  des  P o ins ot 'sehen  EUipsoids  senkrecht  stehen. 

§  160.  Es  ezistirt  eine  dritte  Gerade,  deren  Bewegung  zu  untersuchen  sich 
manchmal  empfiehlt,  wenn  sie  auch  freilich  nicht  entfernt  so  wichtig  wie  die  in- 
variable Linie  oder  die  Momentanaxe.  ist.  Wenn  x,  y,  z  die  Goordinaten  des 
Endpunktes  eines  Radiusrectors  eines  EUipsoids  in  Bezug  &uf  seine  Hauptdurch- 
messer als  Azen  und  wenn  a,  b,  c  die  HaJbazen  bezeichnen,  so  wollen  wir  die 
Gerade,  deren  Bichtungscosinusse  x/a,  y/b,  z/c  sind,  die  excentrische  Linie  des 
Badiusvectors  nennen.  Nach  dieser  Definition  erkennt  man  leicht,  dass  die 
Richtungscosinusse  der  excentrischen  Linie  der  Momentanaxe  in  Bezug  auf  das 

Poinsot'sche  ElUpsoid  m^yA/T,  m^YSjT,  m^YC/T  sind.  Sie  sind  auch  die 
Bichtungscosinusse  der  excentrischen  Linie  der  inyariablen  Linie  in  Bezug  auf 
das  reciproke  Ellipsoid.  Man  kann  diese  Gerade  daher  einfach  die  exeentrische 
Linde  und  den  von  ihr  im  Körper  beschriebenen  Kegel  den  excentrischen  Kegel 
nennen. 

Beisp.  1.    Die  Gleichung  des  excentrischen  Kegels  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
axen  für  den  festen  Punkt  ist 

(AT—  G^x'+  {BT  —  G*)y^+  (CT  —  G^z^^  0. 

Der  Kegel   hat  dieselben   Kreisschnitte,    wie   das  Po  ins ot 'sehe   EUipsoid   und 
schneidet  es  in  einem  sphärischen  Kegelschnitt. 

Beisp.  2.  Die  Polarebene  der  Momentanaxe  in  Bezug  auf  den  excentrischen 
Kegel  berührt  den  invariablen  Kegel  Iftngs  der  entsprechenden  Lage  der  in- 
yariablen Linie.  Auf  diese  Art  sind  der  invariable  und  der  Momentankegel  in 
Bezug  auf  den  excentrischen  Kegel  reciprok  zu  einander. 

§  161.  Die  sphärischen  Kegelschnitte.  Man  beschreibe  eine 
Kugel,  deren  Radius  die  Einheit  ist  und  deren  Gentrum  in  dem  festen 
Punkt  0  liegt,  um  welchen  sich  der  Körper  frei  bewegen  kann.  Diese 
Kugel  liege  im  Körper  fest  und  bewege  sich  daher  mit  ihm  im  Raum. 
Die  invariable  Linie,  die  Momentanaxe  und  die  exeentrische  Linie 
mögen  die  Kugel  in  den  Punkten  L,  I  bez.  E  treffen;  die  Hauptaxen 
femer  in  A,  B,  C.  Offenbar  sind  die  Schnitte  der  invariablen, 
Momentan-  und  excentrischen  Kegel  mit  der  Kugel  drei  sphärische 
Kegelschnitte,  die  in  der  Figur  durch  die  Linien  KK\  JJ  bez.  DD' 


1T~ 
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dargestellt  sind.  Es  ist  angenommen^  das  Auge  befinde  sich  über  der 
Axe  Oä  und  betrachte  die  Eugel  aus  ansehnlicher  Entfernung.  Alle 
grössten  Kreise  auf  der  Kugel  sind  durch  grade  Linien  wiedergegeben. 
Da  die  Kegel  mit  dem  Poinsot 'sehen  EUipsoid  gleichaxig  sind,  so 
liegen  die  sphärischen  Kegelschnitte  symmetrisch  um  die  Hauptebenen 
des  Korpers.    Die  Schnitte  der  Hauptebenen  mit  der  Kugel  sind  drei 


grosste  Kreisbogen  und  die  Theile  dieser  Bogen,  welchem  von  jedem 
sphärischen  Kegelschnitt  abgeschnitten  werden,  heissen  die  Axen  dieses 
Kegelschnittes.  Setzt  man  in  den  Gleichungen  irgend  eines  der  drei  Kegel 
0  zB  0 ,  so  ist  der  Werth  von  y/x  die  Tangente  derjenigen  Halbaxe 
des  sphärischen  Kegelschnittes,  welche  in  der  a:^Ebene  liegt  Ebenso 
erhält  man  fOr  y  «»  0  die  Axe  in  der  a;j9-Ebene.  Bezeichnen  (a,  b), 
{a'j  V)j  (a,  j3)  die  Halbaxen  des  invariablen,  momentanen  bez.  ex- 
centrischen  sphärischen  Kegelschnitts,  so  findet  man  auf  diese  Art 


tgo  ^  tgV  ^  tg«  ^  yAT—O^     1 


^_tgft^_  tgß  ^Yät—  g^    1 
c  ~  Ä  ~  YTc  ~  y^G^'-^cT  Yäc  ' 

Die  erste  Reihe  liefert  die  Axen  in  der  Ebene  AOBy  die  zweite 
die  in  der  Ebene  AOC.  Die  Axen  in  der  ersten  werden  imaginär, 
wenn  G^  <iBT  ist.  In  diesem  Fall  schneiden  die  sphärischen  Kegel- 
schnitte die  Ebene  AOB  nicht.  Ihre  concaven  Seiten  sind  daher  den 
Endpunkten  der  Axen  OA  oder  0(7,  d.  h.  den  Enden  der  Axen  des 
grössten  oder  kleinsten  Trägheitsmomentes  zugewendet,  je  nachdem 
G^  >  oder  <  BT  ist.  Da  tg  6/tg  b'  =  C/A  ist,  so  liegt  offenbar  der 
invariable  Kegel  und  die  Axe  des  grössten  Trägheitsmomentes  stets  auf 
derselben  Seite  des  Momentankegels. 
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§  162.  Beisp.  1.  Setzt  man  1  —  e'«^  sin'^/sin'a,  so  l&sst  sich  e  als  die 
Excentricität  des  sphärischen  Kegelschnittes  definiren,  dessen  Halbazen  a  und  b 
sind.  Wenn  e  und  e'  die  Excentricitäten  des  inyariablen  bezfigl.  ezcentrischen 
sphärischen  Kegelschnittes  sind,  zu  beweisen,  dass 

e*  =  ^(JB  —  C)/B{A  —  C)  und  c'«=  (B  —  C)/(A  —  C) 

ist,  diese  beiden  Excentricitäten  also  unabhängig  Ton  den  Anfangsbedingungen  sind. 

Beisp.  2.  Wenn  man,  statt  der  Einheit,  (G^/MIy  zum  BAdius  der  Kugel 
nimmt,  zu  zeigen,  dass  die  Kugel  das  reciproke  Ellipsoid  längs  des  invariablen 

Kegels  schneidet;  w&rde  man  dagegen  {KT/O^y  zum  Radius  genommen  haben, 
so  würde  sie  das  Poinsot'sche  Ellipsoid  längs  des  excentrischen  Kegels  schneiden. 

Beisp.  S.  Ein  Körper  wird  mit  der  Anfangswinkelgeschwindigkeit  n  um 
eine  Axe  in  Rotation  gesetzt,  die  nahezu  mit  der  Hauptaxe  OC  fGb:  den  festen 
Punkt  0  zusammenfällt.  Dann  kann  man  die  Bewegung  der  Momentanaxe  in  dem 
Körper  auf  die  folgende  Art  ermitteln.  Eine  Kugel  werde  aus  dem  Gentrum  0 
beschrieben  und  I  sei  das  Ende  des  Radiusvectors,  welcher  die  Momentanaxe  zur 
Zeit  t  ist.  Wenn  (o;,  y)  die  Ooordinaten  der  Projection  von  I  auf  die  Ebene  AOB 
bezügl.  der  Hauptaxen  OA^  OB  bezeichnen,  so  ist 


«  =  yjB  (J?  —  C)  Z  sin  (pnt  +  Jtf), 
y  =  yA{A  —  C)  L  cos  {jpnt  +  M) , 

worin  jp*  sss  (J5  —  C)  iA  —  C)IAB  und  i,  M  zwei  willkürliche  von  den  Anfangs- 
werthen  von  x^  y  abhängige  Gonstanten  sind. 

Beisp.  4.  Ist  in  der  letzten  Aufgabe  L  der  Punkt,  in  welchem  die  Kugel 
die  invariable  Linie  trifPt,  sind  femer  (9,  6)  die  sphärischen  Polarcoordinaten 
von  C  in  Bezug  auf  L  als  Anfangspunkt  und  ist  a  der  Radius  der  Kugel,  so  wird 

A  "R 

^•—n»=^,i«{2^JB-C(il  +  B)  +  (JL-JB)Ccos2(pn*  +  ilf)), 

^      (?^+.     CQ     J    9* 

§  163.  Die  Bewegung  der  invariablen  Linie  tmd  der  Momentanaxe 
in  dem  Körper  m  finden. 

Da  die  invariable  Linie  OL  im  Baum  festliegt  und  der  Körper 
sich  um  Ol  als  Momentanaxe  dreht,  so  ist  oflPenbar  die  Richtung  der 
Bewegung  von  OL  in  dem  Korper  senkrecht  zur  Ebene  lOL.  Daher 
steht  auf  einer  Kugel,  deren  Centrum  in  0  liegt,  der  Bogen  IL  senk- 
reckt  auf  dem  von  der  invariablen  Linie  beschriebenen  sphärischen  Kegd- 
sdmitt.  Diese  einfache  Beziehung  kann  man  dazu  benutzen,  die  Be- 
wegungen der  invariablen  Linie  und  der  Momentanaxe  auf  ihren 
bezüglichen  sphärischen  Kegelschnitten  miteinander  in  Verbindung  zu 
bringen. 

Nimmt  man  an,  iDj,  «,,  m^  seien  sämmtlich  i>ositiv,  so  liegt  die  Axe  OJin 
dem  positiven  Octanten  und  der  Körper  dreht  sich  um  OJin  der  Richtung  ABC 
(siehe  die  Figur  in  §  161).  Da  OX  im  Raum  festliegt,  so  scheint  sich  02^  im 
KOrper  in  der  zur  Rotation  entgegengesetzten  Richtung  zu  bewegen. 

Liegen  femer  L  und  A  auf  derselben  Seite  des  sphärischen  Kegelschnittes 
JJ\  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  sich  A,  B,  Cin.  abnehmender  Reihenfolge  befinden, 
80  bewegt  sich  L  in  dem  KOrper  auf  seinem  sphärischen  Kegelschnitt  in  der 
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Richtung  KK*.  Liegen  dagegen  L  und  A  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  sphä- 
rischen Kegelschnittes  JJ\  so  bewegt  sich  L  in  (Ker  umgekehrten  Richtung.  Siehe 
auch  §  160. 

§  164.  Bezeichnet  t;  die  Geschwindigkeit  der  invariablen  Linie  auf 
ihrem  sphärischen  Kegelschnitt,  so  ist,  da  sich  der  Körper  um  Ol  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  odrehtmid  OL  die  Einheit  ist,  t;»»»  sin  Zr  07. 
Nach  §143  ist  aber  T/6r »» o  cos  LOJ.  Man  erhält  daher  durch 
Elimination  von  co 

§  165.  Man  verlängere  den  Bogen  JL,  bis  er  die  Axe  AK  in  N 
schneidet,  so  dass  also  LN  auf  dem  von  der  invariablen  Linie  beschrie- 
benen sphärischen  Kegelschnitt  senkrecht  steht.  Nimmt  man  dann 
die  Hauptaxen  für  den  festliegenden  Punkt  0  zu  Bezugsaxen,  so  sind  die 
Bichtungscosinusse  von  OL  und  Ol  proportional  zu  Am^^  Bm^y  Cm^ 
bez.  o>i,  (o^y  (D,.    Die  Gleichung  der  Ebene  LOI  ist 

(J5  —  C)  m^(o^x  +  (C  —  A)  ©jOiy  +  (-^  —  B)  m^m^z  =  0. 

Diese  Ebene  schneidet  die  xy-'Ehene  in  der  Geraden  ON]  setzt 
man  daher  j9  s»  0,  so  ergeben  sich  die  Bichtungscosinusse  von  0^  als 
{A  —  C)  »1,  {B  —  C)  ©2  und  0  proportional.    Daraus  folgt 

cos  LON=  ^(-^-Q^i'+^(^-QV. 

Benutzt  man  (1)  und  (2)  in  §  137,  so  sieht  man  leicht,  dass  der 
Nenner  dieses  Bruches  6r*  —  CT  ist.  Entwickelt  man  die  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen,  so  wird  sie 

welches  offenbar  gleich  ^ 

ö»  -  (?©,«  —2C{T-  C(o/)  +  (7  (a>^  —  ©3«)  ist. 
Durch  Substitution  erhält  man  dann 

co8LO^=  — , 

daher  Cj/S^i^^^^T* 

tg  LON=     \,_^^j.     ' 


Es    ist    aber    T/G  =  cd  cos  LOI;    daher    Ttg  IrOJ=  y^rö*— T«. 

Mithin  ist  das  VerhaUniss  ^-ggj^  =  — q^ —  und  folglich  wahrend  der 

Bewegung  canstant. 

Gombinirt   man   dieses  Resultat   mit   dem   in   dem   letzten  Para- 
graphen, so  ist 

die  Geschwindigkeit  von  L]         G*  —  CT 


auf  seinem  Kegelschnitt 
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worin  n  den  Winkel  LON  bezeichnet.  Nach  den  Vereinbarungen  der 
sphärischen  Trigonometrie  ist  n  auch  die  Länge  des  auf  dem  sphärischen 
Kegelschnitt  senkrecht  stehenden  zwischen  der  Gurve  und  der  Haupt- 
ebene AB  des  Körpers  enthaltenen  Bogens. 

§  166.  Beisp.  1.  Die  Punkte  S  und  S'j  in  welchen  die  FocaUinien  des  in- 
Tariablen  Kegels  die  Kugel  schneiden,  heissen  die  Brennpunkte  des  sphärischen 
Kegelschnittes.  Man  beweise,  dass  die  Componente  der  Oeschwindigkeit  von  L 
senkrecht  zu  dem  Bogen  8L  während  der  Bewegung  constant  und  gleich 

{(G^--BT)(ÄT-^G^/ÄBG^}^ 

ist.  Wenn  ZJIf  den  Bogen  des  grOssten  Kreises,  welcher  auf  der  die  Brennpunkte 
enthaltenden  Axe  senkrecht  steht  und  q  den  Bogen  SL  bezeichnet,  zu  beweisen, 
dass 


ist. 


dt         .C\  AB  I    ""^-^ 


Beisp.  2.    Man  beweise,  dass  die  Componente  der  Geschwindigkeit  Ton  L 

senkrecht  zu  dem  centralen  Radiusvector  ÄL  gleich -jt^ —  ^^S  -^^  i^^- 

Beisp.  3.  Wenn  r,  /,  r"  die  Längen  der  Bogen  sind,  welche  das  Ende  Ä 
einer  Hauptaze  mit  den  Enden  Z,  J,  E  der  invariablen  Linie  der  Momentanaze 
bez.  der  excentrischen  Linie  verbinden  und  6^  &,  &'  die  Winkel  sind,  welche 
diese  Bogen  mit  irgend  einer  Hauptebene  AOB  machen,  zu  beweisen,  dass 

cosr        cos  r'  cos  r"        tg  ö  __  tg  Ö*       tg  ö" 

worin  ^  =  arc2^J.  Mittelst  dieses  Theorems  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  die 
Beziehungen  zwischen  den  Bewegungen  der  drei  Punkte  Z,  J,  E  aufeufinden. 

Beisp.  4.    Man  zeige,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Momentanaze  längs  ihres 

sphärischen  Kegelschnittes  -=■ .-—  —  tg  n'  cos  f  ist,  worin  n'  die   Länge  des 

auf  dem  sphärischen  Kegelschnitt  der  Momentanaze  errichteten  Lothes  zwischen 
der  Gurve  und  dem  Bogen  AB  und  ^«sarcZr/  ist. 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  entsprechenden  in  §  166  für  die  Be- 
wegung von  ü,  so  sieht  man,  dass  für  jeden  sich  auf  die  Bewegung  von  L  in 
seinem  sphärischen  Kegelschnitt  beziehenden  Satz  ein  entsprechender  far  die  von 
I  ezistirt.  Wenn  z.  B.  S'  ein  Brennpunkt  des  sphärischen  Momentankegelschnittes 
ist,  so  ergibt  sich  aus  Beisp.  1,  dass  die  Componente  der  G^chwindigkeit  von  I 
senkrecht  zu  dem  focalen  Radiusvector  S'I  in  constantem  Yerhältniss  zu  cos  LI 
steht.    Dies  Yerhältniss  ist  dem  in  Beisp.  1,  multiplicirt  mit  G^C/TAB^  gleich. 

Beisp.  5.    Man  zeige,  dass  die  Geschwindigkeit  der  ezcentrischen  Linie  längs 

ihres  sphärischen  Kegelschnittes  { (ö"  —  CT)/yABCT ) tg n"  ist,  worin  n"  die 
Länge  des  auf  dem  sphärischen  Kegelschnitt  senkrechten  Bogens  zwischen  der 
Gurve  und  dem  Hauptbogen  AB  bedeutet. 

Beisp.  6.    Man  beweise,  dass 

((Geschwindigkeit  von  j^)*  —  (Geschwindigkeit  von  X)' »  Constante 
ist.    Man  zeige  auch,  dass  die  CJonstante 

^{AT-'G^(BT--G')(CT—G*)/ABCG^T  ist. 
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Beisp.  7.  Die  Bewegung  von  L  längs  seines  sphärischen  Kegelschnittes  ist 
dieselbe,  wie  die  eines  Massenpunktes,  an  dem  zwei  Kräfte  angreifen,  welche  die 
Richtung  der  Tangenten  in  X  an  die  Bogen  L8^  LS*  haben,  welche  L  mit 
den  Brennpunkten  des  sphärisches  Kegelschnittes  verbinden,  und  deren  Grösse 
sin  2/ 5 cos  LS'  bez.  sin  LS'  cos  LS  proportional  ist. 

Auflösungen  dieser  Beispiele  und  Beweise  anderer  Sätze  in  diesem  Abschnitt 
findet  man  in  einer  Abhandlung  des  Verfassers  in  den  Proceedings  of  ihe  Boycd 
Soääy,  1878. 

§  167.  Die  Momentanaxe  beschreibt  im  Raum  einen  Kegel,  den 
wir  den  Kegel  der  Herpolodie  genannt  haben.  Seine  Gleichung  kann 
im  Allgemeinen  auf  elementarem  Weg  nicht  gefunden  werden;  ist  es 
aber  möglich,  so  erhalten  wir  eine  weitere  geometrische  Darstellung 
der  Bewegung.  Denn,  man  nehme  an,  die  beiden  von  der  Momentan- 
axe im  Raum  und  im  Korper  beschriebenen  Kegel  seien  construirt.  Da 
jeder  von  ihnen  zwei  aufeinander  folgende  Lagen  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  enthalt,  so  berühren  sie  sich  längs  der  Momentan- 
axe. Da  femer  die  Berührungspunkte  keine  Geschwindigkeit  haben, 
so  kann  man  die  Bewegung  dadurch  darstellen,  dass  man  den  im  Korper 
festliegenden  Kegel  auf  dem  im  Raum  festliegenden  rollen  lässt. 


§  168.   Das  Poinsof  sehe  Theorem.   Die  Bewegung  der  Momentanaxe 
im  Barnn  m  finden. 

Da  die  invariable  Linie  OL  im  Raum  festliegt,  so  empfiehlt  es 
sich,  die  Bewegung  auf  OL  als  eine  der  Goordinatenaxen  zu  beziehen. 
Der  Winkel,  den  die  Momentanaxe  Ol  mit  OL  macht,  möge  i  und 
der  Winkel  zwischen  der  Ebene  lOL  und  einer  durch  OL  gehenden 
im  Raum  festliegenden  Ebene  möge  9  heissen.  Siehe  die  Fig.  in  §  149. 
Während  der  Bewegung  rollt  der  von  OJ  in  dem  Körper  be- 
schriebene Kegel  auf  dem  von  OJ  im  Raum  beschriebenen.   Es  leuchtet 

daher  ein,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit 
^  der  Momentanaxe  im  Raum  dieselbe,  wie 
ihre  Winkelgeschwindigkeit  im  Korper  ist. 
^  Man  beschreibe  mit  dem  Gentrum  in  0  und 
einem  der  Einheit  gleichen  Radius  eine 
Kugel,  die  im  Korper  festliegen  möge.  L 
und  /seien  die  Durchschnittspunkte  der  in- 
^  variablen  Linie  und  der  Momentanaxe  mit 
der  Kugel  zur  Zeit  t  und  L\  T  zur  Zeit 
i  -f-  dt.  Es  sind  dann  IL^  TU  zwei  conse- 
cutive  Normalen  an  den  spluurischen  Kegel- 
schnitt KK!y  welchen  die  invariable  Linie 
beschreibt  und  schneiden  sich  daher  in 
einem  Punkt  P,  den  man  als  den  Krümmungs- 
mittelpunkt des  sphärischen  Kegelschnittes  ansehen  kann.  Es  sei  PL^^q, 
Offenbar  ist- 
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die  Componente  der  Geschwindig- 1  __  /Creschwindig-X    sin  (g  +  0 
keit  Yon  I  senkrecht  zu  JL       ]      \  keit  von  i  }         sin  p 

Daher  nach  §  164,  weil  i  —  IL, 

sin  S  ^  =  ^  tg  g(cos  i  +  cotg  Q  sin  {) 
und  daraus 

dt        G^\^"^tgp/ 

In  jedem  sphärischen  Kegelschnitt  ist  aber  tg  p  =  tg'n/tg'Z, 
worin  n  die  Lange  des  Lothes  zwischen  der  Gurve  und  der  die  Brenn- 
punkte enthaltenden.  Axe  und  2Z  die  Länge  der  Ordinate  bezeichnet, 
welche  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  geht  und  gewohnlich  der 
Parameter  genannt  wird.  Setzt  man  für  tg  q  seinen  Werth  ein  und 
bedenkt,  dass  nach  §  165 

tgt       G'-CT  _^  ^^,      tg»5 

t^--cr~^^*8^"t^ 

ist,  so  erhält  man 

Substituirt  man  für  tg  a  und  tg  6,  so  wird 

d9_T       {AT  -G^{BT  ^  G^{CT  ^  G^      .    .^ 

§  169.  Eine  einfache  geometrische  Gonstruction  dieses  Resultates 
hat  Dr.  Ferrers,  Master  des  Caius  College,  in  einem  Smith *schen  Prize 
pofer  (1882)  angegeben.  Wenn  OM  die  Projection  der  Momentanaxe 
Ol  auf  die  durch  den  festen  Punkt  0  gelegte  invariable  Ebene  be- 
zeichnet und  OH  das  Poinsot'sche  Trägheitsellipsoid  in  H  schneidet, 
so  ist  ^        g'g     1 

d«  ~  TABCOm' 

§  170.  Da  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
invariable  Linie  constant  ist,  so  ergibt  sich  leicht  id  »»  sec  (  T/G.  Setzt 
man  diesen  Werth  von  m  in  Gleichung  (6),  §  137  ein,  so  findet  man 

eine  Beziehung  zwischen  l  und  ^,  die  indessen  zu  complicirt  ist,  um 

grossen  Nutzen  bringen  zu  können. 

Sowohl  dtp/dt  als  di/dt  sind  durch  i  ausgedrückt  worden;  daraus 
lässt  sich  nun  die  Bewegung  der  Momentanaxe  im  Raimi  ableiten. 

§  171.  Beisp.  1.  Man  zeige,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  t?'  der  Momentan- 
axe im  Raum  oder  im  EOiper  dnrch 

gegeben  ist,  worin  a>  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  be- 


124  Kapitel  IV.    Bewegung  ohne  äussere  Kräfte. 

zeichnet  und  Ij ,  il, ,  2^  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  137  haben.    Der  Satz  rührt 
von  Poinsot  her. 

Beisp.  2.  Die  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Scheiteln  gemessene  Länge 
der  Spirale,  welche  die  Momentanaxe  auf  der  Oberfläche  einer  festliegenden  con- 
centrischen  Kugel  im  absoluten  Raum  beschreibt,  ist  dem  Quadranten  der  sphä- 
rischen Ellipse  gleich,  welche  dieselbe  Axe  auf  einer  gleichen,  sich  mit  dem 
Körper  bewegenden  Kugel  beschreibt.    (Das  Booth'sche  Theorem.) 

Beisp.  8.  Wenn  die  ezcentrische  Linie  die  im  Körper  festliegende  Kugel, 
deren  Radius  »»  1  ist  und  deren  Centrum  im  festen  Punkt  liegt,  in  dem  Punkt 
E  trifft,  zu  beweisen,  dass 

(die  QeschwindigA*       T  dtp  .   ^ 
keit  von  ^     )  '^G'di^  ^ 

ist,  worin  die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  168  haben. 

§  172.  Der  roUende  nnd  gleitende  Kegel.  0  sei  der  feste  Punkt^ 
Ol  die  Momentanaxe.  Die  Winkelgeschwindigkeit  o  um  Ol  werde 
in  zwei  Gomponenten  zerlegt,  eine  gleichförmige  Winkelgeschwindigkeit 
T/G  um  die  invariable  Linie  OL  und  die  Winkelgeschwindigkeit 
d  sin  lOL  um  eine  Linie  OH,  welche  in  einer  im  Raum  festliegenden, 
auf  der  invariablen  Linie  senkrechten  und  durch  den  festen  Punkt  0 
gehenden  Ebene  liegt.  Diese  feste  Ebene  möge  die  invariable  Ebene 
für  0  heissen.  Bei  der  Bewegung  des  Körpers  beschreibt  OH  in  dem 
Körper  einen  Kegel,  der  diese  feste  Ebene  stets  berührt.  Die  Ge- 
schwindigkeit eines  jeden  Punktes  des  Körpers,  der  momentan  in  OH 
liegt,  bleibt  durch  die  Rotation  um  OH  unberührt  und  der  Punkt  hat 
daher  nur  die  Bewegung,  welche  eine  Folge  der  gleichförmigen  Winkel- 
geschwindigkeit um  OL  ist.  Wir  erhalten  auf  diese  Art  eine  neue 
Darstellung  der  Bewegung  des  Körpers.  Man  construire  den  von  OH 
in  dem  Körper  beschriebenen  Kegel  und  lasse  ihn  auf  der  in- 
variablen Ebene  für  0  mit  der  richtigen  Winkelgeschwindigkeit  rollen, 
wahrend  diese  Ebene  sich  gleichzeitig  um  die  invariable  Linie  mit  der 
gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  T/G  dreht.  Der  von  OH  im 
Körper  beschriebene  Kegel  wurde  von  Poinsot  der  roUende  und  gleitende 
Kegel  genannt. 

Eine  Construäion  des  gleitenden  Kegels  £fu  finden.  Seine  Er- 
zeugende OH  steht  auf  OL  senkrecht  und  befindet  sich  in  der 
Ebene  lOL.  Nun  liegt  OL  im  Raum  fest;  OL'  sei  die  Linie  im 
Körper,  die  nach  dem  Zeitintervall  dt  in  die  Lage  OL  kommt.  Da 
der  Körper  sich  um  Ol  dreht,  so  steht  die  Ebene  LOL'  auf  der 
Ebene  LOI  senkrecht  und  OH  ist  daher  ein  Loth  sowohl  auf  OL 
als  auf  0L\  Das  heisst  aber,  dass  OH  auf  der  Berührungsebene  an 
den  von  OL  im  Körper  beschriebenen  Kegel  senkrecht  steht.  Der 
von  OH  in  dem  Körper  beschriebene  Kegel  ist  daher  reciproJc  zu  dem 
von  OL  beschriebenen.  Die  Gleichung  des  von  OL  beschriebenen 
Kegels    haben    wir    in    §  159    gefunden.      Durch    Umdrehen    ihrer 
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Coefficienten  erhalt  man  mithin  die  Oleichung  des  von  OH  beschrie- 
benen Kegels^  nämlich 

Die  Focallinien  des  von  OH  beschriebenen  Kegels  sind  Lothe  auf 
die  E^eisschnitte  des  reciproken^  d.  h.  also  des  von  OL  beschriebenen 
Kegels.  Femer  sind  diese  Kreisschnitte  dieselben^  wie  die  des  reciproken 
Tragheitsellipsoids.  Die  Focallinien  liegen  daher  in  der  Ebene,  welche 
die  Axen  des  grössten  und  kleinsten  Momentes  enthält  und  sind  von 
den  Anfangsbedingungen  unabhängig. 

Der  Kegel  wird  eine  grade  Linie,  wenn  der  von  OL  beschriebene 
eine  Ebene  wird^  d.  h.  also,  wenn  die  Anfangsbedingungen  derart  sind, 
dafis  G^=^BT  \at 


§  173.    Die  Bewegwng  von  OH  im  Bamn  und  im  Körper  zu  finden. 

Da  OLj  OH  und  Ol  immer  in  derselben  Ebene  bleiben,  so  ist 
die  Bewegung  von  OH  im  Raum  um  die  feste  Gerade  OL  dieselbe, 
wie  die  von  Ol,  und  durch  den  Ausdruck  für  dtp/dt  in  §  168  ge- 
geben. 

Um  die  Bewegung  von  OH  im  Körper  zu  finden,  empfiehlt  es 
sich,  die  Figur  in  §  168  zu  benutzen.  Man  verlängere  die  Bogen 
P-L,  PL'  bis  H  und  IT,  so  dass  also  sowohl  LH  als  L'H*  ein 
Quadrant  wird.  H  und  jQT  sind  ftladanTi  die  Punkte,  in  denen  die 
Axe  Of  die  Kugel  vom  Biadius  =  1  zur  Zeit  t  und  t  -\-  dt  schneidet. 
Es  ist  daher 

/die  GeschwindigkeitX        /GeschwindigkeitX    Bin(p  +  49t)        T,     ^      , 
\  yonJ  )  =  1         ,oni         j  "  "T^  =  ö<« « «><«  *• 

Substituirt  man  fdr  tg  p,  wie  zuvor,  so  lässt  sich  die  Geschwindigkeit, 
ganz  wie  wir  wollen,  durch  g  oder  (o  ausdrücken. 

Da  der  von  OH  im  Körper  beschriebene  Kegel  auf  einer  Ebene 
rollt,  die  sich  selbst  um  eine  Gerade  dreht,  die  im  Punkt  0  auf  ihr 
senkrecht  steht,  so  muss  offenbar  die  Winkelgeschwindigkeit  von  OH 
im  Körper  um  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Ebene  Ideiner,  als  die 
Winkelgeschwindigkeit  von  OH  im  Biaum,  d.  h. 

(GeschwindigkeitX dtp        T 
von  JET        /        li        5' 
sein. 

Beisp.  Wenn  2,  m,  n  die  Bichtnngscosinusse  yon  OH  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
axen  des  Körpers  sind,  zu  beweisen,  dass 

l  m  n  1 


{AT-^G^iü^      iBT--G*)m^      ifiT-^G^a»^"  QyQi^-fZTT^ 
ist. 


1 
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Das  conjngirte  EUipsoid  nnd  die  conjngirte  Linie. 

§  174      Das    Poinso fache    Trägheitsellipsoid    f&r    den    festen 

Punkt  sei 

Ax'+By'+Ce^^K (1). 

Man  hat  femer 

und  daraus 

{XÄ  -  ^»)V+  (XB  -  B^a^,*+  (XC-  (7)01,*=  XT-  G'\ 

Wählt  man  nun  drei  Grossen  A\  B\  C  derart,  dass 
A'=  {XA  —  A'^i,  ^'«=  0*^  —  A^j\ 

B'^lxB  —  B^i,  B'*=(iiB  —  B^j\'    '    .    (4) 

ist;   SO  lasst   sieh   in   dem  Korper  noch  eine  Fläche  zweiten  Grades 
construiren,  nämlich 

^V+jBV+CV=Jä:' (5), 

welche,  wie  wir  weiter  unten  zeigen  werden,  ein  Ellipsoid  ist.    Man 
hat  auch  A'io^^+  B'io^^+  C'oi,««  T 

A'^io^^+B^(o^^+C^m^^=G'\ 

worin  T  und  G'  neue  Gonstanten  sind. 

Dieses  zweite  Ellipsoid  besitzt  verschiedene  Eigenschaften,  welche 
denen  des  Po  ins  o  tischen  analog  sind.    Z.  B.: 

(1)  Die  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Radiusyector,  um  den  der 
Körper  rotirt,  vanirt  wie  dieser  BadiusTcctor. 

(2)  Die  Länge  des  Lothes  auf  die  BerOhrungsebene  im  Endpunkt 
der  Momentanaxe  ist  constant. 

(3)  Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um 
das  Loth  auf  die  Berührungsebene  ist  constant  und  gleich  T/G'. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  nicht  behaupten,  dass  dieses  Loth  im 
Raum  festliege. 

Um  zu  bestimmen,  ob  die  Umformung  möglich  ist  oder  nicht, 
muss  man  die  Gonstanten  X  und  fi  prüfen.    Löst  man  (4)  auf,  so  wird 

Man  kommt  daher  zu  folgendem  Resultat: 
A'^\iA{B+C-Ä),  B'=\iB{C+A-B),  C ^\iC{A-\-B-C), 


(6), 
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Ay  Bj  C  sind  als  Trägheitsmomeiite  sämmÜich  positiv  und  die 
Summe  je  zweier  von  ihnen  ist  aus  demselben  Grund  grosser  als  die 
dritte.  Daraus  schliessen  wir  (1)^  dass  auch  A'^  Jff^  C  sammtlich 
positiv  sind,  (2);  dass  k  und  fi  positiv  und  grosser  sind,  als  der  grosste 
der  drei  Werthe  von  A^  By  C  und  (3),  dass  T  sowohl  als  6r'*  reell 
und  positiv  ist. 

§  175.  DarauS;  dass  diese  Analyse  nur  einen  Werth  für  A  wie 
für  (i  liefert;  folgt,  dass  man  bei  Ausführung  derselben  Operationen 
an  dem  zweiten  Ellipsoid  das  erste  Ellipsoid  erhalt  und  kein  anderes. 
Die  beiden  Ett^psaide  sind  daher  eincmder  conjugirt.    Man  erhalt  so 

A^^i'A'iB'+C  —  A'),  etc.,  etc., 

und  durch  Substitution  i'li  =  ABC/A'B'C. 

Jeden  der  beiden  Körper,  deren  Trägheitsmomente  J.,  B^  C  und 
A'y  B\  C  sind,  kann  man  zu  dem  andern  conjugirt  nennen.  Haben 
wir  es  mit  der  Bewegung  nur  eines  Körpers  zu  thun,  so  nehmen  wir 
an,  der  Körper  führe  die  beiden  Ellipsoide  mit  sich,  als  ob  sie  starr 
mit  ihm  verbunden  wären.  Das  Loth  auf  die  Berührungsebene  an  das 
TrägheitseUipsoid  des  Körpers  in  dem  Durchschnittspunkt  mit  der 
Momentanaxe  ist  die  invariable  Linie,  während  das  entsprechende  Loth 
auf  die  Berührungsebene  an  das  ihm  conjugirte  Ellipsoid  in  dem 
Durchschnittspunkt  der  Momentanaxe  die  conjugirte  Linie  heisst.  Die 
Richtungscosinusse  der  conjugirten  Linie  sind  daher  A'&JG'  ^  B'mJG'f 
C'ioJG\  Siehe  eine  Abhandlung  des  Verfassers  in  dem  Qiwäierly 
Jwmdl,  1888. 

Beisp.  1.    Man  zeige,  dass  die  Gleichungen 

jy  — 0^ B--C      A'iAT  —  G'^ A'J^C 

A      ^         A      '      AiAT—G'*)"        ABC 

und  ähnliche  fOr  die  übrigen  Buchstaben  bestehen. 

Man  zeige  auch,  dass  A^  B^,  C  der  Grösse  nach  zunehmen,  wenn  sich 
J.,  £,  0  in  abnehmender  Reihenfolge  befinden. 

Beisp.  2.  Man  zeige,  dass  die  Bewegung  im  Baum  irgend  eines  in  der  con- 
jugirten Linie  gelegenen  Punktes  dieselbe  Richtung  hat,  wie  wenn  der  Punkt 
für  den  Augenblick  im  Körper  festläge,  aber  eine  doppelt  so  grosse  Geschwindig- 
keit hätte.    Siehe  §  6,  (1)  und  die  Anm.  zu  §  140. 

Beisp.  3.    Viele  Theoreme,  die  für  die  Bewegung  der  cozgugirten  Linie  OL' 
gelten,  sind  denen  fOr  die  Bewegung  der  invariablen  Linie  OL  ähnlich. 
Die  folgenden  Sätze  sind  Beispiele  dazu: 

(1)  Die  Geraden  OL,  Ol,  OL'  beschreiben  in  derselben  Richtung  in  dem 
Körper  Kegel  zweiten  Grades  und  der  yon  der  Momentanaxe  Ol  beschriebene 
Kegel  liegt  dabei  zwischen  den  yon  der  invariablen  Linie  OL  und  der  cozgugirten 
Linie  OL'  beschriebenen  Kegeln. 

(2)  Die  Ebenen,  welche  auf  den  von  OL,  OL'  beschriebenen  Kegeln  senkrecht 
stehen,  schneiden  einander  in  der  Momentanaxe  OL 

(3)  Die  Geschwindigkeit  der  Geraden  OL'  längs  ihres  Kegels  variirt  wie  die 
Tangente  ihrer  Neigung  gegen  Ol  und  das  Verhältniss   ist  T'/Cr\    Sie   variirt 
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auch,  wie  die  Tangente  des  Winkels,  den  OL'  mit  der  Geraden  macht,  in  welcher 
die  Ebene  L'OI  einen  Hauptschnitt  des  cozgugirten  Ellipsoids  schneidet.  Siehe  §  166. 
(4)  Die  Cosinusse  der  Winkel  lOL^  1011  stehen  stets  in  constantem  Ver- 
hältniss. 

Beisp.  4.    Wenn  0,  ^  die  Winkelcoordinaten    der  cozgugirten  Linie  OU  in 
Bezug  auf  die  invariable  Linie  OL  als  i^-Aze  sind,  zu  zeigen,  dass 

GQ' 


sin*0 


dt 


cos  Q 

4 


ist,  worin 


ABC      % 


CO8  0 


— (rr)+(S)-«-'(f)* 

~ABCH^T(BC+CA  +  AB)'^\Q^{A+B'{'C), 

idoy      4    aa' 


(1). 
(«) 


sin*  6 


ABC      % 


(cos6  —  a)  (cosö  —  p)  (cos  6  —  y) 


(«) 


ist  und  aGQ'1%  =  TJBC  +  Q^{A  —  i),  etc.,  etc.  Man  beachte,  dass  «,  /J,  y 
reeU  sind. 

Beisp.  6.  Zwei  Körper,  Ton  denen  jeder  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht, 
haben  die  Winkelgeschwindigkeiten  o^,  a,,  lo,  und  a^\  cd,',  c»,'  um  ihre  Haupt- 
axen  und  ihre  Hauptmomente  sind  J-,  B,  C  und  ^',  B',  C.  Wenn  sich  die 
Körper  so  bewegen,  dass  a>jssiOj',  cd,  <— a>/,  cog^^a),'  ist,  aus  den  Euler'schen 
Gleichungen  zu  beweisen,  dass  AjA  »  B/B  ==  C'/C.  Bewegen  sie  sich  dagegen 
so,  dass  a>^  =B  —  a»^',  o»,  &»  —  id,',  a>,  «»  —  o»,',  zu  beweisen,  dass  die  Körper  ein- 
ander coigugirt  sind. 

Man  beweise  femer,  dass  die  zwischen  den  Winkelgeschwindigkeiten  ge- 
gebenen Beziehungen,  wenn  sie  auch  Anfangs  gültig  sind,  immer  bestehen  und 
dass  dann  die  Ton  den  Momentanaxen  beschriebenen  Kegel  gleich  und  ähnlich  sind. 


Die  Bewegung  der  Hanptaxen. 

§  176.  Bk  Winkdbewegungen  der  Hauptaxen  im  Bmm  sfu,  finden. 
Da  die  invariable  Linie  OZ  im  Raum  festliegt,  so  empfiehlt  es 

sich,  die  Bewegung  auf  sie  als  ^er-Axe  zu  beziehen.    Es  seien  OAy  OB^  OC 

die  Hauptaxen  für  den  festen 
Punkt  0  upd,  wie  früher,  a,  /),  y 
ihre  Neigungen  gegen  die  Axe 
OL  oder  OZ]  ferner  A,  fi,  v  die 
Winkel,  welche  die  Ebenen  £0^, 
LOB,  LOG  mit  einer  festen 
durch  L  0  gehenden  Ebene  L  OX 
machen.  Unsere  Aufgabe  ist, 
da/dt  und  dl/dt  zu  finden  und 
ähnliche  Ausdrücke  für  die  an- 
dern Axen.  Man  konnte  dabei 
die  Euler 'sehen  geometrischen 
Gleichungen   benutzen,    die    in 

Bd.  1,  Kap.  5  behandelt  wurden,  a,  A  für  ö  bez.  ^  setzen  und  auf  diese 

Weise  die  gesuchten  Ausdrücke  finden-,  es  ist  jedoch  vortheilhafter,  von 

diesem  Verfahren  etwas  abzuweichen. 
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Man  beschreibe  eine  Kugel,  deren  Centrum  in  dem  festliegenden 
Punkt  sich  befindet  und  deren  Radius  die  Einheit  ist.  Die  invariable 
Linie,  die  Momentanaxe  und  die  Hauptaxen  mögen  sie  in  den  Punkten 
Ly  J,  Ay  B  bez.  C  schneiden.  Die  Gomponente  der  Geschwindigkeit 
Yon  A  senkrecht  zu  LA  ist  dann  sin  a  dk/dt.  Da  sich  aber  der 
Körper  um  OJ  als  Momentanaxe  dreht,  so  bewegt  sich  der  Punkt  A 
senkrecht  zu  dem  Bogen  lA  und  seine  Geschwindigkeit  ist  (o  sin  JJ.. 
Daraus  eriribt  sich  ebenfalls  die  Componente  senkrecht  zum  Bo&fen  LA 
und  manlrhält 

dl  'AT         TAT  C08  LI  —  COS  LA  cos  lA 

sm  a  T^  =  (D  sm  AI  cos  LAl  =  (o = — ^r-j 

dt  am  LA 

nach  einer  Fundamentalformel  der  sphärischen  Trigonometrie,  cd  cos  LI 
ist  aber  die  Gomponente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  OL^  welche 
T/G  gleichkommt,  und  oi  cos  lA  ist  die  Componente  der  Geschwindig- 
keit um  OAy  also  gleich  Oj .     Daher  wird 

sm* «  37  =  ^  —  ^\  <^os  « ; 

wie  sich  unmittelbar  aus  §  19  ergibt.  Weil  G  cos  a  =  Am^  ist,  so 
erhält  man  die  Gleichung 

,   9     dX        T       G  coa"«  .^^ 

sin' ^3-,  =  75 T— (1); 


cotg«a (2). 


dt        G 
der  man  auch  die  Form  geben  kann 

dX  ^AT—  g« 
dt  AG 

da 

§  177.     Um  -gr  zu  finden,  verfahrt  man  folgendermassen.     Nach 

§  140    hat    man    cos  a  =  AmJG,    cos  ß  =  BwJG,    cos  y  =  CtoJG, 
Setzt  man  in  die  Euler'sche  Gleichung 

ein,  so  wird 

sin  a  ^  =  (^  —  ^)  G  cos  /J  cos  y (3). 

Nach  §  137  sind  aber  cos  «,  cos  /J,  cos  y  durch  die  Gleichungen  ver- 
bunden 


cos'  a  j^  C08*  ^  j^  cos*  y  T 

~A        '    —5        '        C~  ~  G* 

COS*«  +  cos*/J  +  cos*y  =  1    , 


(4). 


Löst  man  die  Gleichungen  derart  auf,  dass  man  cos  ß  und  cos  y 
durch  cos  a  ausdrückt,  so  ergibt  sich  leicht 

.  a    (daY  G*  (G^-CT      A^C       ^   \(G*-BT      A-^B^^.\   ... 

Boath,  Dynamik.  II.  9 
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§  178.  Da  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6)  nothwendiger  Weise  reell  ist, 
so  müssen,  wie  man  sieht,  die  Werthe  von  cos'a  zwischen  gewissen  Grenzen 
liegen.  Wenn  die  Axe,  deren  Bewegung  untersucht  wird,  die  Axe  des  kleinsten 
oder  grÖBsten  Momentes  ist,  so  sei  B  die  Aze  des  mittleren  Momentes.    Alsdann 

muss  cos'  a  zunsehen  den  beiden  Grenzen  — 77= 7^  und  — 77= — -=: 

Cr'         A  —  V  (t^         A  —  JS 

liegen,  wenn  beide  positiy  sind.    Nach  §  188  ist  die  erstere  positir  und  kleiner 

als  die  Einheit,  woron  man  sich  leicht  durch  Division  des  Zählers  und  Nenners 

mit  ACQ*  überzeugen  kann.    Ist  die  letztere  positiy,  so  liegt  die  Spirale,  welche 

Yon   der    Hauptaxe   auf   der  Oberfläche    einer   Kugel   beschrieben  wird,    deren 

Centrum  sich  in  dem  festen  Punkt  befindet,  zwischen  zwei  concentrischen  Ejreisen, 

die  sie  abwechselnd  berührt.    Ist  die  letztere  Grenze  neg^tiy,  so  hat  cos  u  keine 

untere  Grenze.    In  diesem  Fall  liegt  die   Spirale   stets   zwischen   zwei   kleinen 

Kreisen  auf  der  Kugel,  von  denen  der  eine  dem  andern  genau  gegenüberliegt. 

Ist  die  fragliche  Aze  dagegen  die  des  mittleren  Momentes,  so  muss  cos*  a 
ausserhalb  der  obigen  zwei  Grenzen  liegen.  Beide  sind  positir,  jedoch  ist  eine 
grösser,  die  andere  kleiner  als  die  Einheit.  Die  Spirale  liegt  daher  zwischen 
zwei  kleinen  einander  gegenüberliegenden  Kreisen. 

Soll  dX/dt  yerschwinden,  so  muss  G* cos* a^^i  AT  sein;  dadurch  wird  aber, 
wie  man  durch  Substitution  in  (4)  sieht,  die  Summe  zweier  positiven  Grössen 
gleich  Null.  dX/dt  hehäU  daher  stets  dasselbe  Vorzeichen,  Wenn  die  Anfangs- 
bedingungen derart  sind,  dass  G^T  kleiner  als  das  Trägheitsmoment  für  die 
Aze  ist,  welche  die  fragliche  Spirale  beschreibt,  so  wird,  wie  man  leicht  sieht, 
die  Winkelgeschwindigkeit  um  so  grösser,  je  nüier  die  Aze  der  inyariablen  Linie 
kommt,  und  am  kleinsten,  wenn  sie  am  weitesten  yon  ihr  entfernt  ist.  Umgekehrt 
y erhält  es  sich,  wenn  G*/T  grösser  als  das  Trägheitsmoment  ist. 

§  179.  Beisp.  1.  Es  sei  Oüf  eine  in  dem  Körper  festliegende  Gerade, 
die  durch  0  geht  und  das  Trägheitsellipsoid  für  0  in  3f  schneidet.  OM'  sei 
femer  das  Loth  von  0  auf  die  Bernhrungsebene  in  M.  Wenn  OM'=^ry  OM==^p 
und  «,  %'  die  Winkel  sind,  die  03f,  OM'  mit  der  invariablen  Linie  OL  macht, 

zu  beweisen,  dass 

.  , .  d;       T        G  ,, 

sm' » -^  «-=  7? cos  *  cos  % 

dt      G       mpr 

ist,  worin  j  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  LOM  und  einer  im  Raum  fest- 
liegenden durch  OL  gehenden  Ebene  und  m  die  Masse  des  Körpers  bezeichnet. 
Dies  folgt  aus  §  19. 

Beisp.  2.  Wenn  KLK'  der  Kegelschnitt  ist,  den  die  invariable  Linie  auf 
die  in  §  161  angegebene  Art  erzeugt,  zu  zeigen,  dass 

ist,  worin  X  den  Winkel  bezeichnet,  um  den  die  Ebene  sich  dreht,  welche  die  in- 
variable Linie  und  die  Hauptaze  OA  enthält. 

Beisp.  S.  Wenn  man  auf  den  Hauptazen  für  den  festen  Punkt  0  drei  Gerade 
OAy  OB,  00  von  gleicher  Länge  abträgt,  so  ist  die  Summe  der  von  ihnen  auf 
der  inyariablen  Ebene  beschriebenen  Flächen  der  Zeit  proportional.    [Poinsot.] 

Beisp.  4.  Wenn  die  Längen  OA,  OB,  OC  den  Trägheitsradien  ftir  die  Azen 
bezüglich  proportional  sind,  so  ist  die  Summe  der  von  diesen  Linien  auf  der  in- 
yariablen Ebene  beschriebenen  Flächen  ebenfalls  der  Zeit  proportional.  [Poinsot.] 

Beisp.  6.  Ein  massives  EUipsoid,  dessen  Halbazen  c,  c]/3,  cl/ö  sind,  wird 
um  einen  Durchmesser  in  Rotation  gesetzt,  der  in  der  Ebene  der  grössten  und 


Zwei  gleiche  Hauptaxen  (§  178—180). 
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kleinsten  Axe  liegt  und  mit  der  ersteren  einen  Winkel  macht,  dessen  Gotangente 

yi  ist.  Man  suche  die  Anfangsrichtungscosinusse  der  invariablen  Linie  in  Bezug 
auf  die  Azen  des  EUipsoids  und  zeige,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  der  mittleren 
Axe  um  die  invariable  Linie  während  der  nun  folgenden  Bewegung  constant  bleibt. 


Die  Bewegimg  des  Körpers ,  wenn  zwei  Hanptaxen 

gleich  sind. 

§  180.  Der  Körper  rotire  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  um 
die  Momentanaxe  OL  OL  sei  das  Loih  auf  die  invariable  Ebene. 
Das  Trägheitsellipsoid  ist  im  vorliegenden  Fall 
ein  Spharoidy  dessen  Axe  die  Axe  des  ungleichen 
Momentes  in  dem  Körper  ist.  Die  gleichen  Träg- 
heitsmomente seien  A  und  B,  Aus  der  Sym- 
metrie der  Figur  ergibt  sich^  dass  bei  dem 
Bollen  des  Spharoids  auf  der  invariablen  Ebene 
die  Winkel  LOG,  LOL  consUmt  bleiben  und 
die  drei  Axen  OLy  OL^  OC  stets  in  einer 
Ebene  liegen.  Es  seien  die  Winkel  LOC^y,  ^ 
IOC  =  i. 

Benutzt  man  dieselbe   Bezeichnung  wie  in  §  137^  so  hat  man 

Og  =  iD  cos  i,    a>i*  -|-  a>g*  = 
G^  =  (A^  sin«  f  +  C*  cos*  i)  m\ 
T  ={A  sin«  ♦  +  C  cos«  %)  a>« 


ar  sm*  t 


und  daher 


C«.  Ccosf' 

cos  V  ""^  ^^*  —     ■ 


Zu  diesem  Resultat  kann  man  auch  auf  folgende  Art  kommen. 
Wenn  in  irgend  einem  Kegelschnitt  i  und  y  die  Winkel  sind,  die  ein 
centraler  Radiusvector  und  das  Loth  auf  die  Tangente  in  seinem  End- 
punkt mit  der  kleinen  Axe  bilden  und  wenn  a,  &  die  Halbaxen  be- 
zeichnen, so  ist  tg  y  «=  tg  t  •  &«/a«.  Wendet  man  diesen  Satz  auf  das 
Tragheitespharoid  an,  so  erhalt  man 

Ist  der  Winkel  i  aus  den  Anfangsbedingungen  bekannt,  so  lasst  sich 
y  aus  einem  der  beiden  Ausdrücke  ermitteln.  Die  Bewegung  hat  nun 
die  folgenden  Besonderheiten: 

Die  invariable  Linie  beschreibt  in  dem  Korper  einen  geraden 
Kegel,  dessen  Axe  die  Axe  des  ungleichen  Momentes  und  dessen  halber 
Winkel  an  der  Spitze  y  ist. 

Die  Momentanaxe  beschreibt  in  dem  Korper  einen  geraden  Kegel, 

dessen  Axe  die  Axe  des  ungleichen  Momentes  und  dessen  halber  Winkel 

an  der  Spitze  i  ist. 

9* 
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Die  Momentanaxe  beschreibt  im  Baum  einen  graden  Kegel,  dessen 
Axe  die  invariable  Linie  und  dessen  halber  Winkel  an  der  Spitze  ir^y  ist. 

Die  Axe  des  ungleichen  Momentes  beschreibt  im  Baum  einen 
graden  Kegel,  dessen  Axe  die  invariable  Linie  und  dessen  halber  Winkel 
an  der  Spitze  y  ist. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Korpers  um  die  Momentanaxe  endlich 
variirt  wie  der  Badiusvector  des  Botationsellipsoids  und  ist  daher  constant. 

§  181.  Die  gemeinsame  WinkdgescJMvindigkeit  eu  finden,  mit  welcher 
die  Momentcmcuce  und  die  Axe  des  ungleichen  Momentes  im  Raum  um 
die  inva/riable  Linie  rotirt. 

Es  sei  0  der  Endpunkt  der  Axe  der  Figur  des  Triigheitsellipsoids 
und  Sl  die  Geschwindigkeit^  mit  welcher  sich  die  Ebene  LOC  um  OL 
dreht.  CMy  CN  seien  die  Lothe  auf  OL  und  OL  Da  sich  nun  der 
Körper  um  Ol  dreht,  so  ist  die  Geschwindigkeit  von  C  gleich  CN-  «o. 
Sie  ist  aber  auch  CM H.  Weil  femer  CM=  OCsiny,  CN=  OCsini 
ist^  so  ergibt  sich  sofort  Slsmy  =  w  sin  t,  woraus  £1  sich  finden  lässt. 

§  182.  Die  gemeinsame  WifMgeschtvindigkeit  m  finden,  mit  welcher 
die  invariable  Linie  und  die  Momentanaxe  im  Körper  um  die  Axe  des 
ungleichen  Momentes  rotirt. 

ü'  sei  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Ebene  LOC 
in  dem  Körper  um  OC  dreht.  LM,  LN  seien  Lothe  von  irgend 
einem  Punkt  L  in  der  invariablen  Linie  auf  OC  und  OL  Da  OL  im 
Baum  festliegt  und  der  Körper  sich  um  OJ  in  positiver  Bichtung, 
d.  h.  in  der  Bichtung  ABC,  dreht,  so  scheint  sich  der  Punkt  L 
bezüglich  des  Körpers  in  negativer  Bichtung  mit  der  Geschwindigkeit 
LN '  (o  zu  drehen.  Die  Geschwindigkeit  von  L  im  Körper  in  positiver 
Bichtung  ist  aber  ebenfalls  LM-Sl\  In  dem  Normalfall  ist  das 
Trägheitsellipsoid  ein  abgeplattetes,  da  A  grösser  als  C  ist;  mithin  ist 
y  >  i,  LN^^  OL  •  sin  (y  —  i)  und  LM  =  OL  -  sin  y.  Daraus  ergibt 
sich  unmittelbar  H'  siny  =  a  sm(i  —  y). 

§  183.  Beisp.  1.  Wenn  ein  grader  Ereiskegel,  dessen  Höhe  a  doppelt  so 
gross  als  der  Radius  seiner  Basis  ist,  sich  um  seinen  Schwerpunkt  als  festen 
Punkt  dreht  und  ursprünglich  um  eine  Axe  in  Bewegung  gesetzt  wird,  die  den 
Winkel  a  mit  der  Axe  der  Figur  macht,  so  beschreibt  die  Spitze  des  Kegels  einen 

Kreis  vom  Badius  -r-  a  sin  a.  [Ck)ll.  Exam.] 

Beisp.  2.  Eine  kreisförmige  Platte  dreht  sich  um  ihren  Schwerpunkt  als 
festen  Punkt.  Wenn  ihr  im  Anfang  die  Winkelgeschwindigkeit  co  um  eine  Axe 
mitgetheilt  wird,  die  den  Winkel  a  mit  ihrer  Ebene  macht,  so  macht  ein  Loth  auf 
die  Ebene  in  einer  Zeit  t  eine  Umdrehung  im  Baum,  welche  durch  die  Gleichung 

2«/t  =*  « "j/l  -|-  8  sin*  a  gegeben  ist.  [Coli.  Exam.] 

Beisp.  8.  Ein  Körper,  der  sich  frei  um  einen  festen  Punkt  drehen  kann, 
fSr  welchen  zwei  der  Hauptmomente  gleich  und  kleiner  als  das  dritte  sind,  wird 
um  irgend  eine  Axe  in  Botation  gesetzt.  In  Folge  des  Widerstandes  der  Luft 
und   aus   andern  Gründen   wirkt  beständig  ein  verzögerndes  Paar  auf  ihn  ein 


J 
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dessen  Aze  die  Momentanaxe  und  dessen  Grösse  der  Winkelgeschwindigkeit  pro- 
portional ist.  Man  zeige,  dass  die  Botationsaze  fortwährend  das  Bestreben  hat, 
mit  der  Axe  des  ungleichen  Momentes  zusammenzufallen.  Hieraus  ergibt  sich 
for  die  Erdrotation  der  Satz,  dass,  wenn  auch  jetzt  Biotations-  und  Figurenaxe 
beinahe  zusammenfallen,  dies  nicht  nothwendiger  Weise  immer  der  Fall  war. 

[Stone,  Astronomical  Notices,  8.  M&rz  1867.] 

Beisp.  4.  Wenn  ^»JB  ist,  zu  zeigen,  dass  das  coigugirte  Ellipsoid  ein 
Sphäroid  ist,  das  die  Axe  OC  des  ungleichen  Momentes  in  dem  EOiper  zur 
Axe  hat. 

Man  zeige  femer,  dass  die  coi\jugirte  Linie  OL'  in.  der  Ebene  liegt,  welche 
0(7,  Ol  und  OL  enth&lt  imd  dass,  wenn  y  den  Winkel  COL'  bezeichnet, 
tgy  =A  tgi/{2Ä  —  C)  und  daher 

cotg  y  4~  co%  y'  »B  2  cotg  « 
ist. 

Die  Bewegung,  wenn  G^=BT  ist 

§  184.  Auf  die  Besonderheiten  dieses  Falles  ist  schon  in  §  137 
hingewiesen  worden.  Wenn  in  Folge  der  Anfangsbedingungen  diese 
Beziehung  zwischen  der  lebendigen  Kraft  und  der  Bewegungsgrosse 
des  Körpers  besteht;  so  wird  die  ganze  Erörterung  der  Bewegung 
einfiwjher^). 

Die  Fundamentalgleichungen  der  Bewegung  sind  dann 


Löst  man  auf;  so  wird 


0} 


1         Ä  —  C  AB 


(2). 


®»  ~  Ä-C  BC 

Es  ist  aber 

dta^        C—  A 

-dt B-«'!«»; 

daher 


'^-+v 


dt  ^  r  AC  B* 

Wenn   die  Anfangswerthe  von  o^  und  cd,  gleiche  Vorzeichen  haben, 

dat 

so  ist  (C — Ä)ai(o^  negativ  und  daher  auch  -^«  In  dem  vor- 
stehenden Ausdruck  ist  daher  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  ge.- 
braucheU;  je  nachdem  die  AnÜEuigswerthe  von  co^^  oi,  gleiche  oder  un- 
gleiche Vorzeichen  haben. 


1)  Wie  eB  scheint,  haben  alle  Schrifteteiler,  die  über  den  Gegenstand  ge- 
schrieben haben,  auch  diesen  Fall  untersucht.  Beispiele  verschiedener  Behand- 
lungsart findet  man  in  Legendre,  TraiU  des  Fonctians  Eüiptiques,  1826,  Bd.  1, 
S.  882   und  Poinsot,  TMorie  Nouvelk  de  la  BoMion  des  Corps,  1862,  S.  104. 
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Es  folgt 

J5*  da,        — 


+  V ÄC 


Setzt  man  4^  n  fdr  die  rechte  Seite  und  integrirt^  so  erhält  man 

Et     *      +1 

worin  E  eine  unbestimmte  Gonstante  ist.  Wenn  t  unbegrenzt  wächst^ 
so  nähert  sich  m^  dem  Gh^nzwerth  ^  G/B  und  d^,  cd,  daher  nach  (2) 
der  Null. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Momentanaze  schliesslich  dem 
Zusammenfallen  mit  der  mittleren  Axe  der  Hauptmomente  sehr  nahe 
kommt,  thatsachlich  aber  nie  vollständig  sich  nüt  ihr  deckt.  Sie  nähert 
sich  dem  positiven  oder  negativen  Ende  der  mittleren  Axe,  je  nachdem 
der  Anfangswerth  von  {G  —  Ä)  ©j  m^  positiv  oder  negativ  ist 

§  185.  Zf/k  ermittdn,  was  aus  den  von  der  invariablen  Linie  und 
der  Momentanaxe  in  dem  Körper  beschrid>enen  Kegdn  tovrd,  wenn 
G^  =  BT  ist. 

Eliminirt  man  a^  aus  den  Fundamentalgleichungen  des  letzten 
Paragraphen,  so  wird  Ä(A  —  B)a>i*=  C(JS  —  Cf)a>^^' 

Ninmit  man  alsdann  die  Hauptazen  fQr  den  festen  Punkt 
zu  Bezugsaxen,  so  sind  die  Gleichungen  der  invariablen  Linie 
x/Bio^=^  y/Bm^^^ z/Cm^.  Durch  Elimination  von  m^  und  cd,  erhält 
man  als  Ort  der  invariablen  Linie  eine  der  beiden  Ebenen 


Die  Gleichungen  der  Momentanaxe  sind  x/m-^^^^y/m^^^  z/m^. 
Eliminirt  man  d^  und  013;  so  ergibt  sich  als  Ort  f&r  die  Momentanaxe 
eine  der  zwei  Ebenen 


YA{A  —  B)x  =  +yC{B—  C)  z. 

In  diesen  Gleichungen  ist,  weil  zjx  dasselbe  Vorzeichen  wie  dg/o^ 
hat,  dlEis  obere  oder  untere  Zeichen  zn  nehmen,  je  nachdem  die  Anfangs- 
werthe  von  (o^,  013  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Die 
Ebenen  gehen  durch  die  mittlere  Axe  und  hangen  von  den  An&ngs- 
bedingungen  nur  insofern  ab,  als  G^^=^BT  sein  muss. 

Der  rollende  und  gleitende  Eegel  ist  dem  von  der  invariablen 
Ebene,  §  172,  beschriebenen  reciprok  und  ist  daher  die  Gerade,  welche 
auf  der  von  der  invariablen  Linie  beschriebenen  Ebene  senkrecht  steht. 

Beisp.  1.  Man  zeige,  dass  die  von  der  invariablen  Linie  beschriebenen 
Ebenen  mit  den  centralen  Ejreissclinitten  des  reciproken  Ti^heitsellipeoids  zu- 
sammenfiEdlen  und   auf  den  Asymptoten  de^enigen   focalen  Kegelschnittes   des 
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Poin  so  fachen  Ellipsoids  senkrecht  stehen,  welcher  in  der  Ebene  des  grössten 
und  kleinsten  Momentes  liegt. 

Beisp.  2.  Die  yon  der  Momentanaxe  beschriebenen  Ebenen  stehen  auf  den 
Kabelpunktdurchmessem  des  reciproken  Trägheitsellipsoids  senkrecht  und  sind  die 
Diametralebenen  der  Asymptoten  des  Focalkegelschnittes  in  dem  Poinsot'schen 
Ellipsoid. 

§  186.  Die  Beziehungen  der  verschiedenen  in  dem  Körper  fest- 
liegenden Ebenen  zueinander  lassen  sich  durch  die  folgende  Figur  dar- 
stellen. Ay  By  C  seien  die  Punkte^  in  denen  die  Hauptaxen  des  Korpers 
eine  aus  dem  Gentrum  0  mit  einem  der  Einheit  gleichen  Radius  be- 
schriebene Kugel  treffen.  BLK\  BltT  seien  die  Ebenen,  die  von 
der  invariablen  Linie  durch  ihre  Bewegung  um  die  Momentanaxe  erzeugt 
werden.    Nach  dem  letzten  Paragraphen  ist  dann 


—  C 
B 


Daraus  ergibt  sich 

t«  KJ'^  tg  LBI^Y^^^W^^  • 

Es  ist  dies  dieselbe  Grosse^  die  in  §  184^  n  genannt  wurde.  Genau 
wie  in  §  163  steht  die  Richtung  der  Bewegung  von  L  senkrecht  bmHL^  und 
ist  der  Winkel  ILB  also  ein 
Rechter.  In  dem  sphärischen 
Dreieck  ILB  ist  daher  der 
eine  Winkel  ein  Bechter  und 
der  andere  conskmt  tmd  von 
allen  Anfangsbedingungen  tm- 
abhängig. 

Genau  wie  in  §  163  ist 
femer  die  Geschwindigkeit 
von  L  längs  LB  gleich 
(D  sin  ILf  mithin  nach  §  143 
gleich  tg  IL  .  T/G,  Aus  dem 
sphärischen  Dreieck  ILB  er- 
liÄlt  man  n  sin  BL  «=  tg  IL. 

Setzt  man  dann,  wie  in  §  140,  ß  =  BL^  so  wird  ^  =  +  g"**  ^^^  /*• 

Haben  die  Anfangswerthe  von  (o^,  m^  dasselbe  Vorzeichen,  so 
dreht  sich  der  Korper  imi  I  von  K'  nach  B  hin.  BL  wächst  mithin, 
weil  L  im  Raum  festliegt  und  lei  dieser  Figwr  muss  daher  das  cbere 
Zeichen  genommen  werden.    Siehe  auch  §  184. 

Man  kann  auch  ß  durch  die  Zeit  ausdrücken.     Durch  Integration 


cotgf  =V]e; 


"^b"' 


erhält   man   cotg  ~  =  yE  e    "    .     Dasselbe  Resultat   folgt   auch   aus 
§  184^  wenn  man  cos  /)  «»  BmJG  setzt. 
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Beisp.  1.  Wenn  sich  der  Körper  so  bewegt,  dass  G^  »s  BT  ist,  zu  beweisen, 
dasB  sich  auch  der  coi^jugirte  Körper  (§  174)  so  bewegt,  dass  G'^=^B^T'  ist. 
Daraus  leite  man  ab,  dass  die  coiyug^irte  Linie  OL'  einen  grössten  Kreis  BQ^  be- 
schreibt, der  derart  durch  B  geht,  dass  BQ^  und  BK'  auf  entgegengesetzten 
Seiten  gleiche  Winkel  mit  BJ'  machen. 

Man  zeige  auch,  dass  in  dem  spl^rischen  Dreieck  IL'B  ein  Winkel,  näm- 
lich 11!  By  ein  rechter  und  ein  anderer,  nämlich  IBL\  constant  und  gleich  arc  tg  n 
ist,  worin  n  die  oben  erklärte  Bedeutung  hat. 

Beisp.  2.  Man  zeige,  dass  die  excentrische  Linie  einen  grössten  Kreis  be- 
schreibt, der  durch  B  geht  und  AC  in.  einem  Punkt  D'  schneidet,  der  durch 
tg'CD'  s>  tg  CJ'  tg  CK'  bestimmt  wird.  Ist  E  der  Durchschnitt  der  excentrischen 
Linie  mit  der  Kugel,  zu  zeigen,  dass  die  Bogen  BE  und  BL  einander  stets 
gleich  bleiben. 

§  187.  Die  Bewegung  des  Körpers  im  Bomm  eu  finden.  Wie  wir 
schon  gesehen  haben,  bewegt  sich  der  Körper  so,  dass  eine  in  ihm  fest- 
liegende Ebene,  nämlich  die  Ebene  BK\  eine  im  Baum  festliegende  Ge- 
rade, die  invariable  Linie  OL,  enthält.  Weil  der  Körper  aus  irgend  einer 
Lage  in  die  nächste  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  a  cos  10  L  =  T/G 
um  OL  und  die  Winkelgeschwindigkeit  oi  sin  lOL  um  das  Loth  auf  OL, 
nämlich  LH,  gebracht  wird,  so  dreht  sidh  die  in  dem  Körper  festliegende 
Ebene  wm  die  im  Baum  festliegende  Linie  mü  der  gleichförmigen  Winkd- 
geschunndigkeit  T/G  oder  G/B.  Zu  gleicher  Zeit  bewegt  sich  die 
Ebene  so,  dass  die  im  Raum  festliegende  Linie  die  Ebene  mit  der 
variablen  Geschwindigkeit  cd  sin  lOL  zu  beschreiben  scheint.  In  dem 
letzten  Paragraphen  wurde  bewiesen,  dass  dieser  Ausdruck,  wenn  /) 
den  Winkel  BL  bezeichnet,  gleich  n  sin  /)  •  T/G  ist. 

§  188.  Der  von  OH  in  dem  Körper  beschriebene  Kegel  ist  dem 
von  OL  beschriebenen  reciprok  und  daraus  lassen  sich  reciproke 
Theoreme  ableiten.  Die  Bewegung  ist  daher  derart,  dass  eine  im  Körper 
fesäiegende  Grerade,  nämlich  OH,  eine  im  Baum  festliegende  Ebene  be- 
schreÄt,  d,  h  die  auf  OL  senkrechte  Ebene.  Die  Gerade  bewegt  sich 
längs  der  Ebene  mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  T/G 
oder  G/B,  während  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  diese 
Gerade  +  w  sin  /}  •  G/B  ist. 

§  189.  Die  Bewegung  der  Hauptazen  lässt  sich  aus  den  allge- 
meinen Formeln  in  §  176  ermitteln.  Man  kann  aber  auch  so  verfahren. 
Da  der  Körper  sich  um  Ol  dreht,  so  bewegt  sich  der  Punkt  B  auf 
der  Kugel  senkrecht  zu  dem  Bogen  IB.  Die  Tangente  an  die  Bahn 
von  B  macht  daher  mit  LB  einen  Winkel,  der  das  Gomplement  zu 
dem  Constanten  Winkel  IBL  ist  Die  von  der  Axe  des  mittleren 
Momentes  auf  einer  Kugel,  deren  Centrum  in  0  liegt,  aufgesseichnete  Bahn 
ist  eine  Loxodrome,  die  alle  durch  L  gehenden  grössten  Kreise  unter  einem 
Winkel  schneidet,  dessen  Cotangente  +n  ist 
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§  190.    Die  Bewegtmg  der  Momentanaace  im  Baum  m  finden. 

Das  Problem  ist  dasselbe^  wie  das  in  §  168  betrachtete.  Man 
kann  übrigens  das  Resultat  auch  unmittelbar  aus  §  187  ableiten.  Der 
Winkel  ILB  ist  stets  ein  Becbter.  Daraus  folgte  dass  die  Winkel- 
geschwindigkeit Yon  I  um  L  dieselbe  ist^  wie  die  des  Bogens  BL 
um  L.  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  letzteren  ist  aber  constant  und 
gleich  T/G.  Bezeichnet  man  also  mit  q>  den  Winkel  zwischen  der 
die  Momentanaxe  und  die  invariable  Linie  enthaltenden  Ebene  LOI 

und  einer  beliebigen  festen  durch  die  invariable  Linie  gehenden  Ebene, 
•  L  dtp        T 

§  191.  um  die  Gleichung  des  von  der  Momentanaxe  im  Raum 
beschriebenen  Kegels  zu  finden,  hat  man  eine  Beziehung  zwischen  l 
und  9  nothig,  worin  g  den  Bogen  IL  auf  der  Kugel  bedeutet.  Aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ILB  erhält  man  n  sin  /)  =  tg  g  und  nach 
§  186  ist 

Durch  Elimination  von  ß  findet  man  ^  als  Function  von  t    Es  wird 

^j  =  cotgf  +  tgf=>^«  +-e         . 

Nach  dem  letzten  Paragraphen  ist  9  =  {T/G)t'\-  Fj  unter  F 
eine  Gonstante  verstanden.  Wir  wollen  in  die  erste  Gleichimg  den 
Werth  von  t  aus  der  zweiten  einsetzen  und^die  Ebene,  von  welcher 
aus  q>  gemessen  wird,  so  wählen,  dass  yEe^^^=  1  ist. 

Die  Gleichung  des  von  der  Momentanaxe  im  Raum  beschriebenen 
'Kegels  ist  dann 

2ncotge  =  e"^+c~'**. 

Für  9  =  0  wird  tg  g  =  n.  Die  im  Raum  festliegende  Ebene,  von 
welcher  aus  q>  gemessen  wird,  fällt  daher  mit  der  beweglichen  Ebene, 
welche  die  Axen  des  grössten  und  kleinsten  Momentes  enthält,  in  dem 
Augenblick  zusammen^  in  welchem  auch  die  invariable  Linie  in  die 
letztere  fallt. 

Zeichnet  man  den  Kegel  auf,  so  sieht  man,  dass  er  eine  Kugel, 
deren  Centrum  im  festliegenden  Punkt  sich  befindet,  in  einer  Spirale 
schneidet.  Die  von  den  positiven  und  negativen  Werthen  von  q>  be- 
stimmten Zweige  sind  vollkommen  gleich.  Wenn  q>  positiv  wächst, 
so  nimmt  der  radiale  Bogen  ^  beständig  ab,  die  Spirale  macht  daher 
eine  unendlich  grosse  Anzahl  von  Windungen  um  den  Punkt  £,  von 
denen  die  letzte  unendlich  klein  ist.     Siehe  §  151. 
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Correlative  und  contrarelatiye  EOrper. 

§  192.  Die  Bewegungen  verschiedener  Körper  m  vergleichen,  a/uf 
welche  Anfcmgspaare  eingewirkt  haben,  deren  Ebenen  paraUd  sind. 

Wenn  a,  ß,  y  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Hauptaxen 
Oä,  OBy  OC  eines  Körpers  för  den  festen  Punkt  0  mit  der  invariablen 
Linie  OL  machen,  so  lassen  sich  nach  §  140  die  Euler'schen  Gleichungen 
in  die  Form  bringen 

^^  +  ^{i  —  i)^^ß^^y  =  ^     ....     (1), 

wozu  noch  zwei  ähnliche  kommen.  Sind  X,  fi,  v  die  Winkel,  welche  die 
Ebenen  LOA,  LOB,  LOG  mit  einer  beliebigen  im  Baum  festliegenden 
durch  OL  gehenden  Ebene  machen,  so  ist 

'  o    dl        T       (rcos'a  fc%\ 

^"""di^G J—      ••'••••     (2) 

mit  ähnlichen  Gleichungen  f&r  |L(  imd  v. 

Bezeichnen  die  accentuirten  Buchstaben  ähnliche  Grossen  für  einen 
andern  Körper,  so  sind  die  entsprechenden  Gleichungen  fQr  ihn 

d  cos  a' 


dt 


+  G'  \^  —  ^j  cos  /S'  cos  y'  =  0  .     .    .    .     (3), 

.  -    ,dX'       r        ö^'cos»«'  ... 

«"^^^  =  (?' T— W- 

Wenn  nun  bei  den  Körpern 

^(i~ü)=^'(i"~Ü^)'  ®*^'  =  ®*^-  •    •    •    •    (5) 

ist,  so  sind  die  Gleichungen  (1)  zur  Ermittlung  von  a,  ß,  y  dieselben, 
wie  die  Gl.  (3)  zur  Ermittlung  von  «',  /J',  y'.  Werden  daher  die  beiden 
Körper  im  Anfang  in  eine  solche  Lage  gebracht,  dass  ihre  Hauptaxen 
parsdlel  laufen,  und  durch  Momentanpaare  in  Bewegung  gesetzt,  deren 
Grösse  G  und  G'  ist  und  deren  Ebenen  parallel  sind,  so  haben  nach 
dem  Verlauf  irgend  einer  Zeit  t  die  Hauptaxen  der  beiden  Körper 
noch  die  gleiche  Neigung  gegen  die  gemeinschaftliche  Axe  der  Paare. 

Den  Gleichungen  (5)  kann  man  die  Gestalt  geben 

G        G'        G        G'        G        G'  .^. 

A        A'        B        B*         CG'  W- 

Da  nach  §  142  die  lebendige  Kraft  durch 

gegeben  ist,  so  sieht  man,  dass  jeder  der  Ausdrücke  in  (6)  gleich 
T/G—  rjG'  ist. 
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Daraus   folgt   uimiittelbar  durch   Subtraction   der   Gleichung  (2) 
von  (4)  und  Division  durch  sin*« 

^-W  =  ^/^-^'/ö' (8), 

mit  ähnlichen  Gleichungen  ftir  fi  und  v.  Werden  daher  die  beiden 
Körper^  wie  zuvor,  so  in  Bewegung  gesetzt,  dass  die  Hauptaxen  einzeln 
einander  parallel  laufen,  so  lässt  sich  der  Parallelismus  der  Hauptaxen 
dadurch  wieder  herstellen,  dass  man  den  Körper,  dessen  Hauptaxen 
Ä\  B'y  C  sind,  um  die  gemeinschaftliche  Axe  der  Momentanpaare  den 
Winkel  (T/G  —  T/G')  t  in  der  Richtung  beschreiben  lasst,  in  welcher 
positive  Momentanpaare  wirken. 

§  193.    Sind  die  Paare  G  und  G'  gleich,  so  wird  die  Bedingung  (6) 
1         1         1         1         1         1         r—  T' 


A'  ~  B        B'  ~  C       C  G* 


(9). 


Die  Körper  heissen  dann  correUUive.  Nimmt  man  fOr  beide  Korper 
solche  Trägheitsellipsoide,  dass  das  Trägheitsmoment  f&r  jedes  dasselbe 
Yerhältniss  zu  dem  Quadrat  des  reciproken  Radiusvectors  hat,  so  sind 
die  Ellipsoide  offenbar  confocal. 

Sind  die  Paare  G  und  G'  gleich  und  entgegengesetzt,  so  wird 
die  Gleichung  (6) 

ä+ä'  =  b+W  =  c  +  c  =  —g^   •    •    •    (10) 

und  die  KSrper  heissen  contrareUxtive. 

§  194.  Die  Winkdgesehmndigkeitm  der  beiden  Körper  in  irgend 
einem  Äugenblick  mit  eimcmder  ssu  vergleichen. 

Ist  a>  die  Winkelgeschwindigkeit  des  einen  Korp  ers  in  irgend  einem 
Moment,  so  hat  man  bei  der  gewohnlichen  Bezeichnung 

0)  =  fljj»  4-  flj,»  -|-  ©j'  =  Cr'  \^-jr-  +  -51-  +  "-a^} 

und,  wenn  dieselben  Buchstaben  accentuirt  ähnliche  Grossen  für  den 
andern  Korper  bezeichnen, 

/.  ^/«/C08*a     ,     cos'Ä     ,     C08*y\ 

Erinnert  man  sich  aber  der  Bedingung  (6),  so  erhalt  man 

„._„'«=(l-|;)[cos««g+5;)+cos'/»g+|;)+cosv(?+|;)]- 

Berücksichtigt  man  (7),  so  sieht  man  leicht,  dass  die  in  den 
eckigen  Klammem  stehende  Grösse  T/G  -\-  T/G'  ist.    Daher  wird 

«*— «'*=^  — ^« (11)- 
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§  195.  Beisp.  1.  Stehen  zwei  Körper  in  solcher  Relation,  dass  ihre  reci- 
proken  Trägheitsellipsoide  confocal  sind  und  ist  ihre  anföngliche  Lage  derart, 
dass  die  Winkel  (of,  /J,  y),  (a ,  /J',  y\  welche  ihre  Hauptaxen  mit  der  inyariablen 
Linie  machen,  durch  die  Gleichungen 

cos  a cos  a        cos  ß      cos  ^       cos  y      cos  / 

verbunden  sind  und  werden  femer  die  Körper  durch  zwei  Momentanpaare  (7,  G* 

in  Bewegung  gesetzt,  die  '^ABC  bezüglich  ^A JB^ C  proportional  sind,  so  be- 
stehen die  obigen  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  (ce,  ß,  y),  {a\  /)',  y)  stets. 
Sind  p  und  p  reciprok  zu  dl/ dt  und  dX'/dt^  so  bleibt  Gp  —  G'p'  während  der 
Bewegung  constant,  worin  Z,  X\  etc.  die  Winkel  sind,  welche  die  Ebenen  LOA^ 
U  O  A  zur  Zeit  t  mit  ihren  Lagen  zur  Zeit  t=^0  machen. 

Beisp.  2.  Sollen  die  Winkel,  welche  die  Hauptaxen  mit  der  Axe  des  Paares 
machen,  in  jedem  Körper  dieselben  sein,  so  müssen  die  invariablen  Kegel  und 
daher  auch  ihre  reciproken,  d.  h.  die  Po  in  so  tischen  rollenden  und  gleitenden 
Kegel,  in  jedem  Körper  die  gleichen  sein.  So  sind  in  beiden  Körpern  die  rol- 
lenden Bewegungen  dieser  Kegel  gleich,  während  die  gleitenden  verschieden  sein 
können.  Daraus  leite  man  die  Gleichungen  (8)  und  (11)  ab.  Diese  Art  des  Be- 
weises verdankt  man  zum  Theil  Cayley. 

§  196.   Sylvester's  Messang  der  Zeit  für  die  kräfteflreie  Bewegung. 

Wenn  sich  ein  Körper  um  einen  festen  Punkt  dreht^  so  wird  seine  Be- 
wegung im  Baum  so  dargestellt^  dass  man  sein  Trägheitsellipsoid  auf 
einer  festen  Ebene  rollen  lässt.  Dadurch  erhält  man  aber  keine  Vor- 
stellung von  der  Zeit^  welche  der  Körper  braucht^  um  von  einer  Lage 
in  die  andre  zu  kommen.  Die  vorstehenden  Paragraphen  setzen  uns  in 
den  Stand  y  diesem  Mangel  abzuhelfen. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  das  Trägheitsellipsoid  rolle 
auf  einer  horizontalen  Ebene  imterhalb  des  festen  Punktes  0  und  die 
Momentanaxe  Ol  beschreibe  um  die  Axe  von  A  eine  Polodie.  Wir 
wollen  mm  diejenige  Hälfte  des  EUipsoids  entfernen^  welche  von  der 
Ebene  BC  begrenzt  wird  und  die  feste  Ebene  nicht  berührt.  Wir  er- 
setzen diese  Hälfte  durch  die  eines  andern  kleineren  EUipsoids,  welches 
mit  dem  ersten  confocal  ist.  Eine  Ebene  werde  dann  construirt,  welche 
der  invariablen  Ebene  parallel  ist  und  das  letztere  EUipsoid  in  T  be- 
rührt und  auch  sie  liege  im  Baum  fest.  Die  beiden  Halbellipsoide 
können  als  die  Tragheitsellipsoide  zweier  correlativer  Körper  angesehen 
werden.  Wären  sie  nicht  aneinander  befestigt  und  könnten  sich  frei 
ohne  gegenseitige  Einwirkung  bewegen,  so  würde  ein  jedes  rollen; 
das  eine  auf  .der  festen  Ebene,  die  in  I  berührt,  das  andre  auf  der, 
die  in  r  berührt.  Nach  den  §§  192  und  193  lässt  sich  das  obere 
EUipsoid  ab  das  kleinere  in  ParaUelismus  nut  dem  unteren  durch 
eine  Botation  Gt(l/Ä  —  IM')  um  die  invariable  Linie  bringen.  Lässt 
man  nun  die  obere  Ebene,  auf  welcher  das  obere  EUipsoid  roUt,  um 
die  invariable  Linie  als  feste  Axe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
G(l/Ä  —  l/Ä')  rotiren,  so  befinden  sich  die  beiden  EUipsoide  immer 
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im  Zustand  des  Parallelismus  und  kömien  als  starr  miteinander  ver- 
bunden angesehen  werden. 

Man  nehme  jetzt  an^  die  obere  Berührungsebene  sei  vollkommen 
rauh  und  im  Stande^  sich  in  einer  horizontalen  Ebene  um  eine  verticale 
durch  den  festen  Punkt  gehende  Axe  zu  drehen.  Lässt  man  die  ganze 
Figur  mit  dem  unteren  Theil  ihrer  Fläche  auf  der  festen  imteren  Ebene 
rollen,  so  veranlasst  die  Reibung  zwischen  der  oberen  Fläche  und  der 
Ebene  eine  Botation  der  letzteren  um  ihre  Axe^).  Die  verflossene  Zeit 
steht  dann  in  constantem  Yerhältniss  zu  dieser  Rotationsbewegung, 
welche  man  auf  einem  absolut  festliegenden  Zi£Ferblatt  unmittelbar 
über  der  rotirenden  Ebene  abmessen  kann. 

§  197.  Die  vorstehende  Theorie,  soweit  sie  sich  auf  correlative 
und  contrarelative  Körper  bezieht,  ist  einer  Abhandlung  Sylvester's 
in  den  Fhüosqphical  TransacHons,  1866  entnommen.  Er  untersucht 
auch,  in  welchen  Fällen  sich  das  obere  Ellipsoid  auf  eine  Scheibe 
reduciren  lässt  und  kommt  zu  dem  Resultat,  dass,  wenn  zwei  der 
Hauptmomente  gleich  sind,  nur  eine  solche  Scheibe  existirt,  sonst 
dagegen  stets  zwei  und  nicht  mehr.  Von  diesen  letzteren  ist  die  eine 
dem  g^ebenen  Körper  correlativ,  die  andere  contrarelativ.  Sie  stehen 
senkrecht  auf  der  Axe  des  grössten  bezügl.  kleinsten  Trägheitsmomentes. 

§  198.  Poinsofs  Messung  der  Zeit.  Poinsot  hat  gezeigt,  dass 
die  Bewegung  des  Körpers  dadurch  hergestellt  werden  kann,  dass  man 
einen  im  Körper  festliegenden  Kegel  auf  einer  Ebene  rollen  lässt,  die 
sich  gleichförmig  um  die  invariable  Linie  dreht.  Nimmt  man,  wie  bei 
dem  vorigen  Zeitmesser,  an,  die  Ebene  sei  rauh,  und  werde  von  dem 
Kegel  bei  seinem  Rollen  auf  ihr  herumgedreht,  so  misst  der  Winkel, 
um  den  sich  die  Ebene  gedreht  hat,  die  verflossene  Zeit. 


Der  sphärische  Kegelschnitt  oder  die  sphärische  Ellipse. 

§  199.  Die  folgenden  Sätze  über  den  sphärischen  Kegelschnitt  lassen  sich 
fOr  die  Theoreme  in  §  157  mit  Yortheil  verwenden.  Sie  scheinen  uns  neu  zu  sein. 
Die  Curve  werde  durch  die  Linie  DEB'E'  dargestellt.  Wie  früher,  wird  an- 
genommen, das  Auge  befinde  sich  in  dem  durch  Ä  gehenden  Radius  und  be- 
trachte   die  Kugel   aus  grosser  Entfernung.    Die  drei  Hauptebenen  des   Kegels 


1)  Bei  dem  Bollen  des  Ellipsoids  auf  der  unteren  Ebene  muss  eine  gewisse 
geometrische  Bedingung  erfüllt  werden,  damit  der  aus  den  beiden  Halbellipsoiden 
bestehende  Körper  die  obere  Ebene  weder  verlässt,  noch  sie  nach  oben  zu  drücken 
sucht.  Sie  besteht  darin,  dass  in  der  Ebene,  welche  Ol,  Ol'  enthält,  auch  die 
invariable  Linie  liegen  muss,  denn  nur  in  diesem  Fall  lässt  sich  die  Botation  um 
OJ  in  eine  Componente  um  OT  und  eine  andre  um  die  invariable  Linie  zer- 
legen. Dass  diese  Bedingung  erfüllt  werden  muss,  geht  aus  den  Betrachtungen 
im  Text  hervor.  Es  folgt  aber  auch  aus  den  bekannten  Eigenschaften  confocaler 
Ellipsoide. 
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schneiden  die  Kugel  in  den  drei  Quadranten  AB,  BCy  CA  und  jeder  der  drei 
Punkte  Ay  JB,  C  kann  Centmm  genannt  werden.  Die  Bogen  AD  und  AE  werden 
mit  a  und  b  bezeichnet. 

Die   Buchstaben   sind   nicht   durchweg   ebenso,   wie  bei   den   dynamischen 
Anwendungen  der  Gurre,  sondern  so  gewählt  worden,  dass  sie  möglichst  mit  den 


Buchstaben  übereinstimmen,  die  man  bei  ebenen  Kegelschnitten  gewöhnlich  be- 
nutzt. Auf  diese  Art  tritt  die  Analogie  zwischen  der  ebenen  und  sphärischen 
Ellipse  mehr  hervor. 

1.  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes.  Man  ziehe  den  Bogen  PN  senkrecht 
auf  AD  und  es  sei  PN^^y,  AN^==x.  Es  möge  die  Verlängerung  von  NP  den 
über  2>2>'  als  Durchmesser  beschriebenen  kleinen  Kreis  in  P*  schneiden  und  NP^ 
möge  die  exeenJbrisdie  Ordinate  heissen  und  mit  f/  bezeichnet  werden.   Alsdann  ist 


^^-  s  Gonstante  =  ^ 


cos  a  =  cosy  cosrr. 


*g  y  ''^       tg  a ' 

2.  Die  Projection  der  Normalen  PG  auf  den  yom  Brennpunkt  aus  gezogenen 
Radius vector  SP,  d.  h.  also  PL,  ist  constant  und  dem  halben  Parameter  gleich. 

Auch     .    ^^^  ist  constant. 


sin  jPiV^ 
Wenn  21  den  Parameter  bedeutet,  so  ist  tgl  = 


tg  a 


3.  Wenn  QAF  ^in  Bogen  ist,  der  PG  rechtwinklig  schneidet,  so  kann  QA 
die  Ttalbe  zu  AP  ConQugirte  heissen.    Es  ist  dann  tgPG^- tgjPJP^stg'6. 

4.  Die  Länge  PK,  welche  der  coigugirte  Diameter  von  dem  focalen  Badius- 

yector  abschneidet,  ist  constant  und  gleich  a.    Dies  folgt  aus  (2)  und  (8). 

sin'  A 
6.  Wenn  1  —  e*  =   .  .     ,  so  kann  man  e  die  Excentricität  des  sphärischen 

sin"  a 

Kegelschnittes  nennen.    Es  ist  dann  ig  AG  =^  e^  ig  AN. 

6.  Ist  auch  S  ein  Brennpunkt,  so  hat  man  SE  »>  HE  »s  a,  tg  SA  «»  e  tg  a, 

ig(ßP  —  a)^eigAN 

7.  Die  Polargleichungen  des  Kegelschnittes  sind 


tg? 
tg-SfP 


cos*  6 


cosPfif^, 


sin'  h 
sin«^P 


1  —c«  cos"  P-4Z>. 
tg'w 


8.  Ist  ^  der  Krümmungsradius  fSr  P,  so  ist  tg  ^  =  fTT ' 
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9.  Sieht  man  ÄP,  AQ  als  coigugirte  Halbmesser  nach  der  obigen  Definition 
an,  80  ist 

Bin»^P+sinMe=8in»a+8in»61       tjrPAD   iarOAn «"^' ^ 

sinuie-sinPF^sina.sinfc       T     ^  *^^  sin'a' 

10.  Wenn  p  das  Loth  vom  Centrum  A  auf  die  Tangente  in  P  bezeichnet,  so  ist 

tgUtgn 


tg'P 


«tg*a  +  tg«6  — tg*uiP. 


ii.tg«Pö-.tg«z=-4.sin«P2yr,  -_|!^:^=^. 

^  ^  cos*  6  sm  SP  •  sm  ÄP      sm*  a 

12.       sin«  a  — sin»  ^P)  «* 

.  .  -  ^        .  . ,  J  =  z i  sm*  PN. 

—  sinMÖ— »in'ftj      1  —  c" 

Zusatz.    tg*P6?«i — ^-^-^(cos'uiP— co8»acos»6). 

^  cos'  0  sm*  a  ' 

•    » 

Wenn  siniiJKf  4»  sin^3f' =s  -: —  ist,  so  sind  die  Ebenen  der  Boiren  BM. 

sma  ® 

und  BM*  den  Ereisschnitten  des  Kegels  parallel.    Einige  Eigenschaften  dieser 

Bogen  gleichen  denen  der  Asymptoten,  wenn  "B  als  Gentrum  des  Kegelschnittes 

angesehen  wird.    Die  Sätze,  welche  den  sphärischen  Kegelschnitt  mit  den  Bogen 

BM^  BM'  verbinden,  findet  man  in  Dr.  Salmon*s  Solid  Geometry,  viele  andere 

Eigenschaften  femer  in  Dr.  Frostes  Solid  Geometry. 

Beispiele 

(den   an  der  ümyersität  und   den  Colleges  gegebenen  Examination  papers  ent- 
nommen). 

1.  Ein  grader  Kegel,  dessen  Basis  eine  Ellipse  ist,  wird  in  seinem  Schwer- 
punkt G  gestützt  und  erhält  eine  Bewegung  um  eine  Aze,  welche  durch  G  geht, 
senkrecht  auf  der  Linie  steht,  die  G  mit  dem  Ende  B  der  kleinen  Axe  der  Basis 
verbindet,  und  in  der  Ebene  liegt,  welche  B  und  die  Aze  des  Kegels  enthält.  Man 
bestimme  die  Lage  der  invariablen  Ebene. 

Antwort.  Die  Normale  zur  invariablen  Ebene  liegt  in  der  durch  die  Aze 
des  Kegels  und  die  Momentanaze  gehenden  Ebene  unter  einem  Winkel,  dessen 
Tangente  h  (ä*  +  4ta*)/16  b  (a*  +  5«)  ist. 

2.  Ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  wird  an  jedem  Ende  der  Um- 
drehungsaze  eines  Rotationsellipsoids  befestigt  und  der  Schwerpunkt  liegt  fest. 
Wenn  der  Körper  um  irgend  eine  Aze  in  Rotation  gesetzt  wird,  zu  zeigen,  dass 
das  Rotationsellipsoid  während   der    Bewegung    auf   einer  festen    Ebene    rollt, 

vorausgesetzt,  dass  die  Bedingung  w/3f  =  ^-^(1  —  d^/c')  erfallt  ist,  worin  M  die 

Masse  des  Rotationsellipsoids,  a  und  c  die  Azen  der  Meridianellipse  und  c  zugleich 
die  Aze  der  Figur  ist. 

8.  Einer  Lamelle  von  beliebiger  (Gestalt,  welche  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit a  um  eine  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende,  auf  ihrer  Ebene  senkrechte 

Aze  rotirt,  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  « (J8  +  Cr/ifl  —  Cy  um  ihre  Haupt- 
aze  des  kleinsten  Momentes  mitgetheilt,  worin  J.,  JB,  G  nach  abnehmender  Grösse 
geordnet  sind.  Man  zeige,  dass  zu  irgend  einer  Zeit  t  die  Winkelgeschwindig- 
keiten um  die  Hauptazen  bezüglich 

sind,  und  dass  die  Lamelle  schliesslich  um  die  Aze  des  mittleren  Momentes  rotirt. 
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4.  Ein  starrer  Körper,  an  dem  keine  KiUfte  angreifen,  bewegt  sich  um  seinen 
Schwerpunkt;  man  beweise,  dass  die  Momentanaxe,  wenn  sie  in  irgend  einem 
Augenblick  in  der  Ebene  liegt,  in  welcher  einer  oder  der  andere  der  graden  um 
das  Gentralellipsoid  beschriebenen  Kreiscylinder  berührt,  d.  h.  welche  diese  Be- 
rührungspunkte enthält,  während  der  ganzen  Bewegung  diese  Lage  hat. 

Wenn  a,  6,  c  die  nach  abnehmender  Grösse  geordneten  Halbaxen  des  Central- 
ellipsoids,  e^  e^,  e,  die  Ezcentricitäten  seiner  Hauptschnitte,  A^ ,  ^ ,  ifi^  die  An- 
fangscomponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  seine  Hauptazen 
bezeichnen,  zu  beweisen,  dass  die  Momentanaxe  nur  unter  der  Bedingung  in  der 
oben  beschriebenen  Ebene  liegt,  wenn  Sli/e^  =  (a^/c*)  (^/e,)  ist. 

5.  Eine  starre  Lamelle,  an  welcher  keine  Kräfte  angreifen,  kann  sich  um 
einen  ihrer  Punkte,  der  festliegt,  frei  drehen.  Sie  wird  um  eine  in  ihrer  Ebene 
liegende  Gerade,  ftir  welche  das  Trägheitsmoment  Q  ist,  in  Bewegung  gesetzt. 
Man   zeige,    dass    die    grösste    sich    zur   kleinsten    Winkelgeschwindigkeit  wie 

yA-\-B  :  yS  -\~  Q  verhält,  worin  Ä,  B  die  Hauptträgheitsmomente  um  Axen  in 
der  Ebene  der  Lamelle  sind.    Siehe  §  160,  Beisp.  2. 

6.  Wenn  die  Erde  ein  starrer  Körper  wäre ,  an  dem  keine  Kräfte  angriffen 
und  der  um  einen  Durchmesser  rotirte,  welcher  keine  Hauptaxe  ist,  zu  zeigen, 
dass  die  Ortsbreiten  varüren  und  ihre  Werthe   sich  jedesmal  dann  wiederholen 

würden,  wenn  |/ul  —  B  j/-4  —  CJ  a^dt  ein  Vielfaches  von  ^nYSo  wird.    Wenn 

ein  Mensch  sich  niederlegt,  wenn  seine  Breite  ein  Minimum  ist  und  aufsteht, 
wenn  sie  ein  Maximum  wird,  zu  zeigen,  dass  er  die  lebendige  Kraft  vergrössem 
und  auf  diese  Art  veranlassen  würde,  dass  sich  der  Pol  der  Erde  von  der  Axe 
des  grössten  Trägheitsmomentes  nach  der  des  kleinsten  hin  bewegt. 

7.  Wenn  dB  der  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Lagen  der 
Momentanaxe  ist,  zu  beweisen,  dass 

-(S)-(^)'+fö)"+(^)-(ff)' 

ist. 

Für  den  Elementarbogen  einer  Gurve  gelten  die  beiden  folgenden  Ausdrücke 

{dsy  =.  (dry  +  (r  dSy  =  (dx)*  +  {dy^  +  {dz)\ 

Wenn  die  Curve  eine  Polodie  ist,  so  haben  r,  x,  y,  z  dasselbe  constante  Verhält- 
niss  zu  »,  a>j,  a,,  co,,  §  150.  Durch  Substitution  erhält  man  die  Antwort  un- 
mittelbar. 

8.  Wenn  n  die  Winkelgeschwindigkeit  der  durch  die  invariable  Linie  und 
die  Momentanaxe  gelegten  Ebene  um  die  invariable  Linie  ist  und  X  die  Compo- 
nente  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  invariable  Linie,  zu  be- 
weisen, dass 

(i-)+<,_„(,_D(._l)(,_«)=o 

ist. 

Die  Ferrers'sche  Auflösung  siehe  Qucurterly  Jownml^  1864. 

9.  Wenn  sich  ein  Körper  auf  beliebige  Art  bewegt  und  die  Richtungen  aller 
Kräfte  durch  den  Schwerpunkt  gehen,  zu  beweisen,  dass 

^ +2  |j  aog  ».)^,(log«..)^aog  a..)  =  0 

ist,  worin  oo^,  o,,  m^  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Hauptaxen  für  den 
Kräfte  durch  Schwerpunkt  und  »  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet. 


Kapitel  V. 

Die  Bewegung  der  Körper  anter  der  Einwirkniig 

beUebiger  Kräfte. 

§  200.  In  diesem  Kapitel  sollen  als  Beispiele  zu  den  in  dem  ersten 
Kapitel  erklärten  Methoden  einige  Falle  der  Bewegmig  starrer  Körper 
in  dem  Baum  von  drei  Dimensionen  untersucht  werden.  Es  wird  fOr 
den  Leser  instructiv  sein^  wenn  er  ihre  Lösung  auch  auf  andre  Art 
yersucht;  die  Lag  ränge 'sehen  Gleichungen  z.  B.  lassen  sich  oft  mit 
Vortheil  verwenden. 

Li  jedem  Abschnitt  dieses  Kapitels  soll  zuerst  das  allgemeine  Ver- 
fahren erklärt  und  dann  eine  Anzahl  von  Beispielen  betrachtet  werden. 
Als  solche  sind  diejenigen  Falle  der  Bewegung  eines  Körpers  ausgesucht 
worden  y  welche  offenbar  das  meiste  Literesse  bieten.  Da  aber 
nicht  alle  Resultate  gleich  werthvoll  sind  und  ausserdem  einige  Methoden 
nur  in  geringem  Mass  von  den  bereits  erklärten  abweichen  ^  so 
schien  es  nicht  nöthig  zu  sein^  in  jedem  Fall  die  ganze  algebraische 
Ausarbeitung  zu  bringen.  Der  Ghmg  der  Auflösung  wird  mehr  oder 
weniger  vollständig  skizzirt  und  die  Resultate  werden  angegeben. 
Dabei  wird  vorausgesetzt^  dass  der  Leser  im  Stande  ist,  die  fehlenden 
Zwischenstufen  selbst  zu  ersetzen.  Es  wird  sein  Literesse  an  dem 
Gegenstand  wesentlich  vermehren ,  wenn  er  nach  dem  Durchlesen  der 
ersten  Paragraphen  eines  jeden  Abschnittes  die  folgenden  Probleme  auf 
seine  eigene  Art  in  Angriff  nimmt.  Er  kann  dann  seine  Resultate  mit 
den  hier  skizzirten  Lösungen  vergleichen. 

Die  Bewegmig  des  Kreisels'). 

§  201.  Zwei  Hauptmomente  für  den  Schwerpunkt  eines  Körpers 
sind  gleich  und  der  Körper  hewegt  sich  um  einen  festen  Fufikt  0  in  der 
Axe  des  ungleichen  Momentes  unter  der  Wirkung  der  Schwere;  seine  Be- 
wegung 0u  bestimmen.  Man  vergleiche  Bd.  1^  Kap.  8^  wo  eine  theilweise 
Lösimg  gegeben  wurde. 

1)  Siehe  Appell,  M4ca/nique,  Paria  1896,  Bd.  2,  S.  344,  wo  auch  Literatur 
angegeben  ist. 

Bonth,  Dynamik.  U.  10 
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Um  einen  Anhaltspunkt  ftlr  unsere  Vorstellungen  zu  gewinnen^ 
wollen  wir  uns  denken^  der  Körper  sei  ein  Kreisel,  der  sich  auf  einer 
YoUkommen  rauhen  horizontalen  Ebene  dreht. 

Die  Axe  OZ  sei  vertical,  und  OC  möge  die  Axe  des  ungleichen 
Momentes  ftir  den  Schwerpunkt  sein  und  die  Axe  des  Körpers  heissen. 
h  sei  der  Abstand  des  Schwerpunktes  G  des  Körpers  von  dem  festen 
Punkt  0  und  die  Masse  des  Korpers  sei  die  Einheit.  OA  sei  femer 
die  Hauptaxe  ftlr  0^  welche  in  der  Ebene  ZOC  liegt;  OB  die  auf 
dieser  Ebene  senkrechte  Hauptaxe. 

Ninmit  man  die  Momente  um  OCj  so  erhält  man  aus  den  Euler'schen 
Gleichungen  (Bd.  1,  Kap.  V) 

In  unserm  Fall  ist  aber  A^  B  und  da  der  Schwerpunkt  in  der 
Axe  OC  liegt,  ^=0;  m^  ist  daher  constant  und  seinem  Anfangswerth 
gleich.    Er  möge  n  heissen. 

Wir  wollen  auf  der  Axe  0(7  in  der  Bichtung  06?  die  Länge 
OT  =  A/h  auftragen.    Dann  ist  P  nach  Bd.  1,  Kap.  3  der  Schwingungs- 
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mittelpunkt  des  Körpers^).  Diese  Länge  sei  l,  0  die  Neigung  der 
Axe  OC  gegen  die  Verticale  und  ^  der  Winkel,  den  die  Ebene  ZOC 
mit  einer  im  Raum  festliegenden,  durch  OZ  gehenden  Ebene  macht. 
Man  findet  dann  mittelst  derselben  Betrachtungen  wie  bei  den  Eul er- 
sehen Gleichungen  (Bd.  1,  Kap.  5)  die  Gomponenten  der  Geschwindig- 
keit von  P 

senkrecht  zur  Ebene  ZOC=  —  Im^  =>^  l  sin  6  dt/dt 

parallel  zur  Ebene  ZOC=       la^  =  IdO/dt 


(1). 


Das  Moment   der  Bewegungsgrösse   um   OZ  bleibt  während  der 
Bewegung  o£Fenbar  constant.    Da  die  Richtungscosinusse  von  OZy  auf 


1)  Um  die  Figur  nicht  undeutlich  zu  machen,  ist  der  durch  einen  Kreisel 
dargestellte  Körper  kleiner  gezeichnet^  als  er  sein  sollte. 
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OÄy  OB,  OC  bezogen,   — sin  ö,   0   und   cos  0  sind,   so   erhält  man 

mithin 

—  Äco^  sin  e  +  Cn  cos  e  =  -B (2), 

worin  E  eine  Gonstante  bedeutet^  die  von  den  Anfangsbedingungen 
abhängt  und  deren  Werth  sich  aus  dieser  Gleichung  ergibt,  wenn  man 
die  Anfangswerthe  von  o^  und  0  einsetzt. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  liefert 

Ä{(Oi^  +  (o/)+Gn^  =  F—2ghcose.    .     .     .     (3), 

wobei  F  eine  Gonstante  ist  und  durch  Substitution  der  Anfangswerthe 
von  ©1,  m^  und  0  gefunden  wird^). 

§  202.  Die  Bewegung  des  Schwiiignngsiuittelpniiktes.  Wir  wollen  auf  der 
Verticalen  OZ  in  einer  der  Schwere  entgegengesetzten  Richtung,  welche  die  posi- 
tive sei,  zwei  Längen  OÜ^El/Cn,  OV^l{F— Cn^/^gh  abtragen.  Diese 
Längen  wollen  wir  der  Kürze  wegen  OÜ^^a  und  OV=^b  setzen.  Man  lege 
durch  U  und  V  zwei  horizontale  Ebenen  und  die  durch  P  gezogene  Yerticale 
möge  sie  in  M  und  N  schneiden.  Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhalt  man 
dann  mit  Hülfe  von  (1) 

die  Componente  der  Geschwindigkeit!      .•^    /,vj.    «rr»^ 
von  P  senkrecht  zur  Ebene /oC   p(^*^/*)*«^^^-    '    *    W' 

(Geschwindigkeit  von  P)'  =  2^  P^ (6). 

Die  resuUirende  Geschwindigkeit  von  P  ist  daher  derjenigen  gleich,  welche  P 
erlangen  wilrde,  wenn  es  von  der  durch  V  gelegten  HorizontOrlehene  herabfiele,  und 
die  Componente  der  Geschioindigkeit  von  P  senkrecht  zur  Ebene  ZOP  ist  der 
Tangente  des  Winkels  proportional,  den  PU  mit  einer  horizontalen  Ebene  macht. 

Aus  dem  letzten  Resultat  folgt,  dass  die  Ebene  POV^  wenn  sich  P  unter 
der  durch  U  gelegten  Horizontalebene  befindet,  in  derselben  Richtung  um  die 
Yerticale  rotirt^  in  der  sich  der  Körper  um  seine  Axe  dreht,  d.  h.  nach  der  ge- 
wöhnlichen Regel,  dass  OV  und  OP  die  positiven  Richtungen  der  Rotationsaxen 
sind.  Erhebt  sich  P  über  die  durch  U  gehende  Horizontalebene,  so  dreht  sich 
die  Ebene  POF  in  entgegengesetzter  Richtung  um  die  Yerticale.  Ist  P  sowohl 
unter  der  durch  ü  als  auch  unter  der  durch  0  gehenden  Horizontalebene,  so 
gelten  diese  Resultate  noch  immer;  sieht  man  den  Kreisel  aber  von  oben  an,  so 
scheint  sich  seine  Axe  um  die  Yerticale  in  der  seiner  Rotation  entgegengesetzten 
Richtung  zu  drehen.    In  allen  Fällen,   in  welchen  sich  P  unter  der  Ebene  UM 


I 


1)  Eliminirt  man  (d^,  a^  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (S),  so  erhält  man 
zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  6  und  '^  durch  Quadraturen  ableiten  lassen. 
Zuerst  hat  sie  Lag  ränge  in  seiner  Mdcanique  Änalytique  gegeben  und  später 
Poisson  in  dem  TraiU  de  Micamque,  Der  Erstere  hält  sich  nicht  lange  bei 
ihnen  auf  und  geht  dazu  über,  die  kleinen  Schwingungen  der  Körper  von  be- 
liebiger Gestalt  zu  erörtern,  die  an  einem  festen  Punkt  aufgehängt  sind  und 
unter  der  Wirkung  der  Schwere  stehen.  Der  Letztere  beschränkt  die  Gleichungen 
auf  den  Fall,  in  welchem  der  Körper  eine  Anfangsgeschwindigkeit  nur  um  seine 
Axe  hat  und  benutzt  sie  zur  directen  Bestimmung  der  kleinen  Schwingungen 
eines  Kreisels  (1),  wenn  seine  Axe  nahezu  vertical  ist  und  (2),  wenn  seine  Axe 
einen  nahezu  constanten  Winkel  mit  der  Yerticalen  macht.  'Seine  Resultate  haben 
daher  selbstverständlich  keine  so  ausgedehnte  Gültigkeit,  wie  die  von  uns  im 
Texte  gegebenen. 

10* 
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befindet,  bewegt  »ich  der  tiefste  Pimkt  des  Kreiselrandes  in  derselben  RüMung  um  die 
Verticale,  wie  die  Axe  des  Kreisels. 

Substituirt  man  fdi  w^,  m^,  E  und  F  ihre  Wertbe  in  (2)  nnd  (3),  so  findet 
man  leicht 


dt  i 

''((i?)'+-^-fö)'i="('-'"-)) 


(6). 


Offenbar  spielen  die  beiden  festen  Ebenen  UM,  VN  nnd  der  bewegliche 
Punkt  P  bei  der  Bestimmung  der  Bewegung  des  Kreisels  wichtige  Rollen.  Sind 
die  Anfangswerthe  von  w^  cd,,  o»,  gegeben,  so  folgen  die  Componenten  der  An- 
fangsgeschwindigkeit von  P  aus  den  Gleichungen  (1).  Ist  auch  die  Anfangslage 
des  Schwingungsmittelpunktes  P  bekannt,  so  geht  die  Länge  von  PN  und  der 
Werth  von  tg  PUM  aus  (4)  und  (6)  hervor;  man  kann  daher  die  Ebenen  UM,  VN 
construiren.  Die  Bewegung  von  P  bei  seinen  Schwingungen  lässt  sich  dann  ent- 
weder aus  (4)  oder  aus  (5)  oder  den  analytisch  gleichwerthigen  Gleichungen  (6) 
ableiten.  Aus  (6)  folgt,  dass  PN  nicht  negativ  sein  kann,  dass  €dso  der 
Sckwingungsmittdpitnkt  P  sich  zwar  über  die  Ebene  UM,  aber  nicht  über  VN  er- 
heben kann. 

Wenn  ein  Kreisel  dadurch  in  Bewegung  gesetzt  wird,  dass  man  eine  Schnur 
von  seiner  Axe  abrollt,  so  ist  Anfangs  os^  =0,  a>,  «.o,  o,  »»n.  Zugleich  ist  die 
Anfangsgeschwindigkeit  und  die  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Ebene  ZOP  für 
jeden  Punkt  der  Axe  Null.  Aus  (4)  und  (5)  folgt,  dass  der  Punkt  P  Anfangs  in 
beiden  Ebenen  UM  und  VN  liegt.  Die  festen  Ebenen  UM,  VN  fallen  daher 
zusammen  und  der  Schwingungsmittelpunkt  P  schwingt  zwischen  seiner  Anfangslage 
auf  diesen  Ebenen  und  einer  andern  tieferen  Lage;  siehe  §  203. 

Beisp.  1.  Wenn  tu  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  und 
V  die  Geschwindigkeit  von  P  bezeichnet,  zu  beweisen,  dass  a>'  =  n*4~(V0'  ^b^* 

Beisp.  2.  Man  zeige,  dass  der  Cosinus  der  Neigung  der  Momentanaxe  gegen 
die  Verticale   { JS^  +  (^  —  C)  n cos  Ö } /Aa  ist. 

§  203.  Das  Steigen  and  Fallen  des  Kreisels.  Bei  dem  Botiren 
der  Axe  des  Körpers  um  die  Verticale  ändert  sich  ihre  Neigung  gegen 
die  Verticale  besföndig.    Diese  Aenderungen  ergeben  sich,  wenn  man 

•^  aus  den  Gleichungen  (6)  eliminirt.    Man  findet 

(idB\^       rt    /r        7         a\        (Pn*  /a  —  l  cos  e\^  ,„. 

Wie  man  sieht,  kann  0  nur  dann  verschwinden,  wenn  a  =  l  wird, 
denn  in  jedem  andern  Fall  würde  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
unendlich  gross  werden.  Man  kann  dies  auch  noch  anders  nachweisen. 
Da  aß  d.  h.  E/Cn  dem  Verhaltniss  der  Winkelbewegungsgrösse  um 
die  Verticale  zu  der  um  die  Axe  des  Körpers  gleich  ist,  so  kann 
offenbar  die  Axe  nur  dann  yertical  werden,  wenn  das  Verhaltniss  die 
Einheit  ist. 

Man  nehme  an,  der  Körper  würde  auf  irgend  eine  Art  in  Bewegung 
gesetzt  und  seine  Axe  habe  dabei  die  Neigung  i  gegen  die  Verticale. 
Die  Axe  wird  anfangen,  sich  der  Verticalen  zu  nähern  oder  sich  von  ihr 
zu  entfernen,  je  nachdem  der  Anfangswerth  von  dd/dt  oder  cd,  negativ 
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oder  positiv  ist.  Darauf  wird  sie  zwischen  zwei  Grenzwinkeln  hin  und 
her  schwingen^  die  durch  die  Gleichung 

0  =  2gh^J^(h  —  l  cos  e)(l—coH^e)—Cn^{a  —  lcoBey  .   (8) 

gegeben  sind. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  cos  6  ist  dritten  Grades.  Es 
wird  nothig  sein,  ihre  Wurzeln  zu  untersuchen.  Ist  cos  ö  =  —  1,  so 
wird  die  rechte  Seite  negaMv;  ist  cos  0  *=  cos  i,  so  wird  die  rechte 
Seite,  weil  der  Anfangswerth  von  (dO/dty  seinem  Wesen  nach  positiv 
ist,  entweder  Null  oder  positiv;  daher  liegt  eine  reelle  Wurzel  der 
Gleichung  zwischen  cos  ö  =  —  1  und  cos  0  =  cos  i.  Femer  ist  die 
rechte  Seite  negativ,  wenn  cos  0  «^  -|-  1  und  positiv,  wenn  cos  0  ss  cx) 
wird.  Daher  liegt  eine  zweite  Wurzel  zwischen  cos  0  =  cos  i  und 
cos  9 :»  1  und  eine  dritte  ist  grosser  als  die  Einheit.  Die  letztere  ist 
unbrauchbar. 

§  204.  Es  empfiehlt  sich,  eine  geometrische  Darstellung  dieser  Grenzen  zu 
suchen.    Der  Gleichung  (7)  kann  man  die  Form  geben 

Man  beschreibe  eine  Parabel,  deren  Scheitel  in  U  Hegt,  deren  Axe  vertdcal  ab- 
wärts geht  und  deren  Parameter  gleich  C*n*/2gh*  ist.  Schneidet  die  Yerticale 
PMN  die  Parabel  in  22,  so  hat  man 

'^  -     '     +'       (10). 


{l  de/dty  —  2g MN       PM^  PB 

Der  Punkt  P  schwingt  zwischen  den  zwei  Lagen  hin  und  her,  für  welche  das 
harmonische  Mittel  von  PM  und  PB  gleich  —  2  •  MN  ist.  In  der  Figur  liegt 
V  über  17  und  in  diesem  Fall  fällt  eine  der  Grenzen  über  UM  und  die  andre 
unter  die  Parabel.  Nimmt  man  ü  zum  Goordinatenanfang  und  UO  zur  x-Axe, 
80  ist  PM  =  X,  UM  =  y.  Es  sei  2pl  der  Parameter  der  Parabel  und  UV^^^c; 
die  Axe  des  Körpers  schwingt  dann  zwischen  zwei  Lagen  hin  und  her,  in  welchen 
P  auf  der  Curve  dritten  Grades  liegt, 

y^  (x  +  c)  =  2plx^ (11). 

Die  in  der  Figur  punktirte  Linie  gibt  die  Curve  für  den  Fall  an,  dass  c 
positiv  ist,  d.  h.  V  über  U  liegt.  Die  Tangenten  in  ü  schneiden  sich  unter  einem 
endlichen  Winkel  und  die  Tangente  des  Winkels,  den  jede  von  ihnen  mit  der 

Verticalen  macht,  ist  {2pl/cy.  Ist  c  negativ,  so  hat  die  Curve  zwei  Zweige,  die 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Verticalen  liegen  und  einen  coi^'ugirten  Punkt  im 
Goordinatenanfang  haben.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  daes  der  obere  Zweig 
sich  über,  der  untere  sich  unterhalb  der  Anfangslage  von  P  befinden  muss  und 
dass  P  stets  zwischen  beide  Zweige  f&Ut. 

§  205.  Handelt  es  sich  um  einen  Kreisel^  so  ist  die  Anfangs- 
bewegung im  Allgemeinen  durch  die  Rotation  n  um  die  Axe  gegeben. 
Man  hat  fOr  den  Anfang  (o^  =  0,  aig  «=»  0 ;  nach  (2)  und  (3)  daher 
E  =  Cn  cos  i  und  F  —  Cn*  =  2gh  cos  t .  Dies  gibt  a  =  6  =  ?  cos  i. 
Setzt    man,   wie   zuvor,   C^n^/2gh^  =  2jpZ,   so   sind   die  Wurzeln  der 
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Gleichung  (8),  cos 0  =  cos i  und  cos 0  =p  — "j/l  —  2p cos t  +l>* .    Der 

Werth  cos  0  =jp  +]/l  —  2p  cos  i  +  p*  ist  aber  immer  grösser  als  die 

Einheit;    denn   er   wird   offenbar  kleiner^   wenn   man   statt   cos  i   die 

Einheit  setzt  und  in  diesem  Fall  ist  sein  Werth  nicht  kleiner  als  die 

Einheit.    Die  Axe  des  Körpers  schwingt  daher  zwischen  den  eben  an* 

gegebenen  Werthen  von  0  hin  und  her. 

Da  a  =  &  ist,  so  fallen  die  horizontalen  Ebenen  durch  ü  und  V  zusammen 
und  ist  c  B3  0.  Die  Curve  dritten  Grades,  welche  die  Grenzen  der  Schwingung 
bestimmt,  wird  zur  Parabel  ÜB  und  graden  Linie  UM,  Die  Axe  des  Körpers 
oscillirt  dann  zwischen  den  beiden  Lagen  von  P  auf  der  durch  ü  gehenden 
Horizontalen  und  der  Parabel  und  beginnt  mit  der  ersteren. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  n  um  die  Axe  der 
Figur  sehr  gross.  Alsdann  ist  p  sehr  gross  und  cos  0  wird  offenbar^ 
wenn  wir  das  Quadrat  von  1/p  yemachlässigen,  zwischen  den  Grenzen 
cos  i  und  cos  i  —  sin*  i/2p  variiren. 

Ist  der  Anfangswerth  von  i  Null,  so  sind  die  beiden  Grenzen  für 
cos  0  dieselben.     Die  Axe  des  Körpers  bleibt  daher  verticaL 


Beisp.  1.  Wenn  die  Grenzwinkel,  zwischen  denen  6  variirt, 
einander  gleich  sind  und  0  daher  während  der  Bewegung  constant  und  gleich  a 
bleibt,  zu  zeigen,  dass  tg'9  —  tg^  tga  -|-  tg*a  cos  a/^p  ss  0  ist,  worin  9  den 
Winkel  P  UM  bezeichnet. 

Beisp.  2.  Ein  Kreisel  wird  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  mit  einer 
resultirenden  Anfangswinkelgeschwindigkeit  um  seine  Figurenaxe  in  Bewegung 
gesetzt.  Man  zeige,  dass  die  von  seiner  Spitze  auf  der  horizontalen  Ebene  be- 
schriebene Bahn  zwischen  zwei  Kreisen  liegt,  von  denen  sie  den  einen  berührt 
und  den  andern  rechtwinklig  tri£Pt.  [Finck,  NauveUea  Äfmäles  de  Mathe- 
matiques,  Bd.  9,  1850.] 

Beisp.  3.     Man   zeige,   dass  der  verticale  Druck  eines  Kreisels  gegen  den 

Boden   sein   Gewicht   um   —  h  ^ ( sin  ö  -7- )     übertrifft.     Daraus  leite   man 

2     a  cos  0  V         dt/ 

mittelst  Gleichung  (7) ,  §  203  ab,  dass  22  eine  Function  zweiten  Grades  yon  cos  $ 

mit  Constanten  Coefficienten  ist. 

Beisp.  4.  Ein  symmetrischer  Kreisel  wird  auf  einer  rauhen  horizontalen 
Ebene  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  um  seine  Figurenaxe  in  Bewegung 
gesetzt,  wobei  die  Axe  selbst  den  Winkel  a  mit  der  Yerticalen  macht.  Man 
beweise,  dass  sein  Schwerpunkt  zwischen  der  grössten  Annäherung  an  die  Yerticale 
und  der  grössten  Abweichung  von  ihr  einen  Bogen  hß  beschreibt,  wobei 
(p  —  cos  a)  tg  /}  =  sin  a  und  p  =  C^n^/^ghÄM  ist.    [Math.  Tripos,  1880.] 

§  206.  Vergleicht  man  die  öleichungen  (6)  in  §  202  mit  denen, 
welche  die  Bewegung  der  conjugirten  Linie  in  §  175,  Beisp.  4  angeben, 
so  sieht  man,  dass  sie  analog  sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Bewegung 
der  Axe  eines  Kreisels  durch  die  Bewegung  der  conjugirten  Linie  eines 
Körpers  dargestellt  werden  Jcann,  an  dem  keine  Kräfte  angreifen  und  der 
sich  unter  den  richtigen  Anfangsbedingungen  um  einen  festen  Punkt  bewegt. 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Vergleichung  zu  reellen  Werthen  der 
Constanten  des  Körpers  fuhrt,  an  dem  keine  Ejrafte  angreifen. 
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Man  sehe  eine  Abhandlung  des  Verfassers  in  dem  Quaterly  Journal,  1888: 
Ora  a  theorem  of  Jcicohi  in  dynamics. 

%  207.  PrSeesfiion  und  Nntation  des  Kreisels.  Sin  Körper,  von  dem  zwei 
der  Hauptmomente  für  den  Schwerpunkt  G  gleich  sind,  dreht  sich  um  einen  festen 
Punkt  0  in  der  Axe  des  ungleichen  Momentes  tmter  der  Wirkung  der  Schwere, 
Wenn  die  Axe  OQ  gegen  die  Vertieäle  unter  dem  Winkel  a  geneigt  ist  und  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  um  sie  rotirt,  zu  finden,  unter  welcher  Bedingung  die  Be- 
wegung stationär  ist  und  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung  zu  bestimmen. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  in  §  201  enthalten  die  Lösung  des  Problems. 
Benutzt  man  aber  die  Gleichung  def  lebendigen  Kraft  in  der  Form  (S),  so  muss 
man  die  Quadrate  kleiner  Grössen  in  Rechnung  ziehen.  Es  ist  daher  vorzuziehen, 
sie  durch  eine  der  Gleichungen  zweiter  Ordnung  zu  ersetzen,  aus  denen  sie  ab- 
geleitet wurde.  Am  einfachsten  kommt  man  zu  der  Gleichung,  wenn  man  die 
Lagrange'sche  Begel  benutzt,  die  in  Bd.  1,  §405  gegeben  wurde.  Man  er- 
hält so 

AB'*  —  ul  cos  6  sin  6^'*  +  Cn  sin  Bip'  ^  gh^mB  .    .    .    .    (12), 

worin  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben. 

Man  würde  diese  Gleichung  auch  durch  Differentiation  von  (2)  sowohl  als 
(3)  und  Elimination  von  d^ipldt^  gefunden  haben. 

Die  stationäre  Bewegung  zu  finden.  Wenn  die  Bewegung  stationär  ist,  so  sind 
sowohl  0  als  dip/dt  constant.  Es  sei  B  =  a,  dip/dt  ^  ft;  die  Gleichung  (2)  be- 
stimmt dann  nur  die  Gonstante  E  und  (12)  wird 

sin  a  ( —  A  cos  «fi*  +  Cn\ji,  —  gh)  =  0 (13). 

Sie  gibt  zwei  mögliche  Zustönde  stationärer  Bewegung  an,  den  einen,  für 
welchen  ce  :=  0  oder  =  n  und  einen  andern,  für  welchen 


_  Cn  ±'^C^n^  —  4.gh  A  cos  a 
^  "^  2  J.  cos  a  ^    ^ 

ist;  doch  wird  die  letztere  Beziehung  für  a  =&  0  oder  «»  n  überflüssig. 

Bei  der  ersten  der  beiden  Bewegungen  schwingt  die  Axe  des  Körpers  um 
die  Verticale  und  dtp /dt  ist  weder  klein  noch  nahezu  constant.  Es  ist  deshalb 
vorzuziehen,  zur  Untersuchung  der  Schwingungen  um  diesen  Zustand  stationärer 
Bewegung  andere  Coordinaten  als  B  und  ^  zu  benutzen. 

Bei  der  zweiten  Bewegung  ist  h  cos  a  positiv,  wenn  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  über  der  durch  den  festen  Punkt  0  gehenden  Horizontalebene  liegt.  In 
diesem  Fall  muss  die  Winkelgeschwindigkeit  n  des  Kreisels  um  seine  Aze  der 
Figur  gross  genug  sein,  um  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  positiv 
zu  machen.    Es  darf  daher  n'  nicht  kleiner  als  Agh  A  cos  a/CP  sein. 

Sind  a  und  n  gegeben,  so  kann  man  den  Körper  sich  mit  einem  dieser  beiden 
Werthe  von  fi  bewegen  lassen,  wenn  man  ihm  die  richtigen  Anfangswinkelgeschwin- 
digkeiten gibt.  Aus  den  Gleichungen  (1)  ist  ersichtlich,  dass  die  Bedingungen 
für  die  stationäre  Bewegung  o,  =  —  fi  sin  o;  und  a>,  »=  0  sind.  Wenn  der  Kreisel 
durch  Abrollen  einer  Schnur  von  der  Aze  in  Bewegung  gesetzt  wird,  so  ist  der 
Werth  von  n  sehr  gross,  während  die  Anfangswerthe  von  »j  und  a>.  Null  sind. 
Daraus  folgt,  dass  bei  der  stationären  Bewegtmg,  um  welche  der  Kreisel  kleine 
Schwingungen  macht,  «d^,  o>,  und  daher  auch  y.  klein  sind.  Die  Wurzel- 
grösse  in  (4)  muss  daher  das  negative  Vorzeichen  erhalten,  und  ft  ist  nahezu 
gh/Cn, 

Dass  it  klein  sein  muss,  wenn  n  gross  ist,  kann  man  auf  elementarem  Weg 
zeigen.  Der  Kreisel  wird  anfänglich  um  die  Hauptaxe  OC  in  Bewegung  gesetzt 
nnd  würde,  wenn  die  Schwere  nicht  existirte,  um  0C7  als  feste  Axe  zu  rotiren 
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fortfahren.  Die  S(^ere  ist  es,  toekhe  die  Axe  veranlasst,  um  die  Verticale  gu 
roiiren  und  ihre  Wirkung  wird  durch  Vermehrung  der  Winkelgeschwindigkeit  o 
verringert. 

§208.  Die  kleinen Sc^fDinfftmgen IM  fhiden.  £8  8ei0»a-|-a;und<2^/(2t=fi-|-c2y/{2t, 
worin  x  und  dy/dt  kleine  GrOssen  sind,  deren  Quadrate  man  yemachlässigen 
darf  a  und  n  mögen  so  bestimmt  sein,  dass  sie  sämmÜiche  constante  Bestandtheile 
von  $  und  dip/dt  enthalten,  x  und  dy/dt  also  nur  aus  trigonometrischen  Gliedern 
bestehen.  Substituirt  man  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (2)  und  (12),  so 
müssen  die  constanten  Bestandtheile  von  selbst  verschwinden.  Die  so  erhaltenen 
Gleichungen  bestimmen  E  und  fi  und  zeigen,  dass  ihre  Werthe  dieselben  sind, 
wie  die  bei  stationärer  Bewegung.  Die  variablen  Theile  der  beiden  Gleichungen 
werden,  nachdem  man  für  Cn  seinen  aus  (18)  erhaltenen  Werth  eingesetzt  hat. 

Alt  sin  at/  —  (gh  —  Afk*  cos  a)  a;  >»  0, 
A(ix"  -{-  an  a  (gh  —  Aft*  cos  a)  y  -{-  (l^A  sin"  ax  =  0. 

um  sie  aufzulösen,  setze  man  a;  sa  JPsin  {pt  -j-  /Oi  y  ^  (r  cos  (pt  -|-  f). 
Man  substituire  und  bekommt 

—  All  sin  a  •  pG  «=  (gh  —  A^*  cos  a)  JP, 
(^ftp*  —  II,* A  sin*  a)  F  =  —  (gh  —  An*  cos  a)  sin  a  •  Gp 

Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  miteinander,  so  wird 

^V*—  2ghA  cos  «ft«  +  g*h* 

^ 3V ^  ^ 

und  die  gesuchte  Zeit  ist  2  n/p.  Offenbar  ist  p*  stets  positiv  und  die  beiden  Werthe 
von  fi,  die  aus  (14)  folgen,  entsprechen  daher  stabilen  Bewegungen.  Der  Ausdruck 
(16)  stimmt  mit  dem  Resultat  eines  Problems  überein,  dass  Ferrers  in  den 
Math.  Tripos,  1869  gegeben  hat. 

Man  beachte^  dass  in  diesen  Besultaten  die  Präcession  der  Axe  bei  der 
stationären  Bewegung  um  so  kleiner  ist,  je  grösser  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Kreisels  wird  und  nahezu  durch  (i  =  gh/Cn  gegeben  ist,  wenn  n  sehr  gross  wird. 
Unter  derselben  Annahme  erhält  man  nahezu  p  =  gh/Afi  oder,  was  dasselbe  ist, 
p  SB  Cn/A.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Nutation  oder  Schwingung  der  Axe 
um  die  stationäre  Bewegung  sehr  rasch  vor  sich  geht,  da  ihre  Periode  2«/jp  sehr 
kurz  ist. 

Die  Anfangsbedingungen  fSr  die  Bewegung  seien  0=-«,  co^sO,  a>,  «=0, 
CO,  «B  n.  Die  drei  Integrationsconstanten  a,  F  und  f  ergeben  sich  aus  den  Be- 
dingungen dB /dt  =  0,  dtp /dt  i»  0,  0  =  t .  Nimmt  man  nun  noch  die  oben  an- 
gegebene Beziehung  zwischen  F  und  G  hinzu,  so  erhält  man  f=—n^  Gp^^iL^ 

ghF  =  —  -4ft"  sin  «,  «  =  i  —  F, 

Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  diese  Untersuchung  keine  Anwendung 
findet,  wenn  a  sehr  klein  ist,  denn  alsdann  sind  einige  der  vernachlässigten 
Glieder  ihrer  Grösse  nach  von  derselben  Ordnung,  wie  die  beibehaltenen.  Man 
muss  daher  auf  andre  Art  vorgehen,  wie  in  §  212  gezeigt  werden  wird. 

Die  Wichtigkeit  der  stationären  Bewegung,  Die  stationäre  Bewegung  hat  in  den 
Problemen  dieses  Kapitels  manchmal  mehr  dynamische  Bedeutung,  als  die  kleinen 
Schwingungen.  Beide  werden  durch  den  Widerstand  der  Luft  nach  und  nach 
zerstört,  aber  nicht  gleichzeitig.  Die  Rotation  des  Kreisels  um  seine  Axe  0(7, 
welche  Anfangs  sehr  schnell  ist,  wird  nur  durch  die  geringe  tangentiale  Reibung 
der  Luft  vermindert,  während  den  Schwingungen  der  Axe,  die  Anfangs  klein  sind, 
der  normale  Druck  der  Luft  sich  entgegenstellt.  Die  letzteren  werden  daher  ver- 
schwindend  Mein,  ehe  die  erstere  merkbar  abnimmt.  Der  stationären  Bewegung  leistet 
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zwar  der  normale  Druck  Widerstand,  solange  aber  die  Botation  merklich  dieselbe 
bleibt,  wird  die  Pr&cession  durch  die  continuirliche  Wirkung  die  Schwere  aufrecht 
erhalten.  Die  kleinen  Schwingungen  sind  die  Folge  davon,  dass  die  Anfangs- 
bedingungen nur  annähernd  einer  stationären  Bewegung  angepasst  sind  und  werden 
nicht  erneuert,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist.  Man  sagt  dann  wohl,  der 
Kreisel  schlafe.  Von  analytischem  Gesichtspunkt  wird  dieser  Gegenstand  in 
Kap.  8,  §  331  erörtert. 

Einen  wichtigen  Gebrauch  kann  man  von  der  Untersuchung  der  kleinen 
Schwingungen  madien;  es  lässt  sich  durch  sie  bis  zu  einer  ersten  Annäherung 
bestimmen,  ob  die  stationäre  Bewegung  stabil  ist  oder  nicht.  Einige  Beispiele  für 
Annäherungen  zweiter  Ordnung  findet  man  in  Kap.  7. 

Beisp.  1.  Wenn  man  den  Kreisel  so  rotiren  lässt,  dass  die  Axe  OC  eine 
horizontale  Lage  hat  und  0  festliegt,  die  entsprechenden  Werthe  von  ft  und  p 
zu  finden. 

Beisp.  2.  Eine  kleine  horizontale  Kraft  f  mOge  an  dem  Schwerpunkt  des 
Kreisels  senkrecht  zur  Ebene  ZOC  angreifen.  Sie  möge  den  Widerstand  der  Luft 
gegen  die  stationäre  Bewegung  darstellen.  Wenn  man  annimmt,  dass  das  Quadrat 
von  ft  vernachlässigt  werden  kann,  zu  zeigen,  dass  die  Wirkung  dieser  Kraft 
darin  besteht,  dass  zu  den  Werthen  von  0  und  d^iff/dt  die  kleinen  Glieder  Li 
bezüglich  Jlft  hinzukommen,  YrobeiA*p*(iL=fh(gh — Ait^cosa),  Äp^M^^^ — /"^fisina 
ist  und  p  den  durch  Gleichung  (16)  gegebenen  Werth  hat.  Die  Kraft  f  möge  zu 
wirken  beginnen,  wenn  sich  der  Kreisel  in  stationärer  Bewegung  befindet  und  n  sei 
gross;  man  beweise,  dass  die  Axe  anfängt  sich  von  der  Yerticalen  zu  entfernen, 
ehe  sich  die  übrigen  Verhältnisse  der  Bewegung  merklich  ändern. 

Beisp.  8.  Das  Gyroscop  besteht  in  einer  seiner  Gestalten  aus  einer  halbkugel- 
förmigen  Schale,  durch  deren  Scheitel  von  aussen  eine  Axe  geht,  auf  welcher  sich 
ein  Gewicht  so  auf  und  nieder  bewegen  lässt,  dass  dadurch  der  Schwerpunkt 
höher  oder  tiefer  zu  liegen  kommt.  Während  das  Gewicht  sich  in  einer  gewissen 
Lage  befindet  und  das  Gyroscop  mit  seinem  Scheitel  auf  einen  Stift  gestützt  ist, 
wird  ihm  durch  Abdrehen  eines  um  seine  Axe  gerollten  Fadens  eine  rasche 
Rotation  mitgetheilt  und  es  zeigt  sich,  dass  die  Axe  um  die  Yerticale  eine 
Präcessionsbewegung  hat.  Man  untersuche,  ob  das  Gewicht  nach  oben  oder 
unten  bewegt  werden  muss,  um  die  Sichtung  der  Bewegung  umzukehren. 
Ist  die  Bewegung  der  Axe  eines  Kreisels  eine  vor-  oder  rückschreitende? 

[Math.  TripoB.] 

Beisp.  4.  Ein  um  seine  Botationsaxe  symmetrischer  Gyrostat  wird  mittelst 
eines  Fadens  von  der  Länge  a  an  einem  festen  Punkt  aufgehängt.  Zu  beweisen, 
dass,  wenn  der  Faden  an  einem  Punkt  der  Botationsaxe  befestigt  wird,  und 
der  Gyrostat  sich  stationär  mit  horizontaler  Botationsaxe  bewegt,  der  Winkel  a, 
den  der  Faden  mit  der  Yerticalen  macht,  durch  die  Gleichung 

Cn"  tg  a  =s  (7i  -|-  a  sin  a)  gh* 

gegeben  ist,  worin  n  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Gyrostaten,  h  den  Abstand 
des  Befestigungspunktes  des  Fadens  von  dem  Schwerpunkt  des  Gyrostaten,  MC 
sein  Trägheitsmoment  um  seine  Botationsaxe  und  M  seine  Masse  bezeichnet. 

[Math.  Tripos,  1888,  Thl.  2.] 

Beisp.  6.  Ein  symmetrischer  Kreisel,  der  auf  einem  vollkommen  rauhen 
Tisch  in  Botation  gesetzt  wird  und  dessen  Axe  den  Winkel  a  mit  der  Yerticalen 
macht,  bewegt  sich  stationär  mit  der  Präcession  f».  Der  Tisch  wird  nun  in  einer  ge- 
gebenen horizontalen  Richtung  so  in  Schwingung  versetzt,  dass  seine  Yerrückung 
aus  der  mittleren  Lage  £»»  Q singt  ist,  worin  Q  sehr  klein  ist;  zu  beweisen,  dass 
die  Neigung  6  der  Axe  des  Kreisels  gegen  die  Yerticale  bis  zu  einer  ersten  An- 
näherung durch 
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Ö  «  a  +  Fßin  (p«  +  /^  +  6? Bin  (g  +  fi)e  +  Hein  (g  —  j»)e, 

A^H^p*  =s  il'fi*  —  2  mghA  cos  ot  f**  +  m*g*h*, 

2Ä*n{q  +  n)  {p*  —  Ö  +  f*)*}  ö^  ==  { ^/*Ö  +  2f*)  C08  a  —  wpÄ )  Qq^mh 

gegeben  ist,  worin  m  die  Masse  des  Kreisels,  h  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
Ton  der  Spitze,  Ä  ein  Hauptträgheitsmoment  für  die  Spitze  angibt  und  H  sich 
aus  G  ergibt,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  ft  ändert. 

§  209.  Allgemeine  Betrachtnngen  fiber  die  Bewegung  des  Kreisels. 
Aus  dem  Beispiel  des  EJreisels  in  §  203  ist  ersichtlich^  wie  sehr  die 
Wirkung  der  an  einem  Körper  angreifenden  Kräfte  durch  eine  in  ihm 
bestehende  Rotation  geändert  wird.  Wäre  der  Kreisel  anfänglich  in 
Buhe  und  läge  seine  Spitze  0  fest,  so  würde  die  Schwere  zur  Folge 
haben,  dass  er  sich  um  OB  dreht  und  abwärts  fällt.  Wenn  sich  da- 
gegen der  Kreisel  in  rascher  Rotation  um  seine  Axe  OC  befindet,  so 
hat  die  Schwere  die  Wirkung,  nicht  die  Neigung  der  Axe  gegen  die 
Yerticale  merklich  zu  ändern,  sondern  diese  Axe  einen  graden  Kegel 
um  die  Yerticale  beschreiben  zu  lassen.  Um  die  Ursache  dieses  Unter- 
schiedes besser  einsehen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  die  Bewegung 
von  einem  andern  Gesichtspunkt  zu  betrachten.  Wir  wollen  daher  die 
Poinsot'sche  Gonstruction  der  Bewegung  eines  Körpers,  an  dem  keine 
Kräfte  angreifen,  benutzen  und  versuchen  darzuthun,  wie  sich  diese 
Darstellung  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  ändert. 

Ein  Korper  rotire  um  eine  Axe  Ol,  welche  nahezu  mit  der  Axe 
der  Figur  zusammenfällt;  die  invariable  Linie  OL  fällt  dann  auch 
nahezu  mit  der  Axe  der  Figur  zusammen  und  würde,  wenn  der  Kreisel 
sich  selbst  überlassen  bliebe,  eine  kleine  Polodie  um  sie  beschreiben. 
Wir  wissen  aus  §  148,  Beisp.  1,  dass  die  Polodie  durch  ein  gegebenes 
Paar  Q  nur  wenig  geändert  wird,  wenn  entweder  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Kreisels  sehr  gross  ist,  oder  die  Protection  der  Axe  des  Paares 
auf  die  Ebene  LOI  dicht  bei  OL  liegt.  Ist  eine  dieser  beiden  Be- 
dvngwngen  erfüUt,  so  bleiben  die  invcmable  Linie  OL,  die  Momentanaxe 
Ol  und  die  Axe  der  Figwr  OC  während  ihrer  Bewegung  dwrch  den  Baum 
dickt  bei  einander. 

Zunächst  wollen  wir  untersuchen,  wie  sich  die  invariable  Linie 
unter  der  Wirkung  des  gegebenen  Paares  Q  im  Raum  bewegt.  Die 
vorhandene  Winkelbewegungsgrösse  des  Kreisels  ist  einem  Paar  G 
äquivalent,  dessen  Axe  die  invariable  Linie  ist.  Die  in  der  Zeit  dt 
um  die  Axe  des  gegebenen  Paares  hervorgebrachte  Winkelbewegungs- 
grösse ist  Qdt  Setzt  man  diese  Paare  zusammen,  so  sieht  man,  dass 
sich  das  positive  Ende  der  invariablen  Linie  stets  nach  dem  positiven  Ende 
der  Axe  des  gegebenen  Paares  hin  bewegt, 

Beisp.  1.  Die  sUxtionare  Bewegung  eines  schnell  rotirenden  Kreisels  zu  hestimtn^i, 
dessen  Spitze  0  festliegt. 
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Die  Figur  möge  die  obere  Hälfte  des  Trägheitssphäroids  fOr  0  darstellen. 
Wenn  die  Bewegung  stationär  ist,   liegen  die  Geraden  OL^  Ol,  OC  in  einer 
verticalen  Ebene,  welche  sich  um  OZ  mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindig- 
keit fb  dreht.    Die   Schwerkraft  erzeugt   continuirlich 
eine  WinkelbewegungsgrOsse  um  den  horizontalen  Durch- 
messer OB  der  Art,  dass  sich  OL,  dicht  Ton  OC  ge- 
folgt,  nach  OJB  zu  bewegt.    Dies  hat  dann  wieder  zur 
Folge,  dass  sich  OB  um  die  Yerticale  OZ  dreht.  Sind 
diese  beiden  Bewegungen  einander  richtig  angepasst, 
so  rotirt  die  Axe  des  Kreisels  stationär  um  die  Yerticale 
in  derselben  Richtung,  in  welcher  der  Kreisel  um  seine 
Axe  der  Figur  rotirt. 

Die  Winkelverrückung  von  OC  m  der  Zeit  dt  ist 
II  sin  a  dt,  worin  a  den  Winkel  ZOC  bezeichnet;  sie 
ist  aber  auch,  weil  der  Körper  sich  um  Ol  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  m  dreht,  o  sin  J0C7.  Setzt  man 
beide  gleich,  so  wird,  wie  in  §  181, 

a»sin  JO  (7  »=f&  sin  a (1). 

In  der  Zeit  dt  erzeugt  die  Schwere  die  WinkelbewegungsgrOsse  gh  sin  a  dt 
um  die  Axe  OB',  nennt  man  die  vorhandene  WinkelbewegungsgrOsse  G,  so  wird 
die  Yerrückung  der  invariablen  Linie  OL  nach  OB  hin  ghsinadt/G.  Da  sich 
aber  OL  um  OZ  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  f^  bewegt,  so  ist  sie  auch 
(i  sin  Z  OL  dt    Man  erhält  mithin 

fbG  sin  ZOL^=gh  sin  a (2). 

Nun  ist  G  sin  Z OL  die  Winkelbew^ungsgrösse  des  Kreisels  um  eine  in  der 
Ebene  ZOC  gelegene  horizontale  Linie.  Bedeutet  n  die  Componente  von  m  um 
OC,  so  erhält  man  durch  einfache  Zerlegung,  da  die  WinkelbewegungsgrOssen 
um  OC  und  OÄ  bezüglich  Cn  und  — ÄmsinlOC  sind, 

G^sinZOX  =  (7n8ina  —  ^a»sin  JOC- oosa (3). 

Substituirt  man  aus  (1)  und  (8)  in  (2),  so  erhält  man  nach  Division  durch 

sina 

gh/fi  '^Cn  —  Alt  cos  a, 

also  denselben  Ausdruck,  wie  in  §  207. 

Man  beachte,  dass  in  dieser  allgemeinen  Erläuterung  nur  gezeigt  wurde, 
dass  eine  stationäre  Bewegung  möglich  ist;  dass  sie  auch  staMl  ist,  geht  aus  den 
Betrachtungen  in  §  208  hervor. 

Bei8p..2.  Der  auf  den  Kreisel  wirkende  Widerstand  der  Luft  werde  durch 
ein  verzögerndes  Paar  dargestellt,  dessen  Axe  die  Momentanaxe  ist  Man  zeige, 
dass  die  Momentanaxe  sich  der  Axe  der  Figur  OC  nähert  oder  sich  von  ihr  entfernt, 
je  nachdem  das  Trägheitsmoment  C  grösser  oder  kleiner  als  A  ist.  Siehe  §  183, 
Beisp.  8. 

Beisp.  3.  Eine  homogene  Kugel  vom  Radius  a  trägt  in  einem  Punkt  ihrer 
Oberfläche  einen  materiellen  Punkt,  dessen  Masse  t/p^^  ihrer  eigenen  Masse  ist. 
Wenn  sie  sich  stationär  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  bewegt,  um  die  Yerti- 
cale mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  n  rotirt,  und  der  durch  den 
Massenpunkt  gehende  Durchmesser  dabei  den  constanten  Winkel  a  mit  der  Yerti- 
calen  macht,  zu  beweisen,  dass  n*ap{p"\-l)  nicht  kleiner  als  6 (2p -|- 7) ^ cos a 
sein  darf  und  zu  zeigen,  dass  sich  der  Massenpunkt  um  die  Yerticale  in  einer 
von  zwei  Perioden  dreht,  deren  Summe  4ticapn/6g  ist.  [Math.  Tripos.] 

Beisp.  4.  Die  Geschossabweichung  in  Folge  der  Botation,  Ein  längliches  Ge- 
schoss,  welches  aus  einem  gezogenen  Lauf  abgeschossen  wird,  erhält  eine  rasche 
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Rotation  um  die  Hauptaxe,  die  der  Länge  deB  GreschützeB  parallel  ist.  Diese 
Rotation  hat  in  der  Regel  für  einen  Beobachter,  der  hinter  dem  Geschütz  steht, 
die  Richtung  der  Zeiger  einer  Uhr.  Man  hat  gefunden,  dass  die  Kugel,  wenn  sie 
rundkOpfig  ist,  nach  der  rechten  Seite  der  Schussebene  abweicht.  Man  soll  eine 
allgemeine  ErklSxung  dieser  Erscheinung  geben. 

Würde  sich  das  Geschoss  in  einem  luftleeren  Raum  bewegen,  so  bliebe  die 
Rotationsaxe,  d.  h.  0  C,  ihrer  Anfangsrichtung  stets  parallel,  während  die  Tangente 
an  die  Bahn  von  0  eine  Teränderüche  Lage  OT  annehmen  würde.  Der  Wider- 
stand der  Luft  führt  1}  eine  Widerstandskraft  F  ein,  die  an  0  in  der  Ebene  COT 
in  einer  Richtung  B  0  angreift  und  2)  ein  Paar  Üf ,  welches  um  die  auf  der  Ebene 
COT  senkrecht  stehende  Hauptaxe  OB  wirkt.  Beide  gleichen  den  durch  die 
Schwere  in  die  Bewegung  des  Kreisels  eingeführten  Kräften,  wobei  die  Richtung 
Yon  F  derjenigen  der  Schwere  in  Beisp.  1  entspricht.  Die  allgemeine  Wirkung 
ist  in  beiden  Fällen  dieselbe;  die  Axe  OC  beginnt  einen  Kegel  um  die  Richtung 
von  F  zu  beschreiben  mit  einer  Präcessionsbewegung,  welche  der  f»  genannten 
entspricht,  wenn  so  viel  Zeit  verstrichen  ist,  dass  der  Winkel  COT  hat  endlich 
werden  können.  Die  resultirende  Bewegung  ist  etwas  complicirter,  wenn  die 
Richtung  der  Tangente  OT  an  die  Geschossbahn  sich  schnell  ändert.  Das  Paar 
M  sucht  im  Allgemeinen  den  Körper  um  OB  von  A  nach  C  hin  zu  drehen  und 
da  die  Rotation  um  OC  von  B  nach  A  hin  geht,  so  wird  die  Momentanaxe, 
dicht  gefolgt  von  der  Axe  der  Figur  OC,  nach  der  positiven  Richtung  von  OB 
hin  bewegt,  d.  h.  die  Axe  des  Geschosses  weicht  fOr  einen  hinter  dem  Geschütz 
stehenden  Beobachter  nach  der  rechten  Seite  der  Schussebene  ab;  siehe  Beisp.  1 
oder  §  202. 

Die  Ebene  COT  ist  nun  nicht  mehr  vertical,  die  Kraft  F  wirkt  aber  in 
dieser  Ebene  weiter  fort.  Sie  hat  daher  eine  Componente,  die  senkrecht  auf  der 
durch  OT  gehenden  Verticalebene  steht  und  diese  bringt  eine  seitliche  Be- 
schleunigung des  Projectils  nach  der  Rechten  der  Schussebene  hervor. 

Wenn  der  Druck  der  Luft  auf  das  Geschoss  eine  einzelne  Resultante  hat, 
so  kann  deren  Richtung  die  Axe  der  Figur  OC  entweder  vor  oder  hinter  dem 
Schwerpunkt  Q  treffen.  In  dem  ersteren  Fall  sucht  das  Paar  M  um  OB  id.  der 
oben  angegebenen  Richtung  zu  drehen  und  die  Abweichung  geht  nach  rechts;  in 
dem  zweiten  Fall  hat  das  Paar  die  umgekehrte  Richtung  und  die  Abweichung 
findet  nach  der  linken  Seite  der  Schussebene  statt.  In  Col.  Sladen's  Frinciples 
of  Gunnery,  1879,  wird  gezeigt,  dass  der  letztere  Fall  manchmal  vorkommt,  wenn 
das  Geschoss  vomen  flach  ist. 

Die  Componente  von  F  senkrecht  zur  Verticalebene  ZOT  dreht  diese  Ebene 
um  die  Yerticale  OZ  nach  rechts;  daher  sind,  weim  OC  nach  oben  und  rechts 
von  OT  weist,  bei  den  richtigen  Neigungen  die  Bewegungen  von  OC  und  OT 
etwa  senkrecht  auf  der  Ebene  OCTR  und  die  Bewegung  nahezu  stationär. 

Der  numerische  Betrtig  der  Abweichung  hängt  von  der  Form  des  Projectils 
und  den  andern  Umständen  der  Bewegung  ab.  Um  jedoch  zu  zeigen,  von 
welcher  Ordnung  die  fraglichen  Grössen  sind,  wollen  wir  zwei  Beispiele  aus  Mijor 
Mackinlag's  Text  hook  on  gunnery,  1887,  anführen  Er  gibt  die  Abweichung 
bei  zwei  verschiedenen  Haubitzen  und  einer  Schussweite  in  beiden  Fällen  von 
1830  m  zu  25  und  16,6  m  an.  Prof.  Greenhill  hat  die  für  die  Stabilität  eines 
gestreckten  Rotationsellipsoides  nöthige  Rotation  im  Quaterly  Journal,  1879  be- 
rechnet und  die  Theorie  der  Geschossabweichung  in  den  Proceedings  of  the  Royal 
Artülery  Institution,  Bd.  11,  1880  behandelt.  Ein  ausführliches  neueres  Werk  über 
den  Gegenstand  ist  Cranz,  Gompendiimi  der  theoretischen  äusseren  Ballistik, 
Leipzig,  Teubner,  1896. 

§  210.  Beisp.  Der  Bvmeraiig.  Als  ein  weiteres  Beispiel  daffir,  welche  Ver- 
änderung in  der  Wirkung  einer  Kraft  durch  eine  rasche  Rotation  des  Körpers 
hervorgebracht  werden  kann,  wollen  wir  den  Flug  eines   Bumerang  untersuchen. 
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Es  ist  dies  ein  flach  gescimittener  und  in  seiner  Ebene  gebogener  Stock,  der  ge- 
wöhnlich nach  der  einen  Seite  banchartig  vorspringt,  nach  der  andern  flach  ist 
und  dessen  convexer  Band  eine  scharfe  Schneide  besitzt.  Das  Projectil  wird  mit 
der  Hand  so  fortgeschnellt,  dass  es  eine  rasche  Rotation  um  eine  zu  seiner  Ebene 
senkrechte  Aze  erhält.  Da  dies  eine  Hauptaxe  ist,  so  bewegt  sich  der  Körper 
nach  dem  Fortschleudern  so,  dass  die  Richtung  der  Aze  im  Baum  merklich  fest- 
^^1  §  156.  Bezeichnet  OC  diese  Aze,  OA  eine  auf  ihr  senkrechte  horizontale 
und  0£  die  auf  beiden  senkrechte  Aze,  so  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  0  nahezu 
in  der  Richtung  BO. 

Der  an  der  Schneide  wirkende  Widerstand  der  Luft  ist  sehr  gering,  dagegen 
sucht  der  Druck  auf  die  untere  flache  Seite  des  Instrumentes  den  Körper  bei 
seinem  Flug  zu  tragen,  um  einen  etwas  gewagten  Vergleich  zu  machen,  könnte 
man  sagen,  der  Körper  bewege  sich  so,  als  ob  er  eine  feste  geneigte  Ebene 
längs  der  Linie  stärksten  Falles  hinau^eschleudert  würde,  wobei  der  Druck  der 
Ebene  die  tragende  Kraft  der  Luft  Torstellen  würde.  Der  Körper  bewegt  sich 
aufwärts,  bis  die  Translationsbewegung  durch  die  Schwere  zerstört  wird.  Tritt 
dies  ein,  bevor  sich  die  Botation  durch  die  Wirkung  der  Luft  stark  geändert  hat, 
so  beginnt  das  Projectil  dieselbe  Ebene  nach  dem  Punkt  hin,  von  dem  es  weg- 
geschleudert wurde,  hinabzugleiten.  Dazu  gehört,  um  es  erklären  zu  können, 
(1),  dass  die  Botation  so  schnell  ist,  dass  die  Richtung  ihrer  Aze  im  Raum  und 
im  Körper  merklich  festliegt  und  (2),  dass  der  Widerstand  der  Luft  jede  grosse 
Bewegung  senkrecht  zur  Ebene  des  gekrümmten  Stockes  verhindert. 

Nach  Versuchen,  die  Prof.  S.  P.  Langley  über  die  Bewegung  einer  schweren 
Scheibe  angestellt  hat,  deren  Ebene  horizontal  war,  wird  der  Widerstand  der  Luft 
gegen  ein  verticales  Herabfallen  durch  horizontale  Bewegung  der  Scheibe  sehr 
vermehrt  und  zwar  derart,  dass  die  Fallzeit  durch  eine  gegebene  Strecke  mittelst 
seitlicher  Bewegung  unbegrenzt  verlängert  werden  kann.  Es  ist  dies  vielleicht 
eine  Folge  der  Trägheit  der  ungestörten  Luft,  über  welche  die  Scheibe  hingleitet. 
Während  der  schnellen  Bewegung  der  Scheibe  ist  nämlich  die  momentan  unter  ihr 
befindliche  Luft  stets  in  Ruhe  und  die  Scheibe  kann  erst  fallen,  wenn  diese  Luft 
Zeit  gehabt  hat,  nach  abwärts  auszuweichen.  Die  Mitth^ilung  Prof.  Langley's 
an  die  Pariser  Academie  der  Wissenschaften  findet  man  auch  in  der  Ncstwre  vom 
23.  Juli,  1891;  man  vergleiche  auch  eine  Note  von  Lord  Rayleigh  in  der  Nummer 
vom  3.  December  1891. 

Manchmal  ist  auch  der  vordere  Theil  des  Bumerang  leicht  ausgehöhlt  oder 
hat  die  Curve  eine  geringe  seitliche  Drehung,  mittelst  welcher  das  Instrument  sich 
in  Folge  seiner  Rotation  in  der  Luft  in  die  Höhe  heben  oder  schrauben  soll. 

Oberst  Lane  Foz  stellt  in  seinen  Vorlesungen  über  Primitive  Warfare  fest, 
dass  sich  die  Rotationsebene,  anstatt  ihrer  ursprünglichen  Lage  fortwährend  parallel 
zu  bleiben,  um  ein  Geringes  bei  dem  Vordringen  des  Projectils  in  die  Höhe  er- 
hebt {^JwLrMX  of  the  United  Service  Institute,  Bd.  12,  1868.)  Er  gibt  ein  Dia- 
gramm dazu,  welches  Sir  Richard  Burton  in  seinem  Buch  The  sword  (1884) 
reproducirt,  aus  dem  hervorgeht,  dass  man  den  Bumerang  nach  einem  Punkt 
schleudern  muss,  der  unterhalb  des  Gegenstandes  liegt,  der  getroffen  werden  soll. 
Dies  lässt  sich  durch  die  Annahme  erklären,  dass  der  Druck  der  Luft  auf  denjenigen 
Theil  der  unterelt  Seite  am  grössten  ist,  der  sich  in  derselben  Richtung,  wie  der 
Schwerpunkt  bewegt.  Die  Ungleichheit  des  Druckes  führt  ein  Paar  ein,  dessen 
Aze  OB  ist;  setzt  man  die  so  erzeugte  Winkelbewegungsgrösse  mit  der  um  OC 
oder  OL,  wie  in  §  209  erklärt  wurde,  zusammen,  so  dreht  sich  die  Aze  OC  um 
OÄ  nach  OB  hin;  d.  h.  der  vordere  Theil  des  Bumerang  steigt  in  die  Höhe. 

In  den  oben  erwähnten  Vorlesrmgen  bemerkt  Oberst  Lane  Foz  (jetzt  Gen.- 
Mfg.  A.  Pitt  Rivers),  dass  man  nicht  behaupten  kann,  die  Australier  hätten 
den  Bumerang  erfunden.  Er  zeigt  an  einer  Reihe  von  Diagrammen  der  Zwischen- 
formen zwischen  ihm  und  der  Keule,  dass  der  Wilde  sich  das  Instrument  „sehr 
wohl   nur  nach  den  Gesetzen  gelegentlicher  Variation  und  geleitet  durch  die 
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natürliche  Faserbildung  des  Materials,  das  er  bearbeitete^^  angeeignet  Haben  kann. 
Howitt  theüt  in  der  Naiure,  20.  Juli,  1876  die  Resultate  seiner  Nachforschungen 
unter  den  Eingeborenen  mit,  aus  denen  sich  ergibt,  dass  das  Instrument  bei  weitem 
nicht  so  wirksam  ist,  wie  man  gewöhnlich  annimmt.  Yergl.  auch  eine  Abhandlung 
G.  T.  Walker's  über  den  Bumerang  in  den  Phüosaphical  TrcmsacHons,  Bd.  190, 1897. 

§  211.  Unsymmetrische  Kreisel.  Wir  gehen  nun  zu  dem  wichtigen 
und  allgemeinen  Problem  über,  die  Schwingungen  eines  schweren  nicht 
nothwendiger  Weise  einaxigen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  zu  finden. 
Wir  beginnen  mit  den  aUgemeinen  Bewegungsgleichungen  und  wenden 
sie  dann  auf  zwei  Fälle  an:  (1)  wenn  die  durch  den  festen  Punkt 
gehende  Yerticale  eine  Hauptaxe  fQr  diesen  Punkt  ist  und  der  Körper 
eine  Anfangsrotation  um  die  Yerticale  erhalten  hat;  (2)  wenn  die 
Yerticale  nicht  nothwendiger  Weise  eine  Hauptaxe  ist  und  der  Körper 
keine  Anfangsrotation  hat.  Schliesslich  werden  wir  untersuchen,  welche 
Fälle  stationärer  Bewegung  möglich  sind. 

Ein  Eürper,  dessen  HcmpUrägheitsmomente  nicht  noihwendiger  Weise 
gleich  sind  und  von  dem  ein  Pu/nkt  0  im  Baum  fesüiegt,  bewegt  sich  um 
0  unter  dem  Einfluss  der  Schwere.  Man  soU  die  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen  bilden. 

Oä,  ob,  OG  seien  die  Hauptaxen  für  den  festen  Punkt  0  und 
sie  mögen  zu  Bezugsaxen  genommen  werden,  h,  k,  l  seien  die  Goordi- 
naten  des  Schwerpunktes  G  und  die  Masse  des  Körpers  sei  die  Einheit. 
0  V  möge  yertical  nach  oben  gezogen  werden  und  jp,  q,  r  die  Richtungs- 
cosinusse von  OF  in  Bezug  auf  0-4,  OB,  OC  sein.  Nach  den 
Euler 'sehen  Gleichungen  ist  dann 

Äa)i—{B—C)a)^a)^  =  —g{1cr—  lq)\ 

B(o^' —  (C  -  Ä)a)^(o, g(lp—hr)\      •     •     ■     (1), 

Ccöj'  —{Ä  —  B)G)^fo^  =  —  g  (hq  —  kp)\ 

worin  die  Accente  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben. 

p,  q,  r  kann  man  auch  als  die  Goordinaten  eines  Pimktes  in  OF 
ansehen,  der  von  0  um  die  Einheit  absteht.  Dieser  Punkt  liegt  im 
Raum  fest  und  seine  Geschwindigkeiten,  wie  sie  aus  §  17  folgen,  sind 
daher  Null.    Man  hat 

jp'=  o^q  —  o^r,  «'=  o^r  —  Oj^p,  r'=  o^p  —  m^q      .     (2). 

Offenbar  liefern  die  Principien  der  Flächen  und  der  lebendigen 
Kxafb  zwei  Integrale  dieser  Gleichungen: 

^^iP  +  Soi^Q  +  C(o^r  =  E, 

-4oi*+  B(D^^+  C(D^^  =  F—2g{jßh  +  qlc  +  rl), 

worin  E  und  F  zwei  willkürliche  Gonstante  sind.  Die  erste  erhalt 
man  auch,  wenn  man  die  Gleichimgen  (1)  mit  p,  q,  r  und  (2)  mit 
Äo^,  Bg}^,  C03  bezüglich  multiplicirt  imd  die  sechs  Resultate  addirt,  die 
zweite   Gleichung   dagegen   durch  Multiplication   der  Gleichungen  (1) 
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mit  &i,  C92;  ^8  ^^^v  Addition  und  Yereinfacliung  der  rechten  Seite 
mittelst  (2). 

Um  das  Problem  lösen  zu  können^  sind  noch  weitere  Integrale 
ausser  diesen  beiden  erforderlich.  Der  Fall^  in  welchem  A^=JB  ist 
und  der  Schwerpunkt  mit  dem  festen  Punkt  0  zusammenfallt,  ist  in 
Kap.  4  erörtert  worden.  Der  zweite  Fall,  wenn  A^^  B  ist  und  der 
Schwerpunkt  in  der  Axe  des  ungleichen  Momentes  fQr  0  liegt;  wurde 
in  diesem  Kapitel  besprochen.  Einen  dritten  hat  Sophie  Kowa- 
levski  gelöst.  Wenn  Ä  =  B  =  2C  und  1  =  0  ist,  der  Schwerpunkt 
also  in  der  Hauptebene  liegt;  welche  die  gleichen  Trägheitsmomente 
enthalt;  kann  man  die  Lösung  auf  Integrale  zurückführen,  welche  die 

Form   rdx/f(x)  haben,  worin  f(x)  eine  ganze  rationale  Function  vom 

fünften  Grad  ist.  Die  erforderlichen  Umformungen  sind  zu  ausgedehnt; 
als  dass  wir  sie  hier  wiedergeben  könnten;  wir  yerweisen  auf  das 
Original,  AjOa  Mathematica,  22.  Januar;  1889  (Bd.  12). 

Beisp.  Wenn  der  Körper  derart  ist,  dtLSB  Ä=^B  =  2C  und  sowohl  Ä;  =  0 
als  Z  =  o  ist,  zu  beweisen,  dass 

{{(Di  +  to^ty  —  cip  +  qi)}  {(«1— «,»)"  — cd)  — gt)}  =^G, 

worin  ♦"  =>  —  1 ,  c  =  gh/C  und  G  eine  willkürliche  Oonstante  bezeichnet. 
XJm  es  zu  beweisen,  leite  man  zuerst  aus  den  Gleichungen  (1) 

d 

j^log{(<Di+<D,t)»  — c(i)  +  gt)}  =  — »«8 

ab;  durch  Veränderung  des  Vorzeichens  von  i,  Addition  der  beiden  Gleichungen 
und  Integration  erhält  man  dann  das  gesuchte  Resultat. 

§  212.  Ein  Körper,  dessen  Hauptträgheüsmomente  für  den  Schwerpunkt  G 
nickt  notkwendiger  Weise  gleich  sind  %md  dessen  in  einer  der  Rauptaxen  für  G  ge- 
legener Punkt  0  im  Baum  festliegt,  karm  sich  um  0  unter  dem  Evnßuss  der  Schwere 
bewegen.  Er  wird  um  OG,  welches  verticaJ  angenommen  ist,  in  Botatian  versetzt. 
Man  finde  die  kleinen  Schwingungen. 

In  Bezug  auf  die  allgemeinen  Gleichungen  in  §  211  ist  ersichtlich,  dass  in 
diesem  Fall  ^«»0,  A;  =  0  ist.  Da  0(7  immer  nahezu  vertical  bleibt,  o>|  und  co, 
daher  kleine  GrOssen  sind,  kann  man  das  Product  co^o,  in  der  letztein  der  Glei- 
chungen (1)  weglassen.  Daraus  folgt  cd,  »»  Oonstante.  Dieser  constante  Werth 
heisse  n.  Aus  demselben  Grund  ist  nahezu  r  <»  1  und  sind  p  sowohl  als  q  kleine 
Grössen.    Durch  Substitution  erhält  man  die  folgenden  linearen  Gleichungen 

^ö/  — (JB— CT)««,  ==l^g       1 


gn  —  ©,      1 

'  (4). 

—  pn  +  mi) 


P' 

i 

Setzt  man  für  (D|,  <d,  ihre  Werthe  aus  den  Gl.  (4)  in  die  Gleichungen  (3) 
ein,  so  würde  man  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Ermittelung  yon  p  und  q  erhalten, 
die  man  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  kleine  Schwingungen 
in  §  15  hätte  ableiten  können.  Man  kann  sie  aber  auch  dadurch  auflösen,  dass 
man  annimmt 

©i=1^8in(X«  +  /)l  jp  =  Psin(X«  +  /)l 


f)Y 


a),  =  ff0OB{Xt  +  /^j'  gr-.  §  cos  (lt  +  /^|. 
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Setzt  man  ein,  so  wird 

AXF  --{B-C)nG^ glQ'i 

BlG  —  {Ä  —  C)nF^glPi ^  ^' 

XP^Qn^G\ 

XQ^Pn^FJ ^^^' 

Durch  Elimination  der  Verhältnisse  F:G:P:Q  erh&lt  man  weiter 

X»n»(^  +  B  — C)««{pI  +  ^^"  +  (J5  — 0)n»}  [gl  +  BX^  +  iA  —  On*]. 

Sind  die  so  gefundenen  Werthe  von  X  reell,  so  macht  der  Körper  kleine 
Schwingungen  um  die  Lage,  in  welcher  OG  vertical  ist.  Wenn  C  das  grösste 
Moment  und  n"  gross  genug  ist,  um  sowohl  gl  —  {C — A)n*  als  gl  —  (C — B)n^ 
negativ  zu  machen,  so  fallen  sämmtliche  Werthe  von  X  reell  aus  und  bei  der 
Drehung  des  KOrpers  bleibt  OG  fortwährend  vertical.  Liegt  G  unter  0,  so  ist  l 
negativ  und  es  reicht  aus^  wenn  OG  die  Aze  des  grössten  Momentes  ist. 

Sollen  die  Werthe  von  X'  reell  sein,  so  muss 

(gl(A+B)+n\ÄC+Ba-2ÄB—C*)y>i:{(B^C)n*+gl)  [(A'--C)n*+gl)AB 

sein  und  sollen  die  beiden  Werthe  von  X*  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  muss 
das  letzte  Glied  der  quadratischen  Gleichung,  also 

{^B-C)n*  +  gl)  {(Ä-G)n*  +  gl), 

positiv  sein.  Sollen  aber  die  Werthe  von  X'  beide  positiv  sein,  so  muss  der  Coeffi- 
cient  von  X'  in  der  quadratischen  Gleichung  positiv,  d.  h. 

gl{A+B)<n*(B-C){Ä-C) 

sein. 

In  dem  speciellen  Fall,  in  dem  A  =  B  ist,  wird  jede  Seite  der  quadratischen 

Gleichung  ein  vollstöndiges  Quadrat  und  man  erhält 

AX* ±{2A  —  C)nX  +  (A^  C)n*  +  gl^O, 
daher 

In  diesem  Fall  reduciren  sich  die  Stabilitätsbedingungen  auf  n^iyAgl/C. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (6)  und  (6)  ergibt  sich,  dass,  wenn  A^B  ist,  F^G 

und  P=Q  wird.    Bezeichnet  man  mit  l^ ,  2^  die  eben  gefundenen  Werthe  von  X, 

so  folgt 

1>  =  P,  sin (X,<  +  /;)  +  A  sin (Z,e  +  /;)| 

g=.p,cos(;ie+/;)  +  P,co8(A,*+/;)r 

Wir  wollen  die  Bezeichnung,  die  bei  den  Euler'schen  geometrischen  Glei- 
chungen Bd.  1,  Kap.  V  benutzt  wurde,  beibehalten,  und  0  sei  der  Winkel,  den 
0  C  mit  der  zur  z-Axe  genommenen  Verticalen  macht.  Alsdann  ist  r '«« cos'^b-I — 0* 
und  daher 

e«=p«  +  g«  =  p,«4-p,«  +  2P,p,cos{(x,-z,)<  +  /;-/;}. 

Ist  9>  der  Winkel,  den  die  OA,  OC  enthaltende  Ebene  mit  der  Ebene  macht, 
welche  0(7  und  dieVerticale  OF  enthält,  so  hat  manjp= —  sin  9  cos  9,  g= sin 6  sin  9 
und  daraus 

P.  COB  (^,  t  4-  /-,)  +  P,  C08  (t.t  4-  Q 

«  »  -  Pj  Bin  (i,  <  + /;)  H- p,  sin  (0, « + /,)  • 

Da  6  sehr  klein  ist,  so  erhält  man,  immer  bei  derselben  Bezeichnung  wie 
vorher,  '^»nt-j-a  —  9,  worin  a  irgend  eine  Constante  bedeutet,  die  von  der 
Lage  der  willkürlichen  Ebene  abhängt,  von  welcher  aus  '^  gemessen  wird. 
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Wenn  die  Axe  des  Kreisels  die  Neigung  a  gegen  die  Verticale  hat,  so  ist 
die  Schwingnngsperiode  um  die  stationäre  Bewegung,  wie  in  §  208  gefunden  wurde, 
29r/p.  Sie  ist  Yon  den  beiden  Perioden  in  §  212  verschieden,  welche  filr  den  Fall 
gelten,  in  welchem  die  Axe  nahezu  yertical  ist.  Elindnirt  man  ft  aus  dem  Aus- 
druck für  p,  so  wird,  wie  man  leicht  sieht,  p^^X^  — Z,;  die  Schwingungsperiode 
von  0  bei  geneigter  Axe  ist  also  dieselbe,  wie  die  von  6'  bei  verticaler  Axe. 

Die  hier  gefundenen  Schwingungsperioden  scheinen  mit  denen  nicht  überein- 
zustimmen, die  mittelst  eines  andern  Verfahrens  in  Bd.  1,  §  268  ermittelt  wurden. 
Der  Unterschied  ist  aber  nur  scheinbar.  In  Bd.  1  wurde  die  Axe  OC  auf  im  Raum 
festliegende  Axen  bezogen;  wir  haben 

{  ==  ö  cos ^  =  Pj  cos  (^ < 4- Q  -f  P,  cos  (/*,<  +  /;), 
i]  =  d8in^=-Pi  sin  (|»i*  +  /;)-f- P,  sin(f*,«4-^,), 

worin  2^f*  =  Cw ± yC^n^  —  ^gAl  ist. 

Bei  der  Methode  in  diesem  Band  wird  die  Verticale  auf  im  Körper  fest- 
liegende Axen  mittelst  der  Bichtungscosinusse  p  >»  —  Q  cos  9,  g  ss  0  sin  9  und  1 
bezogen.    Nun  ist  nach  der  dritten  Euler ^schen  geometrischen  Gleichung 

<D,  a«  cos  0  dip/dt  -f-  dtp/dt , 

daher  (p^nt  —  ^-|-  Gliedern,  welche  P'  enthalten,  siehe  Bd.  1.    Man  hat  also 

— p  =  6coB(nt  —  '^)  =  cos  nt  (Pj  cos  fij  <  +  P,  cos  f4  Q  + 

-|-sinn<(P,  sin  f4  f -|- P,  sin  f4t)«=P^  cos  (n  —  f4)*4--Pj  cos(n  —  fi,)^, 
5  =  ö  sin  (ni  —  ^)  =  Pj  sin  («  —  f4)  *  +  -Pj  ^^^  (♦*  —  f*i)  *• 

Die  hier  gefundenen  Ausdrücke  für  p  und  q  ergeben  sich,  da  n  —  fiss-^X 
ist,  leicht  aus  denen  für  £,  1]  in  Bd.  1. 

§  213.  Ein  Körper,  dessen  Hauptmamente  für  den  Schwerpunkt  nicht  noth- 
foendiger  Weise  gleich  sind,  kann  sich  frei  um  einen  festen  Punkt  0  drehen  und  be- 
findet sich  unter  der  Wirkung  der  Schwere  im  Gleichgewicht,  Wenn  ihm  eine  kleine 
Störung  gegeben  wird,  die  Schwingungen  Bu  finden. 

In  Bezug  auf  die  allgemeinen  Gleichungen  in  §  211  sind  in  diesem  Fall,  wie 
man  sieht,  04,  <d,,  o>,  klein  und  in  den  Gleichungen  (1)  die  Glieder  mit  den 
Producten  Oja),,  (n,<D,,  a^m^  daher  wegzulassen.  Da  femer  im  Gleichgewichts- 
zustand OG  vertical  ist,  so  verhalten  sich  p,  g,  r  immer  nahezu  wie  hikil\  be- 
zeichnet man  also  0  G  mit  a,  so  kann  man  statt  jp,  q,  r  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichungen  (2)  setzen  h/a,  k/a,  l/a.  Die  sechs  Gleichungen  sind  jetzt  sämmt- 
lich  linear.    Um  sie  außralösen,  setze  man 

©1'=-  JJsin  (}.t  -f  f*)  und  p  =-=  h/a  -f  P  cos  (X<  -f  f*)     .     .    .     .    (8), 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  co,,  a», ,  q  und  r,  die  sich  ergeben,  wenn  man  K  und 
X  für  JJ  schreibt,  femer  Q,  k  und  J2,  Z  für  P  und  h.  Substituirt  man  sie  in  die 
Gleichungen,  so  erhält  man  sechs  lineare  Gleichungen  und  nach  Elimination  von 

(-  AI*  +  Ä:*  -f  Z»)  JJ—  ÄÄ JS:  —  IhL  =  0 


— Äifcjgr -f  (- J5Z» -f  z» -f  Ä»)  js:— zfci  ==  0 

-  IhH—  lkK'{-  (-  (7Z*  +  Ä*  +  *»)  i  =  0 


W. 


9 

Eliminirt  man  dann  noch  die  Verhältnisse  von  H,  K,  X,  so  kommt  man  zu 
einer  Gleichung  far  X".  Die  eine  Wurzel  ist  l"=aO,  die  andern  ergeben  sich  aus 
der  quadratischen  Gleichung 

Bontb,  Dyoftmik.  II.  11 
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^\-4      ^      B      ^      C     /  a      ^^  ABC  ^^' 

Um  sich  zu  überzeugen,  ob  die  Wurzeln  reell  sind,  hat  man  das  gewöhn- 
liche Kriterium  f&r  eine  quadratische  Gleichung  anzuwenden.     Danach  muss 

{Ä(B  —  C)h*  +  B (C -^  A)k^ -  C {A  —  B)l*]^  +  ^AB(B  —  C){Ä  —  C)hn^    (6) 

posiÜT  sein.  Da  man  A,  B,  C  so  wählen  kann,  dass  sie  sich  in  abnehmender 
Beihenfolge  befinden,  so  ist,  wie  man  sieht,  die  Bedingung  erfüllt.  Siehe  auch 
§  68. 

Liegt  G  über  0,  so  ist  a  positiv  imd  beide  Werthe  von  Z'  sind  negativ. 
Das  Gleichgewicht  ist  daher  unstabil.  Liegt  dagegen  G  unterhalb  0,  so  ist  a 
negativ  und  die  zwei  Werthe  von  X*  positiv.  Sind  die  Wurzeln  gleich,  so  muss 
jedes  der  beiden  positiven  Glieder  in  (6)  für  sich  Null  sein,  also  k=^0  und 
A(fi — C)h*'^C(A  —  B)l\  d.h.  der  Schwerpunkt  muss  in  der  Asymptote  an 
die  focale  Hyperbel  des  Trägheitsellipsoids  liegen.  Alsdann  ist  X*  =  —  ag/B. 
Der  Fall,  in  welchem  Ä;  =  0,  Z  =  0,  B=G  ist,  wurde  in  §  212  untersucht. 

Bezeichnet  man  die  Werthe  von  1'  mit  0,  Xi\  Z,',  so  hat  man 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  cd,,  o), .  Die  Gleichungen  (2)  liefern  dann  p,  g,  r. 
Substituirt  man  aber  in  (1),  so  ergibt  sich,  dass  alle  nichtperiodischen  Glieder, 
welche  t  enthalten,  verschwinden.  Beachtet  man,  dass  p*  -\- q^  -{- r^  =^  1  ist,  so  er- 
hält man  schliesslich 

coj  =  aÄ/a-f  fii  sin(li<-f  fi,)  +  -Br,  sin(Xj<4-f4,) 

und  ähnliche  Gleichungen  fOr  o,  und  oo, ,  wenn  man  A;,  K  und  l,  L  für  /<,  H  setzt. 
Die  Werthe  von  jBTi,  L^  und  Ä^,  L,  werden  mittelst  der  Gleichungen  (4)  durch 
JJj  und  Hf  bezüglich  ausgedrückt.    Man  hat  auch 

h   ,  IK,—  kL^        ,,  ^  ,      ,   .IK^  —  kL^        „       .      . 
P^-  +  —-^ — ^®«  ^^*  +  fti)+     \,x^ — -  C08  {K^  +  j»,) 

und  ähnlich  für  q  und  r.  Es  bleiben  fünf  Constante,  nämlich  Ä,  H^,  ^T,,  ftj,  fi„ 
durch  die  Anfangswerthe  von  lu^ ,  co, ,  (o, ,  r  und  q  zu  bestimmen. 

Weim  die  Wurzeln  gleich  sind,  so  trennen  sich  die  von  p,  r,  a>,  abhängigen 
Gleichungen  von  denen  mit  g,  «j ,  csg  und  bilden  zwei  Abtheilimgen ;  es  ei^bt  sich 


ü), «- 2r  sin  (X  < -j- fi,) 

p  =-+£:_  COS  (it+^) 


»,  =  fl-  +  H^^^tjSL  sin {U  +  ft) 
a  ghl 

AX 

q^  H —f  cos  {Xt  +  (i^) 

9*' 

Lagrange  hat  dieses  Problem  in  seiner  Mecanique  Analytique  auf  voll- 
ständig verschiedene  Art  gelöst.  Er  kommt  nicht  ganz  zu  denselben  Resultaten, 
wie  wir  hier. 

Substituirt  man  die  Werthe  von  o^ ,  a>, ,  a>, ,  |),  g,  r  in  die  Gleichung  der 
Winkelbewegungsgrösse  in  §  211  und  vernachlässigt  die  Quadrate  kleiner  Grössen, 
so  erhält  man  offenbar 

{Ah*  +  Bk* 4-  CZ«) fl « Ea},    AHh  + BKk  +  CLl^O. 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  Sl  verschwindet,  wenn  die  Anfangsbedingungen 
besagen,  dass  die  Winkelbewegungsgrösse  um  die  Verticale  Null  ist.  In  diesem 
Fall  reducirt  sich  das  Problem  auf  das  in  §  134  untersuchte. 
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§  214.  Ein  Körper,  dessen  HauptträgheitsmomenU  nicht  nothtcendiger  Weise 
gleich  sind  und  von  dem  ein  Punkt  0  im  Baum  festliegt,  bewegt  sich  unter  dem 
Einfluss  der  Schwere  um  0.  Man  soll  ermitteln^  welche  Fälle  stcUionärer  Bewegung 
möglich  sind^  bei  welcher  eine  Hauptaxe  OC  für  0  einen  graden  Kegel  wn  die 
Verticale  besdireibt,  und  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  OC  constant  ist, 
und  soll  die  kleinen  Schwingungen  finden. 

Betrachtet  man  die  allgemeinen  Gleichungen  in  §  211,  so  sieht  man,  dass  r 
und  CD,  constant  gegeben  sind.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  unter  (1)  und  (2) 
bilden  mithin  ein  System  linearer  Gleichungen,  aus  denen  die  vier  Grössen  p,  q^ 
«Dj,  flo,  abzuleiten  sind.    Die  Auflösung  der  Gleichungen  ist  also  Yon  der  Form 


io,=F,  +  F,sm{Xt  +  f)\  p^P,  +  P,sm{Xt  +  f) 

a>,^G,  +  G,cos(Xt  +  f)]'  g-eo  +  ftcosCU  +  n 


Sie  müssen  aber  auch  der  letzten  der  Gleichungen  (1)  genügen.  Substituirt 
man,  so  ergibt  sich,  dass  auf  der  linken  Seite  ein  Glied  von  der  Gestalt 

-4-{4-B)J\ff.8in2(«  +  /) 

erscheint,  während  auf  der  rechten  ein  solches  Glied  nicht  auftritt.  Es  muss  daher 
entweder  Ä  =  B,  F^^^O  oder  0^  =  0  sein.  Die  Bewegung  für  den  Fall,  dass 
A^=B  ist,  wurde  bereits  in  §  207  untersucht.  Substituirt  man  femer  in  die  letzte 
der  Gleichungen  (2)  und  setzt  den  Coef&cienten  von  8in2(Zt-f~/)  gleich  Null,  so 
findet  man 

Setzt  man  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  (1)  ein  und  lässt  die  Coefficienten 
von  co%(lt  +  f)  und  am  (It-j-f)  Null  werden,  so  ergibt  sich 

AXF^'-{B-C)nGi=r.glQ^,    -BXG^-(C—A)nF^^-glP^', 

daraus  folgt,  dass  JP\,  (r^,  P^,  Q^  sämmtlich  Null  sind  und  a>|,  a>,,  p,  g  daher 
ebensowohl  constant  sind,  wie  die  gegebenen  Constanten  o,  und  r. 

In  diesem  Fall  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (2)  oy^/p  =  m^/q  ^^^  a^/r;  die 
ümdrehungsaxe  muss  also  vertical  stehen.  Ist  m  die  Winkelgeschwindigkeit  um 
sie,  so  wird  a^  ^^pm,  a>,  »go,  o,  ssra>.  Durch  Substitution  in  die  Gleichungen 
(1)  findet  man 

P         9    ^  ^         9         r        g 

ScMiesst  man  daher  den  FaU  aus^  in  weUhem  zwei  der  Hauptmomente  gleich 
sind,  so  ist  die  Bewegung  nur  dann  stationär,  wenn  die  Botationsaxe  senkrecht 
steht  und  der  St^werpunkt  {h,  k,  2)  in  der  verticakn  Geraden  liegt,  deren  Gleichungen 
unier  (8)  gegeben  sind. 

Diese  Gerade  lässt  sich  geometrisch  folgendermassen  construiren.  Man  trage 
auf  der  Yerticalen  die  Länge  OV^^g/m*  ab  und  lege  durch  V  eine  Ebene  senk- 
recht zu  OV,  welche  ein  mit  dem  reciproken  Ellipsoid  confocales  Ellipsoid  be- 
rührt.   Der  Schwerpunkt  .muss  dann  auf  der  Normalen  im  Berührungspunkt  liegen. 

Um  die  kleinen  Schwingungen  um  die  stationäre  Bewegung  zu  finden,  d.  h.  um 
zu  bestimmen,  ob  diese  Bewegung  stabil  ist  oder  nicht,  setze  man 

p  =  cos  «  +  i'o  ™  '^^  +  -^1  <508  Xt 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  9,  r,  o^,  a>,,  o>,.  Durch  Substitution  erhält  man 
zwölf  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  elf  Verhältnissen.  Eliminirt  man 
die  letzteren,  so  kommt  man  zu  einer  Gleichung  für  1.  Es  reicht  für  die  Stabi- 
lität aus,  wenn  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  sind. 
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Die  Bewegung  der  Kugel. 

§  215.  Die  allgemeinen  Bewegnngsgleiehnngen.  Mcm  bestimme 
die  Bewegung  einer  Kugel  auf  einer  voWcommen  rauhen  Fläche  unter 
der  Wirkung  bdübiger  Kräfte,  deren  Resultante  durch  den  Kugelmittel- 
punkt geiht 

Es  möge  6r  der  Schwerpunkt  des  Körpers  sein,  und  die  beweg- 
liehen Axen  GC,  GA,  GB  seien  bezüglich  eine  Normale  zur  Fläche  und 
zwei  andere  darauf  und  aufeinander  rechtwinklige  Linien,  die  wir  später 
in  geeigneter  Weise  wählen  werden.  Die  Bewegung  dieser  Axen  möge 
durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  0^,  d^,  6^  um  ihre  augenblickliche 
Lage  auf  die  in  §  3  erklärte  Art  bestimmt  werden,  u,  v,  w  seien  die  Gom- 
ponenten  der  Geschwindigkeit  von  G  parallel  den  Axen  und  o^,  o^,  o, 
die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers  um  die  Axen;  es  ist  dann 
t<?  =  0.  JP,  F'  seien  die  Gomponenten  der  Reibung  der  vollkommen 
rauhen  Fläche  an  der  Kugel  parallel  den  Axen  GÄ,  GB  und  R  sei 
die  normale  Reaction.  X,  T,  Z  seien  die  Gomponenten  der  am  Schwer- 
punkt angreifenden  gegebenen  Kräfte,  k  der  Trägheitsradius  der  Kugel 
fOr  einen  Durchmesser,  a  ihr  Radius  und  ihre  Masse  sei  die  Eiu- 
heit.  Wir  wollen  annehmen,  dass  im  Normalfall  die  Kugel  auf  der 
convexen  Seite  der  festen  Fläche  rolle  und  dass  die  positive  Richtung 
der  jer-Axe  nach  der  äusseren  Seite  der  Fläche  gehe.  Die  Bewegungs- 
gleichungcn  der  Kugel  sind  dann  nach  §§  14  und  5 


~dr 

dt 
dt 


—  e/gcjg  -f-  e^jjOj  =  -j^ 


Fa 


öjOi  -j"  öl ©2  =  0 


(1), 


du        ^ 

^^     I     n 


X  + J" 

Y-\-F' 
Z+B] 


(2) 


und  da  der  Berührungspunkt  der  Kugel  und  Fläche  sich  in  Ruhe  befindet, 

u  —  002  =  0,    v  +  a»!  =  0 (3). 

Durch    Elimination    von   F^  F,  Oi,  to^    aus    diesen   Gleichungen 
erhält  man 


du  «*       V    I         Ä:*      ^ 


*        • 


(4). 
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§  216.  Den  Sinn  dieser  Gleichungen  findet  man  folgendermassen. 
Sie  sind  die  beiden  Bewegungsgleichungen  des  Schwerpunktes  der  Eugel^ 
die  man  erhält^  wenn  man  annimmt^  die  gegebene  Fläche  sei  glatt  und  an 

dem  Schwerpunkt  griffen  die  beschleunigenden  Kräfte    ,  ,  ,,  diaa^  und 

k* 

,  ,   ,,  d^ao,  in  der  Richtung  der  Axen  GÄ,  GB  an  und  dieselben  ge- 

gebenen  Kräfte^  wie  zuvor,  aber  in  dem  Yerhältniss     ,  ,  ,,  reducirt. 

Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  ist  daher  in  diesen  beiden  FäUen, 
wenn  die  Anfangsbedingungen  die  gleichen  sind,  die  nämliche.  Passendere 
Ausdrücke  für  die  beiden  Zusatzkrafte  findet  man  so.  Der  Schwer- 
punkt bewegt  sich  auf  einer  Fläche,  die  durch  die  Verlängerung  aller 
Normalen  zu  der  gegebenen  Fläche  um  eine  constante,  dem  Radius  der 
Kugel  gleiche  Länge  gebildet  wird.  Nimmt  man  ao,  die  Axen  GÄ^ 
GB  seien  Tangenten  an  die  Krümmungslinien  dieser  Fläche  und  sind 
Q^y  Q^  die  Krümmungsradien  der  durch  diese  Tangenten  gelegten  Normal- 
schnitte, so  ist 

0\  = •        öo  =  — (5). 

Ist  G  die  Lage  des  Schwerpunktes  zur  Zeit  ty  so  ist  die  Grösse 
B^dt  der  Winkel  zwischen  den  Projectionen  zweier  aufeinanderfolgenden 
Lagen  yon  GA  auf  die  Berührungsebene  in  G,  Es  seien  %^y  %^  die 
Winkel,  welche  die  Krümmungsradien  der  KJrümmungslinien  in  G  mit 
der  Normalen  machen.  Der  Kugelmittelpunkt  wird  yon  G  in  jede 
benachbarte  Lage  G'  gebracht,  indem  man  ihn  zuerst  yon  G  nach  H 
auf  der  einen  Krümmungslinie  und  dann  von  H  nach  G'  auf  der  andern 
bewegt.  Bei  der  Bewegung  der  Kugel  von  G  nach  H  ist  der  Winkel, 
um  den  sich  GA  dreht,  das  Product  aus  dem  Bogen  GH  und  der 
Componenten  der  Krümmung  von  GH  in  der  Berührungsebene.    Nach 

dem  Meuni  er 'sehen  Satz  ist  die  Krümmung  ;  multiplicirt  man 

sie  mit  sin  %^y  um  ihre  Gomponente  in  der  Berührungsebene  zu  erhalten, 
so   findet   man   als   den  Theil   yon  d,,   der  die  Folge  der  Bewegung 

längs  GH  ist,  —  tg  %^,    Behandelt  man  den  Bogen  HG'  auf  dieselbe 
Art,  so  hat  man 

6i^liili  +  l^%, (6). 

Zu  diesem  Resultat  kommt  man  auch,  wenn  man  die  Auflösung  yon 
Beisp.  2  in  §  21  benutzt. 

Einen  Ausdruck  für  a^  liefern  die  Gleichungen  (1).  Substituirt 
man  die  Werthe  yon  co^,  (o^  aus  den  geometrischen  Gleichungen  (3), 
so  erhält  man 


»^-»«(i-s-) m- 
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Viele  Resultate  in  diesem  Abschnitt  werden  aus  den  Gleichungen 
(4)  und  (7)  abgeleitet;  in  allen  diesen  Fällen  kann  man  eine  directe 
Lösung  erhalten y  wenn  man  die  Gleichungen  (1);  (2)^  (3)^  etc.,  aus 
welchen  (4)  und  (7)  gefolgert  wurden,  wieder  umformt  und  solche  Ver- 
einfachungen anbringt,  wie  sie  das  grade  in  Frage  stehende  Problem 
an  die  Hand  gibt.  Ein  Beispiel  zu  dem  Verfahren  findet  man  in 
§  221. 

§  217.  Zur  Auflosung  der  Gleichungen  kann  man,  wie  folgt, 
kommen,  {x^  y,  jer)  seien  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel, 
ti,  V  lassen  sich  dann  mittelst  der  Gleichung  der  Fläche  durch  dx/dt, 
dy/dt,  da/dt  ausdrücken,  wenn  man  parallel  zu  den  Bezugsaxen  zer- 
legt. Durch  Elimination  von  u,  t;,  0^,  6^,  0^  mittelst  (4),  (5)  und  (6) 
ergeben  sich  drei  Gleichungen,  die  x,  y,  jer,  o,  und  ihre  Differential- 
quotienten  nach  t  enthalten.  Sie  reichen  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  aus,  um  die  Bewegung  zu  jeder  Zeit  zu  be- 
stimmen. Ein  Integral  liefert  stets  das  Pnncip  der  lebendigen  Kraft. 
Da  sich  die  Kugel  um  den  Berührungspunkt  als  momentan  festliegenden 
Punkt  dreht,  so  haben  wir 

worin  tp  die  Kräftefunction  der  gegebenen  Kräfte  bezeichnet.    Dies  ist 
dasselbe,  wie 

***  +  «''  +  ^"»'  =  2^ifc«9     •    •    ■    •    (8)' 

wobei  die  rechte  Seite  die  doppelte  Kräftefunction  der  reducirten  ge- 
gebenen Kräfte  ist. 

§  218.  Manchmal  ifit  es  yortheilhafter,  zur  Axe  G^J.  die  Tangente  an  die 
Bahn  zu  nehmen.  Es  ist  dann  t;  =  0  und  daher  o^  =»  0.  Bezeichnet  ü  die  re> 
sultirende  Greschwindigkeit  des  Centrums  der  Eugel,  so  hat  man  u^^  U.  Bedeutet 
femer  B  den  Torsionsradius  der  die  Bahn  in  G  berührenden  geodätischen  Linie 
und  Q  den  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  in  G  durch  die  Tangente  an 
die  Bahn,  so  ist  S^  =^  Ü/B  und  9,  =  ü/q.  In  diesen  Ausdrücken  wird,  wie  auch 
sonst,  B  positiv  genommen,  wenn  die  Drehung  um  GA  von  der  positiven  Richtung 
von  GB  nach  der  positiven  Richtung  von  GC  hin^  stattfindet.  Wenn  %  den  Winkel 
angibt,  den  der  Krümmungsradius  der  Bahn  mit  der  Normalen  macht,  so  ist,  wie 
zuvor,  S^  =  igx  ü/q.    Die  Gleichungen  (4)  werden 

dü_      g'      ^  ,        k*       ü 
Der  Ausdruck  für  (o,  in  den  Gleichungen  (1)  nimmt  jetzt  die  Gestalt  an 

«^— T-  • <™)- 

Man  kann  diirch  geometrische  Betrachtungen  zeigen,  dass  diese  Form  mit 
der  in  (7)  gegebenen  identisch  ist. 
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§  219.     Um  den  Druck  auf  die  Fläche  eu  finden,   benutze  man  die  letzte 
Gleichung  in  (2).    Man  kann  sie  in  einer  der  beiden  Formen  schreiben 


TP 
Q 


=    -  +  ^  =  -Z— JB 


W- 


Die  Kugel  verlässt  die  Fläche,  wenn  B  das  Vorzeichen  wechselt.  Dieser  Fall 
tritt  im  Allgemeinen  ein,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  der  Kugel 
von  der  einen  Hälfte  der  Projection  des  Krümmungsradius  des  Normalschnittes 
auf  die  Richtung  der  resultirenden  Kraft  herrührt. 

§  220.  Beisp.  1.  Man  zeige,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel  um 
die  Normale  zur  Fläche,  d.  h.  also  oo, ,  nur  dann  constant  ist,  wenn  die  Richtung 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes  eine  Tangente  an  eine  Krümmungslinie  ist. 

Beisp.  2.  Eine  Kugel  wird  ohne  Anfangswinkelgeschwindigkeit  um  den  zur 
Fläche  senkrechten  Radius  so  fortgeschleudert,  dass  ihr  Centrum  sich  längs  einer 
Krümmungslinie  zu  bewegen  beginnt.  Man  zeige,  dass  sie  fortführt,  diese  Krümmungs- 
linie zu  beschreiben,  wenn  die  Kraft,  deren  Richtung  auf  der  Krümmungslinie 
senkrecht  steht  und  die  Fläche  berührt^  sieben  Fünftel  der  in  der  Berührungsebene 
an  die  Fläche  liegenden  Componenten  der  Centrüugalkraft  der  ganzen  im  Centrum 
vereinigten  Masse  gleichkommt. 

Beisp.  3.  Wenn  an  der  Kugel  überhaupt  keine  Kräfte  angreifen,  zu  zeigen, 
dass 

ü*  (tg^X  +  j'j^Comt&n^,    a(Dj,=^~ütgx,     J^  ^o«  (*»' Z  +  y)  =  —  j  *fir  Z 

ist.    Man  zeige  auch,  dass  die  Bahn  nur,  wenn  sie  eine  ebene  Curve  ist,  eine 
geodätische  Linie  darstellt. 

§  221.  Die  Bewe^ng  auf  einer  raahen  Ebene.  Wenn  die  ge- 
gebene Fläche,  auf  der  die  Kugd  roUty  eine  Ebene  ist,  so  wird  sowohl 
Qi  als  ^2  unendlich  gross  und  mithin  0^  und  d^  NulL  Wenn  daher  eine 
homogene  Kugd  auf  einer  vollkommen  rauhen  Ebene  unter  der  Wirkung 
ganz  beliebiger  Kräfte,  deren  Bestdtante  durch  den  KugdmittelpunM  geht, 
roUt,  so  ist  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  bei  densdben  Anfangs- 
bedingungen die  nämliche,  als  sie  sein  würde,  wenn  die  Ebene  glaU  wäre 
und  alle  Kräfte  auf  fünf  Siebentd  ihres  früheren  Werthes  reducirt  würden. 
Es  ist  femer  Jdar,  dass  die  Ebene  die  einzige  Fläche  ist,  wdche  diese 
Eigenschaft  für  edle  Anfangsbedingungen  besitzt. 

Der  erste  Theil  des  Satzes  lässt  sich  leicht  aus  den  Elementarsätzen  ab- 
leiten. Nimmt  man  an,  die  Richtungen  der  x-  und  y-Ax.e  lägen  im  Raum  fest 
und  seien  der  rauhen  Ebene  parallel,  so  hat  man  (§§  14  und  236) 


u'^X  +  F  ] 
t?'  =  r  +  F' 


t?+  aati  =  Oj 


Durch  Elimination  yon  JP,  F\  Oi,  co,  erhält  man  die  Gleichung 


du 
~di 


a*  dv 


a' 


a*  +  k 


dt      a*  +  k 


7*Y. 


welche  das  Theorem  in  analytischer  Form  ausdrückt.  Die  sechs  Bewegungs- 
gleichungen, aus  welchen  der  Ausdruck  hergeleitet  wurde,  sind  offenbar  nur  ver- 
einfachte Formen  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  in  §  216.    Siehe  Bd.  1,  §  269. 
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§  222.  Beisp.  1.  Wenn  die  Ebene  unvollkommen  raub  ist,  zu  beweisen,  dass 
die  Eugel  nur  dann  rollen  kann,  wenn  zwei  Siebentel  der  resultirenden  gegebenen 
Kraft  parallel  der  Ebene  kleiner  ist,  als  der  grösste  Reibungswertb,  der  zur 
Wirkung  gebracht  werden  kann.  Man  beweise  auch,  dass  die  Richtung  der 
Reibung  der  resultirenden  gegebenen  Kraft  parallel  der  Ebene  entgegengesetzt  ist. 

Beisp.  2.  Wenn  die  rauhe  Ebene,  auf  welcher  die  Kugel  rollt,  um  die  durch 
irgend  einen  Punkt  0  gehende  Normale  mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindig- 
keit Q,  rotirt,  zu  beweisen,  dass  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  im  Raum  die 
nämliche  ist,  als  sie  sein  würde,  wenn  die  Ebene  glatt  wäre  und  an  der  Kugel 
die  auf  fünf  Siebentel  ihres  firäheren  Werthes  reducirten  gegebenen  Kräfte  in 
Verbindung  mit  einer  beschleunigenden  Ejraft  angriffen,  deren  Richtung  senkrecht 

zur  Tangente  an  die  Bahn  ist  und  welche  -^SIT]  gleichkommt,  wobei  TJ  die  Ge- 
schwindigkeit des  Schwerpunktes  bedeutet.  Wenn  die  positive  Richtung  der 
Rotation  von  9»  diejenige  ist,  in  der  sich  die  Zeiger  einer  Uhr  drehen,  so  greift 
diese  Zusatzkraft  für  eine  Person,  die  im  Schwerpunkt  steht  und  nach  der  Be- 
wegungsrichtung hinsieht,  auf  der  rechten  Seite  der  Tangente  an. 

§  223.  Die  Bewe^ng  aaf  einer  raahen  Kngelfläche.  Wenn  die 
gegebene  Fläche,  auf  welcher  die  Kugel  rollt,  eine  andere  Kugel  vom 
Radius  b  —  a  ist,  so  wird  p^  =  p^  =  6.  Daher  ist  cj,  constant.  Dieser 
constante  Werth  heisse  n  und  U  sei  die  Oeschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes. Da  jeder  normale  Schnitt  ein  Hauptschnitt  ist,  wollen  wir 
annehmen,  GÄ  sei  eine  Tangente  an  die  Bahn.  Die  Bewegung  des 
Schwerpunktes  ist  miiMn  die  nämliche,  als  wenn  an  der  ganzen  in  diesem 

h*       anU 

Punkt  vereinigten  Masse  eine  beschleunigende  Kraft  —r^  h%  ~~L~  senkrecht 

mr  Bahn  angriffe  wnd  aüe  gegebenen  Kräfte  in  dem  VerhäUniss  a^/{a*-\-k^) 
reducirt  ivü/rden.  Entspricht  die  relative  Lage  der  Axen  GA,  GB,  GC 
dem  gewohnlichen  Uebereinkommen  und  liegt  die  positive  Richtung 
von  GÄ  in  der  Richtung  der  Bewegung,  so  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit n  offenbar  positiv  zu  nehmen,  wenn  der  vordere  Theil  der  Kugel 
sich  rechts  von  GÄ  hin  bewegt.  Die  Zusatzkraft  hat  ebenfalls,  wenn 
sie  positiv  ist,  die  Richtung  nach  der  rechten  Seite  der  Tangente  hin. 
Da  diese  Zusatzkraft  senkrecht  zur  Bahn  wirkt,  so  tritt  sie  in  der 
Oleichimg  der  lebendigen  Kraft  nicht  auf.  Die  Oeschwindigkeit  des 
Schwerpunktes  in  jeder  Lage  ist  daher  die  nämliche,  als  wenn  er  nur 
unter  der  Wirkung  der  reducirten  Kräfte  in  sie  gelangt  wäre.  Es  sei 
0  das  Centrum  der  festen  Kugel,  0  der  Winkel,  den  OG  mit  der 
Verticalen  OZ  macht  und  ^  der  Winkel  zwischen  der  Ebene  ZOG 
und  irgend  einer  festen  durch  OZ  gehenden  Ebene.  Nach  dem  Princip 
der  lebendigen  Kraft  ist  dann 

Q'+'^'>m'-^-'iz4v^'  ■  •  ■  m. 

worin  F  eine  aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmende  Constante 
bedeutet.     Dies  ergibt  sich  auch  aus  Oleichung  (8). 

Nimmt   man   femer   die   Momente   um    OZ,   so    erhält   man   die 
Gleichung 


Die  auf  einer  Kagel  rollende  Kugel  (§  222—228).  169 

b      <?  /  •  9  /i  d'ib\  k^  dO  /TTN 

SSldtl«»'^  ''•sT/^-SMnp«'*^?    •   •   .   •   (H), 

welche,  wie  man  sieht,  nur  eine  Umformung  der  zweiten  Gleichung  in 
(4)  ist.     Integrirt  man,  so  wird 

8in«ö^=£-^f  coaö     .    ■    ■    ■    m, 

worin  E  eine  Constante  ist.  Diese  beiden  Gleichungen  reichen  zur 
Bestimmung  von  dd/dt  und  dif/dt  bei  beliebig  gegebenen  Anfangs- 
bedingungen hin. 

Der  Druck  auf  jede  Kugel  ist  durch 

^==90ose'-^-bF (IV) 

gegeben,  worin  m  die  Masse  der  Kugel  bezeichnet.  Die  Kugeln  trennen 
sich,  wenn  JB  verschwindet  und  das  Zeichen  wechselt. 

Wenn  die  Kugel  keine  Anfangswinkelgeschwindigkeit  um  die  Normale 
zur  Fläche  hat,  so  ist  oifenbar'n  =  0  und  die  zusatzliche  gegebene 
Krafb  ist  Null.  Wenn  daher  eine  homogene  Kugel  auf  einer  voUkommen 
rauhen  festen  aphärischen  Mäche  roUt  und  wenn  die  Kugel  entweder  von 
der  Ruhe  ausgeht  oder  ihre  AnfangsunnMgeschunndigJceü  um  die  gemein- 
same Normale  Null  ist,  so  hat  das  Centrum  der  Kugd  die  nämliche  Be- 
wegung, als  wenn  die  feste  sphärische  Fläche  glatt  wäre  und  die  an  der 
rottenden  Kugd  angreifenden  Kräfte  auf  fünf  Siebentd  ihres  früheren 
Werthes  reducirt  würden. 

Man  beachte,  dass  die  Gleichungen  (I)  und  (lü),  welche  die  Be- 
wegung bestimmen,  wenn  die  Schwere  die  wirkende  Krafk  ist,  mit 
denen  unter  (6)  in  §  202  für  die  Bewegung  des  Kreisels  identisch  sind. 
Die  Resultate  in  §  203  finden  daher  auch  Anwendung  auf  die  Bewegung 
der  Kugel.  Wenn  die  Kugel  die  Fläche  nicht  verlässt,  so  rollt  sie  um 
die  feste  Kugel  herum  und  schwingt  dabei  zwischen  einem  oberen  und 
unteren  Horizontalkreis  hin  imd  her.  Soll  die  Kugel  die  Fläche  nicht 
verlassen,  so  darf  der  Werth  von  cos  0,  der  sich  ergibt,  wenn  man 
den  Druck  12  gleich  Null  setzt,  nicht  zwischen  den  die  Bewegung  be- 
grenzenden Kreisen  liegen.  Diese  Sätze  werden  in  den  hier  folgenden 
Beispielen  weiter  ausgeführt. 

BeJBp.  1.  Eine  homogene  Engel  rollt  unter  der  Wirkung  der  Schwere  auf 
irgend  eine  Art  auf  einer  vollkommen  rauhen  festen  Kugel,  deren  Centrum  0  ist. 
Man  beweise,  dass  während  der  Bewegung  (1)  die  Geschwindigkeit  des  Centrums 
G  der  beweglichen  Kugel  desjenigen  gleich  ist,  welche  sie  in  Folge  freien  Fallens 
durch  fOnf  Siebentel  ihrer  Tiefe  unter  einer  festen  horizontalen  Ebene  erlangt 
hätte ;  (2)  die  bewegliche  Kugel  die  feste  verlässt,  wenn  die  Höhe  ihres  Centrums 
über  0  zehn  Siebenzehntel  der  Höhe  der  festen  Ebene  über  demselben  Funkt  be- 
trägt; (8)  die  seitliche  Geschwindigkeit  von  G  der  Tangente  des  Winkels  pro- 
portional ist,  den  G  ü  mit  dem  Horizont  macht,  wenn  man  unter  ü  einen  festen 
Punkt  auf  der  durch  0  gehenden  Yerticalen  versteht. 

Beisp.  2.  Wie  in  dem  entsprechenden  Problem  für  den  Kreisel,  §  206,  sei 
die  Anfangsbewegung  der  Kugel  nur  die  Rotation  n  um  die  gemeinschaftliche 
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Normale.  Wenn  i  die  Neigung  dieser  Normalen  gegen  die  Yerticale  bezeichnet, 
zu  beweisen,  dass  die  spb&rischen  Badien  der  Kreise,  zwischen  denen  der  Be- 
rührungspunkt hin-  und  herschwingt,  i  und  der  Werth  yon  6  sind ,  welcher 
zwischen  i  und  n  liegt  und  durch  die  quadratische  Gleichung 

cos' ö  —  1  -f  2p (cos i  —  cos 0)  =- 0    und    ^bg (a*  +  k*)p  =  k^n^ 

gegeben  ist.  Die  Kugeln  trennen  sich,  wenn  cos6  =  cos»2ay(3a'-f~^')  ^^^  ^^^ 
es  wird  angenommen,  dass  die  Anfangswinkelgeschwindigkeit  n  so  gross  sei,  dass 
dieser  Werth  yon  6  nicht  zwischen  den  sphärischen  Radien  der  Grenzkreise  liegt. 

§  224.  Eine  Kugel  rollt  anf  einer  beweglichen  Engel.  Wenn 
die  leitende  bisher  feste  Engel  entweder  gezwungen  wird,  mit  gleich- 
formiger  Winkelgeschwindigkeit  um  einen  festen  Durchmesser  zu  rotiren, 
oder  sich  frei  um  ihr  Centrum  als  festen  Punkt  bewegen  kann,  so 
ändern  sich  die  obigen  Sätze  nur  wenig.  Die  Hauptänderung  besteht 
darin^  dass  die  Grösse  n  durch  eine  andere  Constante  ersetzt  werden 
muss,  die  wir  n'  nennen  wollen. 

Da  die  Beweise  denen  für  eine  feste  leitende  Eugel  sehr  ähnlich 
sind^  so  brauchen  wir  nicht  naher  auf  sie  einzugehen.  Es  reicht  aus^ 
wenn  wir  die  Resultate  in  den  folgenden  Fällen  angeben;  ihre  Ableitung 
überlassen  wir  dem  Leser. 

Wenn  die  leitende  Eugel  gezwungen  wird^  sich  um  die  Axe  OZ 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  £1  zu  drehen,  so  behalten  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  in  §  215  ihre  Geltung,  nur  die  geometrischen  Gleichungen 
(3)  werden 

u  —  am^  =  0 ,    t?  +  a©!  =  cH  sin  0 , 

worin  c  den  Radius  der  Eugel,  deren  Durchmesser  OZ  festliegt,  und  6 
die  Neigung  der  gemeinschaftlichen  Normalen  OG  der  beiden  Engeln 
gegen  OZ  angibt  und  die  Axe  GÄ  ia  der  Ebene  ZOG  liegt. 

Wenn  die  leitende  Eugel  sich  frei  um  ihr  Centrum  0  bewegen 
kann,  so  stimmen  die  Bewegungsgleichungen  mit  denen  unter  (1)  überein 
mit  der  einzigen  Ausnahme,  dass  man  ß^,  Sl^y  H^  statt  o^,  0)2,  (d,, 
c  statt  a  und  MK^  statt  mk^  zu  setzen  hat.  Die  geometrischen 
Gleichungen  (3)  werden 

Beisp.  1.  Eine  Eugel  vom  Kadius  a  rollt  auf  einer  leitenden  Eugel  vom 
Radius  c,  die  gezwungen  ist,  sich  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um 
einen  festen  Durchmesser  zu  drehen,  der  zur  Bezugsaxe  genommen  wird.  Wenn 
0,  ip  die  Winkelcoordinaten  der  gemeinschaftlichen  Normalen  OG  sind,  zu  be- 
weisen, (1),  dass  aog  -j-  c St  coa  6  ^^  an'  ist,  unter  n'  eine  Constante  verstanden. 
Der  Werth  yon  n'-  ergibt  sich  daher  aus  den  Anfangsbedingungen. 

Wenn  U  die  Geschwindigkeit  des  Centrums  G  der  rollenden  Eugel  im  Baum 

ist,  zu  beweisen,  (2),  dass  die  Geschwindigkeit  des  Centrums  G  dieselbe  ist,  als 

wenn  an  der  ganzen  in  diesem  Punkt  vereinigten  Masse  die  gegebenen  Eräfte,  in 

dem  Yerhältniss  a'/(a'4"**)  reducirt,  in  Verbindung  mit  einer  beschleunigenden 

Ä*      an'  TJ  . 

Eraft  - ,  — T —  angriffen,  welche  in  einer  Richtung  wirkt,  die  senkrecht  zur 

Bahn  ist  und  nach  der  rechten  Seite  der  Tangente  zu  geht.   Dabei  ist  h^=^a-\-e. 
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Man  beweise  (8),  dass  der  Dnick  JS  auf  die  rollende  Kugel  durch — J8  s  Z-^  U^b 
angegeben  wird. 

Aus  diesen  Resultaten  folgt,  dass  die  Gleichungen  (IE),  (Dl)  und  (lY)  in  §  228 
auch  dann  gelten,  wenn  die  leitende  Kugel  gleichförmig  um  einen  verticalen 
Durchmesser  rotirt  und  die  Schwere  die  allein  wirkende  Kraft  ist. 

Beisp.  2.  Eine  Kugel  vom  Radius  a  und  der  Masse  tn  rollt  auf  einer  leitenden 
Kugel  vom  Radius  c  und  der  Masse  itf,  welche  sich  frei  um  ihr  Gentrum  0  als 
festen  Punkt  bewegen  kann.  Es  seien  A^,  52^,  52,  die  Winkelgeschwindigkeiten 
der  leitenden  Kugel  um  Axen,  die  sich  im  Punkt  0  treffen  und  denen  parallel 
laufen,  für  welche  a^,  cd,  ,  o,  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  rollenden  Kugel 
sind,  §  216.  Man  beweise  (1),  dass  am^  -|-  c52,  =»  an*  ist,  worin  n'  eine  Constante 
bedeutet.  Der  Werth  von  n'  ergibt  sich  daher  auch  hier  aus  den  Anfangs- 
bedingungen; er  ist  Null,  wenn  die  beiden  Kugeln  von  der  Ruhe  ausgehen. 

Man  beweise  (2),  dass  die  Bewegung  yon  G  mit  deijenigen  identisch  ist, 
welche  stattfände,  wenn  an  der  in  G  yereinigten  Masse  der  Kugel  die  im  Yer- 
hSltniss  e/{l  4-  6)  reducirten  gegebenen  Kr&fbe  und  zugleich  eine  seitliche  be- 
schleunigende Kraft  T— 7- T —  iu  einer  Richtung   angriffe ,   die   senkrecht  zur 

Tangente  ist  und  nach  rechts  hin  geht.    Hierbei  ist  ^  =  p-  +  Tf  •^»  ü"  die  Ge- 
schwindigkeit Ton  G  und  b^^a-^-c, 

Beisp.  8.  Eine  yollkommen  rauhe  Kugel  yom  Radius  c  lässt  man  um  einen 
verticalen  festliegenden  Durchmesser  mit  einer  constanten  Winkelgeschwindigkeit 
n  rotiren.  Eine  gleichförmige  Kugel  yom  Radius  a  wird  in  einem  Punkt  auf  sie 
gesetzt,  der  den  Abstand  ca  von  ihrem  höchsten  Punkt  hat;  man  untersuche  die 
Bewegung  und  bestimme  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel  in  jeder  Lage. 
Man  zeige,  dass  die  Kugel  die  rotirende  Kugel  verlässt,  wenn  der  Berührungs- 
punkt von  der  Spitze  um  den  Winkel  6  absteht,  wobei 

10  ,     4    c*n*  sin*  a 


cos  0  =  —  cos  a  -f~ 


17  '    119    {a  +  c)g 

ist,  und  beachte  den  anfänglichen  Zusammenstoss.  [Math.  Tripos,  1889.] 

§  226.  Die  Bewegung  auf  einem  ranhen  Cylinder.  Wenn  die  Fläche,  auf 
welcher  die  Kugel  roUt,  ein  Cylinder  ist^  so  sind  die  Krünmiungslinien  die  Er- 
zeugenden und  die  Querschnitte.  Die  Aze  GÄ  laufe  den  Erzeugenden  parallel; 
alsdann  ist  ^^  unendlich  gross  und  q^  —  a  der  Krümmungsradius  des  Querschnittes. 
Wir  haben  6^  =  —  t;/p,,  ö,  =  0  und,  da  %%  =  ^i  öj  =  0.  Die  Gleichungen  (4) 
und  (7)  werden  daher 

du  a^  Jc^       V 

dv  ^      o'       Y 
dt      a^  +h^ 
d(aa}^)      UV 
dt     "^  Q^ 

Aus  ihnen  kann  die  Bewegung  gefunden  werden. 

Die  zweite  Gleichung  liefert  die  Bewegung  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  des 
Cylinders  und  lässt  sich,  wenn  YfÜr  alle  Lagen  der  Kugel  auf  derselben  Erzeugenden 
sich  gleich  bleibt,  unabhängig  von  den  beiden  andern  auflösen.  Die  seitliche  Be- 
wegung des  Centrums  der  Kugel  ist  daher  unter  denselben  Änfangsumständen  die 
nämliche^  wie  die  einer  glatten  Kugel ^  welche  gezwungen  ist,  in  einer  xu  den  Er- 
zeugenden senkreckten  Ebene  auf  dem  Querschnitt  des  Cylinders  zu  gleiten  und  an 
welcher  die  nänüichen,  aber  im  VerhäUniss  aV{a*  +  k^  reducirten,  Kräfte  angreifen. 
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Hat  man  v  gefunden,  dann  verfahre  man  bo:  <p  sei  der  Winkel,  den  die 
Normalebene  an  den  Cylinder,  welche  durch  eine  Erzeugende  und  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  geht,  mit  irgend  einer  festen  durch  eine  Erzeugende  gehenden  Ebene 
macht;  alsdann  ist  v^^q^  dtp/dt  Wenn  dtp /dt  nicht  Null  ist,  so  wird  die  erste 
und  dritte  Gleichung 

du  .        k^  a*      Q^  —  (f(acD,) 

dqp  '  a*  +  *  a*  -{-k^  V      '  dtp 

Bleibt  sich  X  fOr  alle  Lagen  der  Kugel  auf  derselben  Erzeugenden  gleich, 
so  lassen  sich  diese  Gleichungen  ohne  Schwierigkeit  auflösen.  Denn,  da  t;  und  q^ 
sich  durch  9  ausdrücken  lassen,   so  haben  wir   zwei  lineare  Gleichungen,   aus 

denen  U  und  ao>,  zu  finden  sind.    Ist  X  Null  und  ib'»s-r-a',  so  erh&lt  man 

acD,  =  ulsin(l/l9  +  B),    u  =  ^ ]/I cos (j/1 9  +  ä)  , 

worin  A  und  B  zwei  willkürliche,  aus  den  Anfangswerthen  yon  u  und  a>,  sich  er- 
gebende Constanten  sind. 

Bleibt  sich  dagegen  X  fOr  alle  Lagen  der  Kugel  auf  derselben  Erzeugenden 
nicht  gleich,  so  sei  £  die  Strecke,  welche  die  Kugel  auf  einer  Erzeugenden 
zurücklegt.    Alsdann  ist 

.,      di      di     V 

fH  SBS SSS       -  ■    -     •     ■  . 

dt      dtp     Q^ 

Setzt  man  diesen  Werth  von  u  ein,  so  hat  man  zwei  Gleichungen,  mittelst 
welcher  sich  £  und  an,  durch  tp  ausdrücken  lassen.  Ein  Litegral  derselben  ist 
die  Gleichung  (8)  in  §  217,  welche  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  erhalten 
wurde. 

§  226.  Beisp.  1.  Eine  Kugel  rollt  unter  der  Wirkung  der  Schwere  auf  einer 
vollkommen  rauhen  cylindrischen  Fläche,  deren  Aze  den  Winkel  a  mit  dem 
Horizont  macht.  Der  Querschnitt  des  Cylinders  ist  derart,  dass  der  Mittelpunkt 
der  Kugel,  wenn  die  Kugel  auf  dem  Querschnitt  rollt,  eine  Cycloide  beschreibt, 
deren  Scheitel  in  einer  horizontalen  Linie  liegen.  Wenn  die  Kugel  von  der  Buhe 
ausgeht  und  dabei  ihr  Centrum  in  einem  Scheitelpunkt  liegt,  die  Beweg^g  zu 
finden. 

Die  Lage  der  Kugel  werde  durch  die  längs  einer  Erzeugenden  durchlaufene 
Strecke  £  und  den  vom  Scheitel  aus  gemessenen  Cjcloidenbogen  8  definirt. 
Wenn  4&  der  Krümmungsradius  der  Cycloide  für  den  Scheitel  ist,  so  erhält  man 

.,        l/ööcosa^ 

Da  v=^  da/dt  und  q^* -{- 8^  =  16b^,  so  ergibt  sich  v/q^  constant.  Daraus 
findet  man  leicht 

'  a     r  cos«  l  7  K        25        J  ' 


-i/lObg  .    1  i/öffcos«  ^ 

tt  =  sm  tf  1/ ^  sin  -=-  1/  -^—r —  t, 

r   cos  a        7  f        2b 


Beisp.  2.  Wenn  man  eine  rauhe  unelastische  Kugel  vom  Radius  c  auf  die  tiefste 
Erzeugende  in  dem  Innern  eines  Kreiscylinders  vom  Radius  a  fallen  lässt  und  der 
Kreiscylinder  sich  frei  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  St  um  seine  unter  dem  Winkel  a 
gegen  den  Horizont  befestigte  Axe  dreht,  zu  beweisen,  dass  sich  die  Ebene  durch 
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die  Axe  des  Cjlinders  und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  wie  ein  einfaches  Kreis- 
pendel  von  der  Länge  l  bewegt,  wobei 

Z .  (2  m  +  6  ilf)  cos  a  =  (a  —  c)  (2  m  +  7  Jtf ) 

und  üf,  m  die  Massen  des  Cjlinders  bez.  der  Kug^l  sind.     [Maj  Ezam.,  1877.] 

§  227.  Die  Relation  v/q^  =  Constante  gilt  immer  dann,  wenn  (1)  die  an 
dem  Centrum  der  Kugel  angreifenden  Kräfte  und  die  Gestalt  des  Querschnittes 
des  Cylinders  eine  solche  Beziehung  zueinander  haben,  dass  die  Tangential- 
compopente  in  constantem  Verhältniss  zu  g^dg^/ds  steht  und  wenn  (2)  die  Kugel 
Ton  der  Buhe  ausgeht  und  sich  dabei  in  einem  Punkt  befindet,  für  weichen  ^, 
Null  ist.  Alsdann  hat  die  auf  dem  Querschnitt  durch  das  Centrum  der  Kugel 
normale  Ebene  eine  constante  Winkelgeschwindigkeit  im  Raum  und  die  Compo- 
nente  der  Bewegung  der  Kugel  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  ist  unabhängig 
von  der  Bewegung  in  der  Richtung  der  Erzeugenden^ 

Beisp.  Eine  Kugel  rollt  auf  einem  vollkommen  rauhen  graden  Kreis- 
cylinder,  dessen  Radius  c  ist  und  es  greifen  keine  Kräfte  an  ihr  an;  man  zeige, 

dass  die  Bahn,  welche  der  Berührungspunkt  beschreibt,  die  Curve  a; »  J.  sin  ^j^y 

wird,  wenn  der  Cylinder  auf  eine  Ebene  abgewickelt  wird. 

Daraus  geht  hervor,  dass  man  die  Kugel  nur  dann  beständig  in  derselben 
Richtung  der  Länge  des  Cjlinders  nach  sich  vorwärts  bewegen  lassen  kann,  wenn 
man  den  Berührungspunkt  eine  Erzeugende  beschreiben  lässt. 

§  228.  Die  Bewegung  auf  einen  ranken  Kegel.  Wewn  die  Fläche,  auf  der 
die  Kugel  roUt,  ein  Kegel  ist,  so  sind  die  Krfimmungslinien  die  Erzeugenden  und 
ihre  orthogonalen  Triyectorien.  Läuft  die  Aze  GÄ  der  Erzeugenden  parallel,  so 
ist  Q^  unendlich  gross  und  ^,  —  a  der  E[rümmung8radius  eines  auf  den  Er- 
zeugenden senkrechten  Normalschnittes.  Femer  ist  6^  »  —  ^/q^,  0,  "»  0.  Die 
Lage  der  Kugel  werde  durch  den  Abstand  r  ihres  Mittelpunktes  von  der  Spitze  0 
des  Kegels,  auf  welchem  das  Centrum  stets  liegt,  und  einen  Winkel  <p  definirt, 
welcher  derart  ist,  dass  dtp  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Lagen  des  Abstandes  r  angibt  und  positiv  zu  nehmen  ist,  wenn  sich  das  Centrum 
in  der  positiven  Richtung  von  GB  bewegt.  Würde  der  Kegel  auf  eine  Ebene  ab- 
gewickelt, so  wären  r  und  <p  offenbar  die  gewöhnlichen  Polarcoordinaten  eines 
Punktes  G.    Man  hat 

dtp  dr       «      ^<*9 

^•'^d?'    *"dJ'     ""^""di' 

Die  Gleichungen  (4)  und  (7)  werden  daher 

d^_    (d^y         g'      y  h^       r  d<p\ 

dt*      ''\dt/"a*  +  **  a«  +  ikVt^""rf* 

1    d  (.d<p\_       g»      Y 
r  dt  \     dt/       g*+  *• 

d{am^) r  d<p  dr 

dt  Q^  dt  dt 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  keine  Componente  senkrecht  zu  der  durch  eine 
Erzeugende  gelegten  Normalebene  haben,  so  ist  Ys=o  und  r^dtp/dt^^h,  worin 
h  eine  von  den  Anfangswerthen  von  r  und  v  abhängende  Constante  ist. 

Ist  auch  die  Componente  X  der  Kräfte  in  der  Richtung  einer  Erzengenden 
eine  Function  von  r  allein,  so  lässt  sich  ein  weiteres  Integral  aus  dem  Prindp 
der  lebendigen  Kraft  ableiten,  nämlich 
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69'+ -  ('^)"+ j^  -  V  -  ,-^/ic^' + »•. 

unter  K  eine  andere  yon  den  Anfangswerthen  von  u,  v  und  r  abhftngige  Constante 
yerstanden. 

Wenn  femer  der  Kegel  grade  ist,  a  den  halben  Winkel  an  der  Spitze  be- 
zeichnet und  r,  B=  r  tg  a  gesetzt  wird,  so  erhält  man 

Äcotga 

worin  h"  eine  dritte  Constante  bedeutet,  die  von  den  Anfangswerthen  von  o»,  und 
r  abhängt.  Die  Bewegungsgleichungen  des  Centrums  der  Kugel  gleichen  denen 
des  Massenpunktes  bei  centralen  Kräften.  Daher  findet  man  r  und  tp  als  Func- 
tionen der  Zeit,  wenn  man  sie  als  Coordinaten  eines  freien  Massenpunktes  be- 
trachtet, der  sich  in  einer  ^bene  unter  der  Wirkung  einer  centralen  Kraft  be- 
wegt, die  durch  %  _i_  1.%  {^ —  ^'«»s  '~T^\  dargestellt  wird;  dabei  hat  o,  den 
eben  gefundenen  Werth. 

§  229.  Beisp.  Eine  Kugel  rollt  auf  einem  yoUkommen  rauben  Kegel,  der  solcher 
Art  ist,  dass  der  Kegel,  auf  welchem  das  Centrum  G  stets  liegt,  die  Gleichung 
rr=zQ^F  (9)  hat.  Greift  an  dem  Centrum  eine  nach  der  Spitze  gerichtete  Ejraft  an, 
das  Gesetz  ffir  die  Kraft  zu  finden,  wenn  eine  gegebene  Bahn  beschrieben  werden 
soll.    Wenn  die  Bahn  die  Gleichung  i/r  =  f((p)  hat,  zu  beweisen,  dass  die  Kraft 

ist,  worin  to^  sich  aus 

dq>  a      dfp 

ergibt. 

§  280.  Die  Bewegung  anf  einer  Undrehnngsfläehe.  Die  gegebene  rauhe  Fläche 
sei  eine  Umdrehungs fläche ,  ihre  Figu^enaxe  vertical,  ihr  Scheitel  aufwärts  ge- 
richtet und  die  Schwere  die  dllein  gegebene  Kraft.  In  diesem  Fall  sind  die 
Meridiane  und  Parallelkreise  die  Krümmungslinien.  Die  Axe  der  Figur  sei  die 
^Axe,  6  der  Winkel,  den  die  Axc  GC  mit  der  Z-Axe  macht,  ip  der  Winkel 
zwischen  der  Ebene,  welche  Z  und  GC  enthält,  und  irgend  einer  festen  yerticalen 
Ebene.    Alsdann  ist 

Ö,=~sm6-^,    0.=-^,    Ö,  =  COB0-^. 
Die  Gleichungen  (4)  werden  mithin 

die    ,  .d'^  ft'  de  ,_ 

_  +  co8e-^«  =  ^j-pP««,,^- (H) 

und  die  Gleichung  (8)  wird 

worin  F  eine  Constante  und  q  den  Krümmungsradius  des  Meridians  bezeichnet. 
Aus  (7)  erhält  man  femer 


Schwingungen  einer  Kugel  (§  228—231).  175 


dt 


ut./i_8inO\ (j^^ 

a   \Q         r    / 


worin  r  der  Abstand  des  Centrums  der  Engel  von  der  Z- Axe  ist.  Die  geometrisclien 
Gleichungen  (5)  werden 

dB  dllf                                                                            ^rrrv 

Um  sie  aufzulösen,  gebe  man  (II)  die  Gestalt 

dv   ,         ^drff  k* 

dadurch  wird  (V) 

dv   ,  p  cos  ö  fc* 


Differenzirt  man,  so  wird  mit  Hülfe  von  (IV) 

S  +  ^'^  +  ^-o (VI), 


d6«  '        r       d6 

worin 

_  d  /p  cos  0\  A;*      /   _  Q  sin  0\ 

q  und  r  lassen  sich  nun  aus  der  Gleichung  des  Meridians  als  Functionen 
von  6  ableiten.  P  ist  daher  eine  bekannte  Function  von  6,  Durch  Auflösung 
dieser  linearen  Gleichung  findet  man  dann  v  in  Ausdrücken  von  6.  Aus  (IV)  er- 
gibt sich  weiter 

dB  a\  r     / 

und  hat  man  daraus  cd,  gefunden,  so  erhält  man  u  mit  Hülfe  der  Gleichung  (IH). 
Sind  aber  u  und  v  bekannt,  so  folgt  6  und  iff  aus  den  Gleichungen  (V). 

§  281.  Sehwingnngen  anf  dem  Gipfel  einer  rauhen  festen  Fläche.  Eine 
schwere  Kugel^  die  um  eine  verticdle  Axe  rctirt,  wird  im  GleichgewichtaetMtand  auf 
den  höchsten  Funkt  einer  Fläche  von  beliebiger  Gestalt  gesetzt  und  macht  in  Folge 
einer  leichten  Störung  kleine  Schwingungen;  man  finde  die  Bewegung. 

0  sei  der  höchste  Punkt  derjenigen  Fläche,  auf  welcher  der  Schwerpunkt  G 
immer  liegt.  Die  Tangenten  an  die  Erümmungslinien  in  0  mögen  zur  x-  und 
y-Axe  genommen  werden  und  (x^  y,  e)  seien  die  Coordinaten  von  G.  Wir  wollen 
annehmen,  0  sei  kein  singulärer  Punkt  der  Fläche.  Um  die  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen (4)  in  §  216  zu  vereinfachen,  werden  wir  als  Axen  GA  und  GB  die 
Tangenten  an  die  Erünmiungslinien  in  G  nehmen.  Da  aber  G  sehr  nahe  bei  0 
bleibt,  so  sind  die  Tangenten  an  die  Erümmungslinien  in  G  nahezu  denen  für  0 
parallel.    Bis  auf  kleine  Grössen  erster  Ordnung  hat  man  daher 

A   —       L^3^      #j   __  ^  ^^         ^dx         _dy 

tmd  0,  ist  eine  kleine  Grösse  von  wenigstens  der  ersten  Ordnung.  Da  femer 
vorausgesetzt  wird,  dass  sich  die  Eugel  nicht  weit  von  dem  höchsten  Punkt  der 
Fläche  entfernt,  so  ist  co,  constant  und  möge  n  heissen. 

Die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  sich  G  bewegt,  in  der  Nähe  des 

höchsten  Punktes  ist  jsr  =  —  -j  ( 1-  -  - j  •    Die  Richtungscosinusse  der  Normalen 

in  «,  y,  Äf  sind  aj/^j,  y/pj,  1.  Mithin  sind  Rx/q^,  Ry/Q^^  R  die  Componenten 
des  Normaldruckes  B  auf  die  Eugel  parallel  den  Axen.  Die  Bewegungsgleichungen 
(4)  werden  daher 
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d^x  __       a*       j^  X  it*       dy  an' 

'd?  ~  ä^k*      Qi  ~  a«  +  Ä;«  'dt  "^ 

^'y  ®*       T>  y    I         k^       dx  an 


-  jg  y.  4-    ^     »^  g? (IV) 


d<«       a*  +  ifc»    •  ^,  ^  a*  +  Jb»  rf«   pi 


dt» 


=  Ä  — y 


Eb  ist  aber  f  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung,  die  letzte  Qleicbung  gibt 
daher  B=^g.  Um  die  Gleichungen  aufzulösen,  setze  man  x=^  FcoB{lt-\'f)^ 
^  »  (7  sin  (Xe  -f  f)'    ^a^  erhält  dann 

\      •   a«  +  *»  qJ  a«  +  fc*    p, 

V      '   a«  +  Ä;*  ^,/  a«  +  Ä«    ^j 

X  ergibt  sich  daher  aus  der  Gleichung 

r   "^  a»  +  fc«  ^J  V  '^a'  +  k'  J  ""  (a«  +  k*)'    9i9t 

Sie  ist  in  Bezug  auf  X*  vom  zweiten  Grade.  Soll  die  Bewegung  eine  schwingende 
sein,  so  ist  es  nothwendig  und  ausreichend,  wenn  beide  Wurzeln  positiv  sind. 
Ist  ^1  sowohl  wie  q^  negativ,  liegt  also  die  Kugel  wie  ein  Ball  in  einer  Schale,  so 
sind  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  alle  Werthe  yon  n  positiv. 
Haben  q^,  q^  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  können  beide  Wurzeln  zugleich 
nicht  positiy  sein.    Ist  sowohl  g^  als  ^,  positiv ,  so  reduciren  sich  die  beiden  Be- 

dingungen  fOr  die  Stabilität  auf  n»  >  — ^ —  g  (j/^i  +  yÖD  • 

Nimmt  man  femer  p,  unendlich  gross  an,  so  muss  p,  negativ  sein ;  die  beiden 


a» 


Werthe  von  V  sind  alsdann ^   .    ,>  —  und  Null,  die  beide  von  n  nicht  ab- 

o*  +  **  ^j 
hängen.    Wird  q^  »-  ^^ ,  so  hat  man  F  ^^  G,    In  diesem  Fall  ist  B  die  Neigung 
der  Normalen  gegen  die  Verticale  und  0'«=  (x'-f-  V*)/?'  ^nd  man  findet,  wie  in  §  212, 

ö«»  2?;«+ F,«+ 22^i2^,  co8{(^  - 1,)«  + /;  - /;}, 

worin  1|,  X,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 


sind. 


*   =^  a«  +  A;«  ^      ^  a*  +  *»  9 


§  282.  Man  kann  dieses  Problem  auch  mit  Hülfe  der  Lag  ränge 'sehen 
Methode  lösen,  obgleich  die  geometrischen  Gleichungen  Differentialquotienten  nach 
der  Zeit  enthalten.  Zu  diesem  Zweck  benutze  man  die  Methode  der  unbestimmten 
Multiplicatoren,  die  in  Bd.  1,  Kap.  8  erklärt  wurde.  Die  Bezugsaxen  Ox^  Oy,  Oz 
seien  dieselben,  wie  zuvor.  OC  sei  der  Durchmesser,  welcher  vertical  steht,  wenn 
sich  die  Kugel  im  Gleichgewicht  auf  der  Spitze  befindet.  GÄ,  GB  seien  zwei 
andere  Durchmesser,  die  mit  GC  ein  in  der  Kugel  festliegendes  System  recht- 
winkliger Axen  bilden.  Ihre  Lage  in  Bezug  auf  die  im  Baum  festliegenden  Axen 
werde  auf  die  Eule  rasche  Art  durch  die  Winkelcoordinaten  6,  9,  ^  definirt.  Die 
doppelte  lebendige  Kraft  der  Kugel  ist  dann 

2  T  =  a;'>  +  y'»  +;?'«+  ifc*  (g)'  +  ^'  cos  ö)*  +  *•  (0'*  +  sin«  Ö-^'«). 
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Setzt  man  sin  0  cos  ^^sm  ^^  8in0ain'^=»ij,  9-|-^  =  ;(  ^^^^  verwirft  alle 
kleinen  Grössen  von  einer  höheren  als  der  zweiten  Ordnung,  so  findet  man  als 
Lagrange^sche  Function 

L  =  \  ix"  +  y'*)  +  lk*{  x"  -  l   ({.)'  -  l'tj)  +  S"  +  V» )  +  T  ?  (*'  +  ^')  • 

Man  sieht  leicht,  wenn  man  die  Figur  zu  den  Euler'schen  Gleichungen  in 
Bd.  1,  Kap.  6  betrachtet,  dass  £  und  f}  die  Cosinusse  der  Winkel  sind,  die  der 
Durchmesser  GC  mit  den  Axen  Ox^  Oy  bildet.    Siehe  auch  Bd.  2,  §  16. 

Bedeuten  a»^,  ©y,  w^  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Kugel  um  Parallele 

zu  den  im  Raum  festliegenden  Axen,  so  sind  die  geometrischen  Gleichungen 


X 


'-«(^-•».^)  =  »'    y'+a(a..-«,|)-0. 


Man  erhält  sie,  wenn  man  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des  Be- 
rührungspunktes in  der  Richtung  der  x-  und  y-Axe  gleich  Null  setzt.  Vergleiche 
die  Ausdrücke  in  Bd.  1 ,  §  238  für  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes. 
Die  Winkelgeschwindigkeiten  co^,  co  ,  m^  kann  man  mit  Hülfe  von  Formeln,  die 

den  Euler'schen  analog  sind,  durch  6,  q>,  ip  ausdrücken.  Siehe  Bd.  1,  §267. 
Man  erh&lt 

a>^  =  —  0'  sin  '^  -{-  9'  sin  0  cos  1^" 

at   =3       6'  pos  '^  -|-  <p'  sin  0  sin  '^ 

0»^  =       9'  cos  0  -\-  'ijf' 

Substituirt  man  und  drückt  das  Resultat  durch  die  neuen  Coordinaten  £,  17,  x 
aus,  so  werden  die  geometrischen  Gleichungen 

£. i  +  x'n  +  l'-x'l-o,  i.=^  +  ,'g-v-z'J  =  o. 

Die  Lagrang  ersehen  Bewegungsgleichungen  in  der  Gestalt,  welche  ihnen  durch 
die  unbestiromten  Multiplicatoren  X  und  (i  gegeben  wird,  sind  von  dem  Typus 

dtdq'        dq^      dq'  '^  ^  dq' ' 

worin  q  irgend  eine  der  fünf  Coordinaten  cc,  y,  |,  1],  %  vertritt.  Die  stationäre  Be- 
wegung ergibt  sich,  wenn  man  sowohl  x  als  y,  $  und  1]  gleich  NuU  und  %'  =^  n 
setzt.  Nimmt  man  q^^x  und  q^^y  und  gibt  den  verschiedenen  Coordinaten  ihre 
Werthe  für  die  stationäre  Bewegung,  so  findet  man,  dass  X  und  /»  bei  der 
stationären  Bewegung  Null  sind. 

Um  die  Schwingungen  zu  ermitteln,  schreibe  man  statt  q  der  .Reihe  nach 
Xy  y,  X,  £  und  ij  und  behalte  die  ersten  Potenzen  der  kleinen  Grossen  bei.  Be- 
denkt man,  dass  X  und  /»  kleine  Grössen  sind  (§  61),  so  erhält  man 

*•  (6"  +  x'i')  - 1  -  0 ,  f  (n"  -  xT)  +f^-o. 

Diese  Gleichungen  sowohl  wie  die  geometrischen  für  L^  und  L^  sind  linear  und 
können  auf  die  gewöhnliche  Art  aufgelöst  werden.  Setzt  man  %  ^^n  und  eliminirt 
zuerst  X  und  /»  und  dann  £  und  1],  so  kommt  man  zu  zwei  Gleichungen  für  x 
und  y,  welche  mit  den  unter  (IV)  in  §  231  identisch  sind. 

§  233.  Beisp.  Eine  vollkommen  rauhe  Kngel  wird  auf  eine  vollkommen 
rauhe  feste  Kugel  in  die  NlÜie  ihres  höchsten  Punktes  gesetzt.  Die  obere  Kugel 
hat  die  Winkelgeschwindigkeit  n  um  den  durch  den  Berührungspunkt  gehenden 
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DnrchmeeBer;  man  beweise,  dass  ihr  Gleichgewicht  stabil  ist,  wenn  n*>86^(a+ 6)/a^ 
ist,  worin  b  den  Radius  der  festen  Kugel  und  a  den  der  beweglichen  bedeutet. 

§234.  Sehwingmigeii  um  die  stationäre  Bewegung.  Die  Äxe  einer  voUkammen 
rauhen  Umdrehwngsflache  steht  verticaJ.  Man  bestimme,  unter  weichen  Umständen 
eine  schwere  Kugel  so  auf  dieser  Fläche  roUt,  dass  ihr  Centrum  einen  horizontalen 
Kreis  beschreibt  und  finde  die  Meinen  Schvnngungen,  u)enn  dieser  Zustand  stationärer 
Bewegung  gestört  wird. 

In  diesem  Fall  müssen  wir  auf  die  Gleichungen  in  §  230  zurückgreifen. 
Wir  behalten  die  dort  eingeführte  Bezeichnungsweise  bei,  doch  wollen  wir  der 

Kürze  wegen  statt  k*  seinen  Werth  |-a'  setzen. 

Um  die  stationäre  Bewegung  eu  finden,  müssen  wir  u,  v,  (»,,  0,  difj/dt  sämmt- 
lieh  constant  setzen.  Es  mögen  a,  fi  und  n  die  constanten  Werthe  von  0,  dip/dt 
und  a>s  sein.  Alsdann  ist  i«  =s  0,  v  =  &fi,  worin  b  den  constanten  Werth  yon  r  an- 
gibt.   Die  Gleichung  (1)  wird 

—  &coso(fi's=— -psina  —  y  an  sin  afi. 

Die  übrigen  dynamischen  Gleichungen  sind  erfüllt,  ohne  eine  Beziehung 
Zwischen  den  Constanten  zu  geben.  Wenn  die  Bewegung  stationär  ist,  so  hat 
man  daher 

8 


n^-T-  —  4-—-~u  cotg  a 


(1), 


für  denselben  Werth  von  n  also  zwei  Werthe  von  fi,  die  verschiedenen  Anfangs- 

werthen  von  v  entsprechen. 

Die  Bestimmung  der  stationären  Bewegung  auf  elementarem  Weg. 

Da  die  stationäre  Bewegung  einer  Kugel  auf  einem  rauhen  Umdrehungskörper 

oft  zu  bestimmen  ist,  so  empfiehlt  es  sich,  dieses  Ergebniss  auch  noch  auf  andere 

Art  abzuleiten:  Der  Schwerpunkt  G  be- 
schreibt mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
V  einen  horizontalen  Kreis,  dessen  Radius 
GN  auf  der  Axe  des  Körpers  senkrecht 
steht.  Die  Reibung  senkrecht  zur  Meridian- 
ebene ist  daher  Null  und  man  hat 


—  li}b  =^  B^ixL  a  -\-  Fcos«, 

^»JScosa  —  J^sina. 

Femer  ist  i?  =  |»6  und  darin  GN=^b.    Da 
der  Berührungspunkt   der  Kugel   und  des 
Körpers  sich  in  Ruhe  befindet,  so  gelten  die  geometrischen  Gleichungen  o,  =:  0, 

V  +  ««1  =  0» 

Die  Bezugsaxen  für  die  Rotationen  seien  die  Normale  GC  auf  den  Körper 

und  GA^  GB  in  der  Meridianebene  durch  G  bez.  senkrecht  zu  ihr.    Diese  Axen 

bewegen  sich  um  G  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  ö^  =  —  fi  sin  a,   ö,  =  0, 

0^  »^cosa.    Die  Gleichung  für  die  Momente  um  GB  ist  offenbar 

Siehe  §  216.    Substituirt  man  für  ö^,  öj,  ooj  und  F,  so  erhält  man,  da  ©^  =  n 
ist,  das  gesuchte  Resultat  unmittelbar. 

Es  bestehen  die  geometrischen  Beziehungen  aooi'^  —  t?,t>  =  fi5;  daher  haben 
m^  und  ft  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  also  nach  (1)  auch  n  und  ob^,  wenn 
a  und  b  positiv  sind  und  a  kleiner  als  ein  rechter  Winkel  ist.  Die  Rotationsaxe, 
welche  nothwendigerweise  durch  den  Berührungspunkt  der  Kugel  und  der  rauhen 
Fläche  gehen  muss,  macht  daher  einen  Winkel  mit  der  Yerticalen,  der  kleiner 
ist,  als  der  Winkel,  den  die  Normale  im  Berührungspunkt  mit  ihr  macht, 
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Rollt  die  Engel  so  auf  einer  Umdrehungsfiäche,  dass  sich  die  Axe  GC  von 
der  Symmetrieaxe  wegdreht,  so  muss  der  Winkel  a  positiv  sein.  Wenn  man  den 
Ausdruck  für  n  berücksichtigt  und  dn/dyi,  =  0  setzt,  so  findet  man,  dass  der 
kleinste  Werth  der  Winkelgeschwindigkeit  n  der  Kugel  durch  n'  «=  86  cotg  a  •  hg/a^ 
gegeben  ist.    In  diesem  Fall  ergibt  sich  die  Präcessionsbewegung  der  Kugel  aus 

ft>  =»  —  tg  tt  •  g/h.    Wenn  die  Kugel  auf  der  inneren  und  oberen  Seite  einer  Fläche, 

wie  der  eines  Ankerringes  rollt,  dessen  Axe  vertical  steht,  so  ist  der  Winkel  a 
negativ  und  der  Werth  von  n  hat  keine  untere  Grenze. 

Beisp.  1.  Eine  Kugel  wird  auf  einen  gegebenen  Punkt  der  Fläche  gesetzt 
und  hat  eine  gegebene  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Normale.  Man  finde  die 
übrigen  Bedingungen,  unter  denen  sie  geschleudert  werden  muss,  wenn  ihr  Mittel- 
punkt einen  horizontalen  Kreis  beschreiben  soll. 

Da  a  und  n  gegeben  sind,  so  muss  die  quadratische  Gleichung  der  stationären 
Bewegung,  nämlich  Gleichung  (1),  reelle  Werthe  von  f^  ergeben.  Die  anfänglichen 
linearen  und  Winkelgeschwindigkeiten  sind  dann  u «»  0,  t?  =  f(&,  to  =  0,  o-f-aoj  «sO, 
a>,  =  0,  «3  =s  n.    Es  gibt  zwei  Systeme  von  Anfiangsbedingungen  oder  keine. 

Beisp.  2.  yT'enn  die  rauhe  Fläche  gezwungen  wird,  um  ihre  Axe  mit  der 
gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  St  zu  rotiren,  zu  beweisen,  dass  die 
quadratische  Gleichung  der  stationären  Bewegung,  nämlich  (1),  die  Form 


^  +  Y  ^  ^  cotg  a  =  n  +  a  cotg  a^-  —  sin  aj 


J5 

% 
annimmt. 

Die  klevne  Schwingimg  zu  finden. 

Man  setze  0  s=s  a  -f-  o;,  dij^jdt  «=  ft  -f~  äy/dt  und  nehme  an,  a  und  ft  enthielten 
darin  alle  constanten  Theile  von  6  und  d'^/dt,  dagegen  x  und  dy/dt  nur  die 
trigonometrischen  Glieder.  Es  sei  c  —  a  der  Krümmungsradius  der  Umdrehungs- 
fiäche  in  dem  Berührungspunkt  der  in  stationärer  Bewegung  befindlichen  Kugel  und 
Q  differire  daher  von  c  nur  um  kleine  Grössen  und  möge  in  den  kleinen  Gliedern 
c  gleichgesetzt  werden.    Man  hat  femer  r^^b-^-c  cos  a  •  x. 

Nach  den  Gleichungen  (lY)  und  (Y)  in  §  280  ist  nun 

dcD,  d$  d^if)  ^sinO  —  r       dx     esina  —  b 

dt         'di'di         o         '^'dl  ^  o  ' 

daher  c  sin  a  —  b       , 

«8  "=  f* x  +  n (2), 

wenn  n  der  ganze  constante  Theil  von  ob,  ist. 
Aus  Gleichung  (II)  folgt  ferner 

V  d  /   df\        Q  de         ^di)    ,         '•• 
a  dt  \    dt/        a  dt  dt    * 


dB 
0.-^  =  0 


daher 


a*  +  ÄJ«     •  dt 
u,  dx       b  d'y       c  cos  au,  dx   ,    i     dx 


a               dt  a  dt^            a  dt    *    "^      dt 
und  durch  Integration 

/ ,  2^5»cco8«\           6  d^ (8), 

\7  a        /  a  dt                                       ^  ^* 

worin  die  Constante  gleich  Null  gesetzt  wurde,  weil  x  und  y  nur  trigonometrische 
Glieder  enthalten. 

Drittens  erhält  man  aus  Gleichung  (I) 

a  dt  V  dt/       a  \dt/  i    7     a  ^^        7   ^ 

12' 
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daher 

c  d^x       b  -{-  e  cosax 


a  dt' 


(cos  a  — ■  8inaa:)(^*+2^-^)  + 


I    2  /  •          I               N  /     I    ^y\  (     t       csina  —  h    \        ig,.         , 
+  Y(8in«  +  C08  cix)\ii  +  -^j[n+(t ^ xj  =  y  ^  (ain  «  +  coBaa;). 

Dieser  Ansdruck  ist  zu  entwickeln  und  ihm  die  Form  zu  geben 

ät^  +  ^*  =  -B W- 

Dabei  muss,  weil  x  nur  trigonometrische  Qlieder  enthält,  JB  =  0  sein.  Setzt 
man  darin  x^=Oj  so  findet  man  denselben  Werth  von  n,  wie  bei  stationärer 
Bewegung.    Für  Ä  ergibt  sich,  wenn  die  vorstehende  Gleichung  entwickelt  wird, 

Ä  =^  fi*  l —  cos*  «  +  Y  sin*  aj  -f-  p-*  — : /2  cos*  a  +  y  sin*  «l  + 

,   25  6f*Bina       10  a    .                  •    lo  9 
+  ^  ^, -^  f  sin  a  cos  a  +  ^  ^  cos  a (5). 

Soll  die  stationäre  Bewegung  stabil  sein,  so  ist  dazu  ausreichend  und  noth- 
wendig,   dass   dieser  Werth   von  A  positiv  ist.     Die  Schwingungszeit  ist  dann 

2n/yÄ. 

Man  beachte,  dass  man  dieses  Verfahren  nicht  anwenden  kann,  wenn  a  und 
daher  b  sehr  klein  wird,  denn  einige  der  Glieder,  die  vernachlässigt  wurden,  haben 
b  in  ihrem  Nenner  und  können  daher  von  Bedeutung  werden. 

Beisp.  8.  Eine  schwere  Kugel  rollt  auf  der  Innenseite  eines  rauhen  horizon- 
talen Drahtes,  der  die  Gestalt  eines  Kreises  hat,  und  die  Normale  zur  Kugel  in 
dem  Berührungspunkt  hat  die  constante  Neigung  a  gegen  die  Yerticale;  man 
beweise,   dass   die  Winkelgeschwindigkeit  (i  des  Berührungspunktes   der  Kugel 

durch  fi*  =  y  ^  tg  a/{h  —  a  sin  a)  gegeben  ist,  worin  h  den  Radius  des  Ringes 

und  a  den  der  Kugel  bedeutet.  [Math.  Tripos,  1881.] 

Bei  diesem  Problem  ist  die  rauhe  Fläche,  auf  welcher  sich  die  Kugel  bewegt, 
ein  Ankerring,  dessen  Meridiankreis  den  Radius  Null  hat.  Nimmt  man  an,  die 
Kugel  rolle,  drehe  sich  aber  nicht  um  die  Normale  im  Berührungspunkt,  so  erhält 
man  das  Resultat,  wenn  man  in  Gleichung  (1),  n^^l  setzt. 

§  235.    Die  Bewegung  auf  einer  nnvollkommen  rauhen  Fläche. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  der  Kugel  auf  einer  un- 
vollkommen rauhen  Fläche  lassen  sich  aus  Sätzen  ableiten^  die  denen 
in  Bd.  1^  Kap.  VI  zur  Bestimmung  der  Bewegung  bei  dem  Zusammen- 
stoss  rauher  elastischer  Körper  ähnlich  sind.  Der  Unterschied  in  der 
Theorie  wird  aus  dem  folgenden  Beispiel  erhellen,  in  welchem  ein  Ver- 
fahren erklärt  wird,  welches  allgemein  immer  dann  anwendbar  ist, 
wenn  die  Integrationen  ausführbar  sind. 

§  236.  Eine  homogene  Kugd  bewegt  sich  auf  einer  imvöHkommen 
rauhen  schiefen  Ebene  unter  beliebigen  Anfangsbedingungen;  man  finde 
die  Bühtung  der  Bewegung  und  die  Geschunndigkeit  ihres  Mittdpwnktes 
im  irgend  einer  Zeit. 

Es  sei  G  der  Schwerpunkt  der  Kugel.  Die  Bezugsaxen  GA^ 
GB,  GC  mögen  der  Richtung  nach  im  Baum  festliegen,  die  erste  die 
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schiefe  Ebene  hinabgehen  und  die  letzte  auf  der  Ebene  senkrecht 
stehen,  u,  v,  w  seien  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  von  Q 
parallel  zu  diesen  Axen  und  co^;  co^,  co,  die  Winkelgeschwindigkeiten 
des  Körpers  um  die  Axen.  F,  F'  seien  die  Gomponenten  der  Reibung 
der  Ebene  an  der  Eugel  parallel  den  Axen  GA^  GB^  in  diesen 
Richtungen  aber  negaMv  genommen,  h  sei  der  Trägheitsradius  der 
Eugel  für  ihren  Durchmesser^  a  ihr  Radius  und  ihre  Masse  die  Einheit. 
Die  Neigung  der  Ebene  gegen  den  Horizont  sei  a. 

Ob  die  Eugel  nun  rollt  oder  gleitet^  jedenfalls  sind  ihre  Bewegupgs- 
gleichungen: 

ÄV=-F'a       1  ^  ^'      v' r  )  ^^' 

Eniminirt  man  daraus  F  \mA  F  und  integrirt,  so  wird 

w  +  ^,aa>2=  ^0  +  ^  sin  a^,  t;  —  ^aaii=  Fo     •     •     (3), 

worin  TJ^  und  Vq  zwei  Constante  bedeuten^  die  durch  die  Anfangs- 
werthe  von  u,  v,  w^,  cjg  bestimmt  werden. 

Den  Sinn  der  Gleichungen  kann  man  so  finden.  Es  sei  P  der 
Berührungspunkt  der  Eugel  und  Ebene ^  Q  ein  Punkt  innerhalb  der 
Eugel;  der  auf  der  Normalen  in  P  so  liegt,  dass  FQ  =  (a*  +  'k^)/a 
ist.  Alsdann  ist  Q  der  Schwingungsmittelpunkt  der  Eugel ,  wenn  sie 
an  dem  Punkt  P  aufgehängt  würde.  Offenbar  drücken  die  linken 
Seiten  der  Gleichungen  (3)  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  von 
Q  parallel  den  Axen  aus.  Die  Gleichungen  geben  an,  dass  die  Reibungs- 
stösse  bei  P  auf  die  Bewegung  von  Q  keinen  Einfiuss  haben,  was 
auch  sofort  aus  Bd.  1,  Eap.  3  folgt,  weil  Q  für  einen  Stoss  bei  P  in 
der  Axe  der  spontanen  Rotation  liegt. 

§  237.  Die  Reibung  im  Berührungspunkt  P  wirkt  immer  der 
Richtung  des  Gleitens  entgegen  und  hat  das  Bestreben,  diesen  Punkt 
zur  Ruhe  zu  bringen.  Wenn  das  Gleiten  aufhört,  so  hört  auch  die 
Reibung  auf  (siehe  Bd.  1,  Eap.  4),  ihren  Grenz werth  zu  haben  und 
wird  nur  so  gross,  dass  sie  gerade  den  Berührungspunkt  in  Ruhe 
halten  kann. 

Wenn  kein  Gleiten  stattfindet,  so  ist 

u  —  aQjj  =  0,    t;  +  atoj  =  0 (4). 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  reichen  hin,  um  diese  Endwerthe 
von  Uy  V,  (o^  und  co^  zu  bestinmien.  Auf  diese  Weise  hat  man  die 
RicMung  der  Bewegung  tmd  die  GesdiunndigJceit  des  Schwerpunktes,  nachr 
dem  das  Gleiten  aufgehört  hat,  in  Ausdrüdken  der  Zeit  Erfunden.  Beide 
sind  offenbar  von  der  Reibung  imabhängig. 

Wenn  die  Gleichungen  (4)  von  Anfang  an  gelten,  so  beginnt  die 
Eugel  sich  ohne  Gleiten  zu  bewegen,  vorausgesetzt,  dass  die  aus  den 
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Oleichimgen  (1),  (2)  und  (4)  ermittelte  Reibung  kleiner  als  ihr  Grenz- 
werth  ist.  Um  diesen  Punkt  au&uklaren,  muss  man  die  Grösse  der 
Reibung  suchen ,  die  dazu  nothig  ist;  Gleiten  zu  verhüten.  Wenn  die 
Kugel  nicht  gleitet,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (4)  differenziren; 
setzt  man  dann  aus  (1)  und  (2)  ein,  so  findet  man  ^=0, 
2^  =  gr  sin  a  •  h^/ia^  +  t*).    Da  aber  der  Druck  auf  die  Ebene  g  cos  a 

ist,  so  erfordert  dies,  dass  der  Reibungscoefficient  fi  >  tg  tt    ,  .  ,,  sei. 

Hat  diese  Ungleichung  Gültigkeit,  so  ist  die  zur  Wirkung  kommende 
Reibung  immer  kleiner  oder  doch  nicht  grösser,  als  der  Grenzwerth 
der  Reibung  und  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  geben  daher  die  ganze 
Bewegung  an. 

Diese  Methode,  die  untere  Grenze  des  Werthes  von  fi  zu  ermitteln, 
stimmt  mit  der  überein,  die  in  Bd.  1,  Ejkp.  lY  bei  dem  entsprechenden 
Problem  benutzt  wurde,  in  welchem  die  Kugel  die  schiefe  Ebene  auf 
der  Linie  des  grössten  Falles  hinabrollt. 

§  238.  Gelten  die  Gleichungen  (4)  im  Anfang  nicht  oder  ist  die 
eben  erwähnte  Ungleichung  nicht  erfüllt,  so  verfahre  man  so.  S  sei 
die  Geschwindigkeit  des  Gleitens  und  0  der  Winkel,  den  die  Richtung 
des  Gleitens  mit  GA  macht.  Um  die  Vorzeichen  festzulegen,  sei  S 
positiv,  während  0  einen  beliebigen  zwischen  —  %  und  %  liegenden 
Werth  haben  mag.     Alsdann  ist 

jS  cos  ö  =  M  —  am^ ,      jS  sin  ö  ==  t;  +  aoi     .     .    .    (5). 

Die  Reibung  ist  fi  ^  cos  a  und  ihre  Richtung  dem  Gleiten  entgegen- 
gesetzt, daher 

F=  ^g  cos  a  cos  0,      F  =^  ^g  cos  asinO, 
Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (5)  ergeben  mithin 


— ^l — -  =  —  [l+^)^gco8acoBe  +  gmia 

Entwickelt  man,  so  wird 

•^  =  —  (l  +  |jr)  |[tSr  cos  a  +  flf  sin  a  cos  d 


(6). 


o  ^  =  —  ^  sm  a  sm  0 


(7)- 


Ist  6  nicht  constant,  so  kann  man  t  eliminiren,  nach  6  integriren 
und  erhält  dann 

58me  =  2^(tg|)" (8), 

worin  n  =  (1  +  a^/W)  (i  cotg  a  und  A  die  Integrationsconstante   ist. 
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Wenn  8q  und  0q  die  Anfangswerthe  von  S  und  6  sind^  wie  sie  die 
Gleichungen  (5)  bestimmen^  so  hat  man 

2^  =  ßfo  sin  e„  (cotg  D" (9). 

Durch   Substitution   des  Werthes   von  S  aus   (8)  in   die   zweite 
Gleichung  von  (7)  und  Integration  erhält  man 

n  — 1      "•       w+l  ti  — 1      "•        n+1  A      ^     ^^^)' 

worin  die  Integrationsconstante  aus  der  Bedingung  bestimmt  wurde^ 
dass  0  =  Oq  sein  muss,  wenn  ^  =  0  ist.  Die  Gleichungen  (8),  (9) 
und  (10)  geben  8  und  6  in  Ausdrücken  von  t  Mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen (3)  und  (5)  lassen  sich  dann  auch  u,  v,  o^  und  co^  durch  t 
ausdrücken. 

Die  zweite  Gleichung  in  (7)  zeigt^  dass  dO/dt  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  von  0  hat,  dass  mithin  0  sich  bei  jedem  Anfangswerth  mit 
Ausnahme  von  +  ^  beständig  der  Null  nähert.  Daraus  folgt^  dass^ 
wenn  a  nicht  Null  ist,  0  nur  dann  einen  constanten  Werth  hat,  wenn 
öo  ■=  0  oder  +  %  ist,  d.  h.  die  Richtung  des  Gleitens  auf  der  Ebene  ist 
im  Baum  nicht  canstcmty  nähert  sich  aber  beständig  der  Linie  des  stärksten 
FaUes,  Auf  einer  horizontalen  Ebene  ist  a  =  0  und  die  Richtung  des 
Gleitens  constant. 

Wenn  w>l,  d.  h.  fi>tga-  h^/(a^  +  A*)  ist,  so  sieht  man  aus 
(8),  dass  das  Gleiten  aufhört,  wenn  6  verschwindet.  Dieser  Fall  tritt 
nach  (10)  ein,  wenn 


^8ma\n  —  1      '      n  —  1/ 


t 

ist. 

Die  nun  folgende  Bewegung  ist  bereits  gefunden  worden. 

Wenn  dagegen  n  <  1  ist,  so  sieht  man  aus  (8),  dass  S  zunimmt, 
wenn  6  abnimmt,  das  Gleiten  daher  niemals  aufhört.  Aus  (10)  folgt 
femer,  dass  0  erst  am  Ende  einer  unendlich  langen  Zeit  verschwindet. 

Ist  iSJ,  =  0,  so  beginnt  das  Gleiten  niemals,  wenn  w  >  1  ist  und 
beginnt  sofort  und  hört  nie  auf,  wenn  n  <  1  ist. 

§  239.  Billardbälle.  Die  Theorie  der  Bewegung  einer  Engel  auf 
einer  unvollkommen  rauhen  horizontalen  Ebene  ist  so  sehr  viel  ein- 
facher, als  wenn  die  Ebene  schief  ist  oder  die  Kugel  auf  irgend  einer 
andern  Fläche  rollt,  dass  es  unnöthig  scheinen  könnte,  diesen  Fall  ins 
Einzelne  zu  untersuchen.  Zugleich  liefert  aber  das  Billardspiel  viele 
Probleme,  die  man  nicht  wohl  stillschweigend  übergehen  kann.  Die 
folgenden  Beispiele  sind  so  angeordnet  worden,  dass  sie  sowohl  das  ein- 
zuschlagende Beweisverfahren  zeigen,  als  auch  Resultate  bieten,  die  man 
einer  Probe  auf  dem  Billard  unterwerfen  kann. 
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Das  Besultat  in  Beisp.  1  fand  zuerst  T.  A.  Euler,  der  Sohn  des  berühmten 
Euler,  und  yeröffentlichte  es  in  den  MSm.  de  TAcad,  de  Berlin,  1758.  Die 
meisten,  yielleioht  alle  andern  Ergebnisse  findet  man  in  dem  1835  in  Paris  er- 
schienenen Theorie  vwlhimaHgue  des  effets  du  jeu  de  btUard  von  G.  Coriolis. 

Beisp.  1.  Ein  Billardball  wird  auf  einer  unvollkommen  rauhen  horizontalen 
Ebene  in  Bewegung  gesetzt;  man  zeige^  dass  die  Richtung  und  Grösse  der  Reibung 
während  der  Bewegung  constant  bleibt.  Die  Bahn  seines  Schwerpunktes  ist  daher 
ein  Parabelbogen,  so  lange  das  Gleiten  dauert  und  schliesslich  eine  grade  Linie. 
Die  Parabel  wird  mit  der  gegebenen  Anfangsbewegung  des  Schwerpunktes  und 
einer  Beschleunigung  iig  beschrieben,  deren  Richtung  der  Anfangsrichtung  des 
Gleitens  entgegengeseizt  ist. 

Beisp.  2.  Wenn  8^  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Gleitens  ist,  zu  beweisen, 
dass  die  Zeit,  während  welcher  die  Parabelbahn  beschrieben  wird,  -j  S^/i^g  ist. 

Aus  Experimenten,  die  Coriolis  angestellt  hat,  geht  hervor,  dass  nahezu  ft>»  — 

ist.    Beträgt  daher  die  Anfangsgeschwindigkeit  y  Meter  in  der  Secunde,  so  wird 

das  Parabelstück  während  weniger  als  dem  zwanzigsten  Theil  einer  Secunde  be- 
schrieben. 

Beisp.  8.  Wenn  P  der  Berührungspunkt  in  irgend  einer  Lage  ist  und  Q  der 
Schwingungsmittelpunkt  in  Bezug  auf  P,  zu  beweisen,  dass  die  Geschwindigkeit 
von  Q  immer  dieselbe  Richtung  und  Grösse  hat.  Daraus  leite  man  ab,  dass  die 
schliessliche  gradlinige  Bahn  des  Schwerpunktes  der  Anfangsrichtung  der  Be- 
wegung von  Q  parallel  läuft  und  dass  die  Endgeschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
fünf  Siebentel  der  Anfangsgeschwindigkeit  von  Q  beträgt.  Wenn  PF'  die  Anfangs- 
richtung der  Bewegung,  V  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Schwerpunktes  und  t 
die  durch  Beisp.  2  gegebene  Zeit  ist,  zu  beweisen,  dass  die  schliessliche  grad- 
linige Bahn   des   Schwerpunktes   PF*   in  einem  Punkt  P'   so   schneidet,   dass 

PP'«  i-F*  ist 

Beisp.  4.  Eine  Billardkugel,  welche  sich  auf  einem  unvollkommen  rauhen 
horizontalen  Tisch  in  Ruhe  befindet,  wird  von  einem  Queue  in  horizontaler 
Richtung  in  einem  Punkt  getroffen,  der  sich  in  der  Höhe  h  über  dem  Tisch  be- 
findet, und  das  Queue  wird  zurückgezogen,  sobald  der  Stoss  erfolgt  ist.  Nimmt 
man  an,  das  Queue  sei  hinreichend  rauh  um  Gleiten  zu  verhüten,  !^u  zeigen,  dass 
sich  der  Mittelpunkt  der  Kugel  in  der  Richtung  des  Stosses  bewegt  und  dass 

«eine  Geschwindigkeit  gleichßnnig  und  gleich  Lh.B  nach  der  Zeit  'J^  f- 

wird,   worin  B   das  Verhältniss  des  Stosses  zur  Masse  der  Kugel  und  a  ihren 
Radius  bedeutet. 

Damit  kein  Gleiten  des  Queues  stattfinden  kann,  muss  der  Abstand  des 
Queues  von  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  kleiner  als  a  sin  b  sein,  wenn  tg  e  der 
Reibungscoefficient  zwischen  Queue  und  Ball  ist. 

Beisp.  5.  Ein  Billardball,  der  Anfangs  in  Ruhe  ist  und  den  Tisch  im  Punkt  P 
berührt,  wird  von  einem  Queue  getroffen,  das  den  Winkel  p  mit  dem  Horizont 
macht.  Man  zeige,  dass  die  schliessliche  gradlinige  Bewegung  des  Schwerpunktes 
der  Graden  PS  parallel  ist,  die  P  mit  dem  Punkt  8  verbindet,  in  welchem  die 
Richtung   des   Stosses   den  Tisch   trifft,   und   dass   die  Endgeschwindigkeit   des 

Schwerpunktes  y  £  sin  |3  •  PS/a  ist  und  die  Richtung  der  Projection  des  Stosses 

auf  die  Horizontale  hat.    Man  beachte,  dass  diese  Ergebnisse  von  der  Reibung 
nicht  abhängen. 


Umdrehnngskörper  auf  der  Ebene  (§  289—240).  185 

Beisp.  6.    Trägt  man  Ifings  der  Projection  des  Stosses  auf  den  horizontalen 

Tisch  iST  B  -7-a  cotg  |3  ab,  so  misst  T8  die  horizontale  Componente  des  Stosses 

in  Bezug  auf  die  Masseneinheit  in  demselben  Massstab,  in  welchem  PS  die  End- 
geschwindigkeit des  Schwerpunktes  misst.  Man  beweise,  dass  während  des 
Zusammenstosses  und  der  ganzen  darauf  folgenden  Bewegung  die  B>eibung  die 
Richtung  FT  hat  und  dass  die  ganze  zur  Wirkung  kommende  Reibung  nach 
dem  eben  erwähnten  Maasstab  durch  FT  gemessen  wird.    Daraus  leite  man  ab, 

dass  der  parabolische  Theil  der  Bahn  nur  dann  ezistirt,  wenn  ft  <  y  PT/a  ist. 

Man  zeige  auch,  dass  PT  die  Richtung  ist,  in  welcher  der  tiefste  Punkt  des 
Balles  anfangen  würde  sich  zu  bewegen,  wenn  die  horizontale  Ebene  glatt  wäre 
und  auf  den  Ball  derselbe  Stoss,  wie  zuvor,  wirkte. 

Die  Bewegung  der  starren  Körper  auf  der  Ebene. 

§  240.  Historiselle  Uebersielit.  Die  Bewegung  eines  schweren  Körpers  von 
beliebiger  Gestalt  auf  einer  horizontalen  Ebene  scheint  Poisson  zuerst  studirt 
zu  haben.  Er  nimmt  an,  der  Körper  sei  entweder  durch  eine  continuirliche 
Fläche  begrenzt,  welche  die  Ebene  in  einem  einzelnen  Punkt  berührt  oder  er 
endige  in  einer  Spitze  wie  der  Kreisel,  und  sieht  dabei  die  Ebene  als  vollkommen 
glatt  an.  Poisson  benutzt  die  Euler 'sehen  Gleichungen  zur  Ermittelung  der 
Rotationen  um  die  Hauptaxen  und  bezieht  diese  Axen  auf  andre  im  Raum  fest- 
liegende mittelst  der  Formeln,  die  man  gewöhnlich  die  Eul  er 'sehen  geometrischen 
Gleichungen  nennt.  Er  findet  ein  Integral  durch  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  und  ein  zweites  mittelst  der  Winkelbewegungsgrösse  um  die  verticale  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Gerade.  Diese  Gleichungen  werden  dann  benutzt,  um 
zu  ermitteln,  wie  die  Bewegung  eines  verticalen  Kreisels  durch  eine  langsame  Be- 
wegung der  glatten  Ebene,  auf  welcher  er  ruht,  gestört  wird.  Siehe  seinen  TraiU 
de  Micanique. 

Die  Poisson*schen  Gleichungen  findet  man  auch  bei  Cournot  in  drei 
Abhandlungen  im  fünften  und  achten  Band  von  Cr  eile's  Joumai{lSBO  und  1882); 
er  drückt  die  entsprechenden  geometrischen  Bedingpingen  dafür  aus,  wenn  der 
Körper  auf  mehr  sds  einem  Punkt  ruht  oder  auf  einer  Kante  wie  z.  B.  der  Basis 
eines  Cylinders  roUt.  Er  untersucht  auch  die  beiden  Fälle,  in  welchen  die  Ebene  (1) 
vollkommen  rauh  und  (2)  unvollkommen  rauh  ist.  Er  verfährt  nach  demselben 
allgemeinen  Plan,  wie  Poisson,  indem  er  zwei  Systeme  rechtwinkliger  Axen 
benutzt,  von  denen  das  eine  im  Körper,  das  andre  im  Raum  festliegt  und  die 
durch  die  Formeln  verbunden  werden,  die  man  gewöhnlich  zur  Transformation 
der  Coordinaten  gebraucht.  Wie  man  sich  denken  kann,  sind  die  Gleichungen, 
die  er  erhält,  äusserst  complicirt.  Er  steUt  auch  die  entsprechenden  Gleichungen 
für  Momentankräfte  auf  Diejenigen  jedoch,  welche  auch  die  Wirkung  der  Reibung 
enthalten,  stimmen  mit  den  unsrigen  nicht  überein. 

In  dem  18.  und  17.  Band  von  Liouville's  Journal  (1848  und  1862)  be- 
finden sich  zwei  Abhandlungen  von  Puiseux  über  denselben  (Gegenstand.  In  der 
ersten  bringt  auch  er  die  Poisson 'sehen  Gleichungen  und  wendet  sie  auf  Um- 
drehnngskörper auf  glatter  Ebene  an.  Er  zeigt,  dass  die  Neigung  der  Axe  des 
Körpers  gegen  die  Verticale  nahezu  constant  bleibt,  wenn  dem  Körper  eine  hin- 
reichend grosse  Anfangswinkelgeschwindigkeit  um  diese  Axe  gegeben  wird.  Eine 
untere  Grenze  ftlr  diese  Winkelgeschwindigkeit  findet  er  nur  für  den  Fall,  in 
welchem  die  Axe  vertical  ist.  In  der  zweiten  Abhandlung  wendet  er  diePoisson'schen 
Gleichungen  an,  um  die  Stabilitätsbedingpingen  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt 
zu  bestimmen,  welcher  auf  eine  glatte  Ebene  so  gesetzt  wird,  dass  eine  Hauptaxe 
ftlr  seinen  Schwerpunkt  vertical  steht  und  welcher  um  diese  Axe  rotirt.  Er  er- 
mittelt auch  die  kleinen  Schwingungen  eines  auf  einer  glatten  Ebene  ruhenden 
Körpers  um  eine  Gleichgewichtslage. 
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In  dem  vierten  Band  des  QiMrterly  Journal  of  Mathematica ,  1861  stellt 
6.  M.  Slesser  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  Tollkommen 
rauhen  horizontalen  Ebene  auf  und  wendet  sie  auf  das  zweite  Problem  in  §  261 
an.  Er  benutzt  bewegliche  Axen  und  seine  Entwicklung  stimmt  fut  genau  mit  der 
unsrigen  überein,  die  wir  jedoch  unabhängig  von  ihm  gefunden  haben. 

§  241.  SehwiBgiuigeB  iiin  die  stationäre  Bewegung.  Ein  ümdrehungskörper 
roUt  auf  einer  vollkommen  rauhen  horizontalen  Ebene  unter  dem  Einfluss  der 
Schwere,    Die  stationäre  Bewegung  und  die  Ideinen  Schwingungen  zu  finden. 

G  sei  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  GC  die  Aze  der  Figur,  P  der  Be- 
rührungspunkt. GA  sei  die  Hauptaxe,  welche  in  der  Ebene  PGC  liegt  und  GB 
die  aniOA,  (r  C7  rechtwinklige  Aze.    GM  möge  ein  Loth  von  G  auf  die  Horizontal- 


A\ 


ebene,  PN  ein  Loth  von  P  Auf  GC  sein.  B  sei  die  Normalreaction  bei  P;  F,  F' 
die  Componenten  der  Reibung  in  der  Ebene  PGC  bez.  senkrecht  zu  ihr.  Die 
Masse  des  Körpers  sei  die  Einheit. 

Femer  sei  6  der  Winkel,  den  GC  mit  der  Verticalen,  ^  der  Winkel,  den 
MP  mit  iigend  einer  in  der  horizontalen  Ebene  festliegenden  Geraden  macht. 
Es  sind  dann  0  und  ijf  zwei  der  Winkel,  die  in  den  Eu  1er 'sehen  Gleichungen 
dazu  benutzt  werden,  die  heweglidten  Axen  GA^  GB,  GC  auf  eine  im  Raum 
festliegende  Aze,  nämlich  die  Verticale,  zu  beziehen  (Bd.  1,  Kap.  6).  Der  dritte 
Euler'sche  Winkel  tp  ist  hier  Null.  Die  beweglichen  Axen  GA,  GB,  GC  sind 
daher  die  nämlichen,  wie  die  in  §  13.  Da  G^C  im  Körper  festliegt,  so  ist  öj  =  ffl^, 
0,  =  eo, .  Aus  q):r^O  ergibt  sich  nach  der  dritten  Eul  er 'sehen  geomeiarischen 
Gleichung  $^  >=  C08  6  d^if)/ dt  Erinnert  man  sich,  dass  die  Winkelbewegungs- 
grossen  um  die  Axen  \  —  Am^ ,  h^  =  Am, ,  h,  =»  Ca^ ,  wie  in  §  12,  sind,  so  werden 
die  Gleichungen  für  die  Momente  in  §  10 


A^-^^-Aw^^cose  +  Ct^iD^^^rGN    .    . 
dt  ^  dt  I        •   1 

A^  -  Cm^w,  +  Am,  j^  C08  e  ^  -  F  '  GM  --  B  '  MP 


dat^ 
'dt 


F'    PN 


(1). 
(8). 
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Die  beiden  ersten  Eul erwachen  geometrischen  Gleichungen  liefern  die  Be- 
ziehungen zwischen  6^ ,  0,  und  den  Winkeln  6  und  tf».  Da  6^  =  co^ ,  6,  =  a>,  und 
9  s=  0  ist,  so  werden  sie 

de  ^ 

li'"* W' 

sin  6  -^  =  —  Oj (6). 

Die  Eul  er 'sehen  geometrischen  Gleichungen,  welche  den  Körper  auf  die  im 
Baum  festliegenden  Axen  beziehen,  brauchen  wir  nicht.  Man  beachte  auch,  dass 
die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sich  unmittelbar  aus  der  Figur  ergeben,  eine  Be- 
ziehung auf  die  Euler 'sehen  Gleichungen  also  nicht  nöthig  ist. 

u  und  V  seien  die  Geschwindigkeiten  des  Schwerpunktes  längs  und  senkrecht 
zu  MF  parallel  der  Horizontalebene.  Die  Beschleunigungen  des  Schwerpunktes 
in  der  Bichtimg  dieser  beweglichen  Axen  sind 

i-:-4?-' <'^ 

und  wenn  z  die  Höhe  von  G  über  der  Horizontalebene  angibt,  d.  h.  z  «^  GM  ist, 
so  hat  man 

d^z 

dT« «'  +  * <')• 

Femer,  weil  sich  der  Punkt  P  in  Ruhe  befindet, 

u  —  GMm^  =0 (9), 

V  +  PJVcD,  —  GNm^  =»0 (10), 

2f  =  — Ö^JVcosÖ  +  PJVsinö (11). 

Dies  sind  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  für  einen  ümdrehungskörper, 
der  sich  auf  einer  vollkommen  rauhen  horizontalen  Ebene  bewegt.  Ist  die  Ebene 
nicht  YoUkonmien  rauh,  so  behalten  die  ersten  acht  Gleichungen  ihre  Gültigkeit, 
dagegen  müssen  die  übrigen  drei  auf  die  in  dem  nächsten  Para^^phen  erklärte 
Art  abgeändert  werden. 

Wenn  die  Gestalt  des  UmdretmngskOrpers  gegeben  ist,  so  können  diese 
Gleichungen  bedeutend  vereinfacht  werden;  sie  lassen  sich  im  Allgemeinen  in 
jedem  speciellen  Fall  ohne  grosse  Schwierigkeit  aufstellen.  Wenn  z.  B.  der  Körper 
ein  ebener  Reif  oder  eine  Scheibe  vom  Radius  a  ist,  so  hat  man  GN  ^^  dy 
GM  =  ff  »B  a  sin  0,  MP  =  a  cos  0  und  den  Krümmungsradius  p  »»  0. 

§  242.    Die  stoHonäre  Betoegtmg  zu  finden. 

Wenn  die  Bewegung  stationär  ist,  so  rollt  die  Umdrehungsfläche  so  auf  der 
Ebene,  dass  ihre  Axe  mit  der  Verticalen  einen  constanten  Winkel  bildet.  Für 
diesen  Bewegungszustand  sei  6  =  a,  dt^/dt  «=  ^,  cd,  «=  n,  GM  =  j?,  MT  «•  g, 
GN  '^  i^  NP  ^=  x]  und  q  der  Krünunungsradius  des  rollenden  Körpers  bei  P. 
Die  Beziehungen  zwischen  diesen  Grössen  werden  durch  Substitution  in  die  obigen 
Gleichungen  gefunden. 

Man  solle  z.  B.  ermitteln,  unter  welchen  Bedingpmgen  die  Fläche  mit  einer 
gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  n  roUt  und  ihre  Axe  der  Figur  dabei  den  ge- 
gebenen Winkel  a  mit  der  Verticalen  macht.  Hier  sind  n  und  a  gegeben,  p,  g, 
£,  1],  p  findet  man  aus  den  Gleichungen  der  Fläche.  Wir  haben  fi,  o^,  <»„  u,  t; 
und  den  Radius  des  von  G  im  Raum  beschriebenen  Kreises  zu  suchen.  Durch 
Elimination  von  F  und  B  erhält  man  F*  ^^  0  und 
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fi'  sin  a  (^  COB  a  —  p J)  —  «/*  (Ü  sin  a  +  prf)  —  gq  =  0  ,    .     .    (12), 

o>|  =  —  fi  sin  a,        o,  =  0 , 

tt  »»  0,  t;  =»  —  nij  —  £ft  sin  a. 

Es  sei  r  der  Badius  des  Kreises,  welchen  G  bei  dem  Bollen  der  Fläche  auf 
der  Ebene  beschreibt.  Da  G  seinen  Kreis  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  fi  durch- 
läuft, so  ist  rft  OB  t>  und  daher 

r  = I  sm  a. 

Durch  Elimination  von  n  lässt  sich  r  auch  aus  der  Gleichung 

IL*  [  Ari  sin  «  cos  of  ^-  C£  sin'  a  +  r  (C  sin  a  +  P^j) }  •=  99,''\ 
ermitteln. 

FiSr  jeden  Werth  von  n  und  a  gibt  es  zwei  Werthe  von  ft,  die  jedoch  ver- 
schiedenen Anfangsbedingungen  entsprechen.  Soll  eine  stationäre  Bewegung  möglich 
sein,  so  müssen  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (12)  reell  sein.    Dies  gibt 

(C  sin  a  -f  i>ij)*n'  -f  ^gq^  sin  a  (^  cos  a  —  jjj)  =  einer  positiven  Grösse. 

Die  Momentanaze  geht  durch  P  und  schneidet  die  Axe  der  Figur  in  einem 
Punkt  JE7,  der  in  der  Zeichnung  nicht  angegeben  ist.  EH  sei  ein  Loth  auf  die 
Horizontalebene;  alsdann  liegt  die  Yerticale  EH^  während  der  Körper  bei  stationärer 
Bewegung  roUt,  fest  und  G  dreht  sich  um  sie  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  f&. 
Um  E  zu  finden,  beachte  man,  dass  N  die  Geschwindigkeit  fi  •  EN  •  sin  «  hat^ 
die  aber  auch ,  da  EP  die  Momentanaze  ist,  a>  •  EN  •  sin  NEF  ist.  Setzt  man 
beide  gleich,  so  ergibt  sich,  dass  E  durch  die  Gleichung  fi  sin  a  »s  n  tg  NEP 
bestimmt  wird. 

Die  Bestimmimg  der  stationären  Bewegung  auf  elementarem  Weg. 

Bei  vielen  Problemen,  in  welchen  nur  die  stationäre  Bewegung  gesucht  wird, 

vereinfacht   sich  -  das   eben  beschriebene  Verfahren   sehr.     Da  alle  Grössen  mit 

Ausnahme  von  ^  constant  sind,  so  fallen  sämmüiche  Differentialquotienten  in  den 

allgemeinen   Bewegungsgleichungen   des   §  10  weg.     Weil   der  Punkt  G  seinen 

Kreis  unter  dem  Einfluss  aUer  an  ihn  verlegten  KiAfte  gleichmässig  beschreibt, 

so  ist  u  =>  0  und  jp'  bs  0.   Um  daher  die  stationäre  Bewegung  zu  finden,  hat  man 

nur   in    §10   die   Werthe   Äj  =-ä.a»j,  Ä^  =  0,  Äj  =  (7n,  ai,  =  0,  Oj  =a»j,  6,  =  0, 

0,  =fi  cos  a  zu  substituiren.    Man  erhält  so,  wenn  man  g  statt  M  und  cc  statt  0 

schreibt, 

—  Cna^  +  ÄfOi  ^  cos  a  =  —  JP  •  GM  —  g  •  MP    ....    (2), 

ft  sin  a  =  —  «i  .     .     .    (6),  —  t7f*  =  JP   .     .     .     .     (6). 

Verbindet  man  damit  die  geometrischen  Gleichungen  (10),  so  ergeben  sich 
die  obigen  Resultate  f&r  die  stationäre  Bewegung  unmittelbar. 

Warum  gewisse  Kreisel  sich  in  die  Höhe  richten. 

Wenn  der  Körper  dadurch  in  Bewegung  gesetzt  wird,  dass  man,  wie  beim 
Kreisel,  eine  Schnur  von  ihm  abrollt,  so  sind  die  Anfangswerthe  von  o^,  a>,,  u,  v 
gering.  SoUen  daher  die  Schwingungen  des  Körpers  klein  sein,  so  muss  die 
stationäre  Bewegung  nach  (5)  derart  sein,  dass  (i  klein  ist.  Vergleicht  man  (12), 
so  sieht  man,  dass  diese  Bedingung  sich  dadurch  erftlllen  lässt,  dass  man  n 
gross  macht.    Man  erhält 

n(L  {C Bin  a-\-p 7})  =  —  gq,    v  =  rii^. 

Da  ein  grosser  Werth  von  oo,  oder  n  die  Gleichung  (10)  unmöglich  machen  würde, 
so  folgt  daraus,  dass  eine  stationäre  Bewegung  in  dieser  Art  nur  hergestelU  werden 
kann,  wenn  n  *  PN  klein  oder  GN  gross  ist 

Ist  der  Körper  ein  Kreisel  mit  abgerundeter  Spitze,  so  ist  zwar  PN  klein, 
trotzdem  aber  kann  die  durch  Abwinden  der   Schnur  ihm  gegebene  Winkel- 


ümdrehungskörper  auf  der  Ebene  (§  242—243).  189 

geschwindigkeit  n  noch  so  gross  sein,  dass  sie  die  Gleichung  (10)  nicht  be- 
friedigen  kann.  Wenn  die  Ebene  vollkommen  rauh  ist,  so  tritt  bei  P  eine  Stoss- 
reibung  in  Wirksamkeit,  die  gross  genug  ist,  um  P  zur  Ruhe  zu  bringen.  Ist 
die  Ebene  unvollkommen  rauh,  so  gleitet  der  Punkt  P  auf  der  Ebene  und  es 
existirt  daher  eine  Componente  der  Reibung  senkrecht  zur  Ebene  GPM^  welche 
der  mit  F'  in  der  Figur  bezeichneten  Richtung  entgegeng^etzt  ist.  Dadurch 
kommt  zu  den  bei  der  stationären  Bewegung  vorhandenen  Paaren  ein  neues,  welches 
in  der  Ebene  GPF'  auf  den  Körper  wirkt.  Weil  nun  der  Punkt  G  bei  einem 
Kreisel  nicht  auf  der  Seite  von  N,  wie  es  die  Figur  S.  186  darstellt,  sondern  auf 
der  andern  liegt,  so  geht  die  positive  Richtung  der  Axe  des  Paares  nach  der 
Linken  von  GC.  Vergleicht  man  das  Paar  mit  dem  Paar  @  in  §  209,  so  sieht 
man,  dass  es  im  Allgemeinen  die  Wirkung  hat,  dass  sich  die  invariable  Linie  in 
G,  begleitet  von  GC,*der  durch  G  gezogenen  Yerticalen  nähert.  Wenn  der  An- 
fangswerth  von  n  nur  wenig  grösser  als  der  für  (10)  erforderliche  ist,  so  richtet 
sich  der  Kreisel  nur  soweit  in  die  Höhe,  dass  die  Bewegung  der  Gleichung  ent- 
spricht. Ist  aber  n  viel  zu  gross,  so  steigt  er  so  lange,  bis  seine  Axe  merklich 
vertical  steht. 

§  248.    Die  Meine  Schwingtmg  zu  finden.    Wir  setzen 

0««  +  ^»    diff/dt'^^ii-^dy/dt,    OB,  oBn-f- jtr. 
Nach  der  Figur  ist  dann 

z  =  GM^p  +  qXf  PM  =  g  -f  (p  —p)  X, 

GN^^^-^QXBma,  PiV  =»ij  +  ^^  cos« 

und  durch  Substitution  in  (6),  (9),  (10),  (6),  (7) 

iD,  =  —  f(sina  —  ficosoeo;  —  sinaj/',  i*  =  |9a^, 

V  s=  —  fi  sin  a£  —  nr}  —  (ft  cos  «  J  +  f*^  si^*  ^-\-^Q  cos  a)x  —  sin  aly'  —  t^jp, 

Jp=|)a;"  +  f**sina{  +  «|*?2  +  2  sina/^Jj/' -j-Tjnj/' + 

+  fik(jn  cos  «4  +  fikQ  sin*  a  -|-  n^  cos  a)  a:  +  rm^z^ 

P'  =  —  (iL  cos  a£  — py,  +  fig  sin*  a-^nQ  cos  a)af  —  sin  a  Jy" — 13 ig*, 

j  _ 

worin  die  Accente,  mit  Ausnahme  des  von  F'^  Differentiationen  nach  der  Zeit 
bedeuten. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (3)  ein  und  integrürt,  so  wird 

((7  +  J3*)jEr=(|9ft  —  jifrfcosa  —  ftpsin'a  —  nQCOBcc)f^x  —  ijsina^y'    .    (A), 

Dabei  ist  die  Conjstante  weggelassen  worden,  weil  angenommen  wird,  dass  n,  a 
und  fk  alle  constanten  Theile  von  o,,  6  und  dijj/dt  enthalten. 
Durch  Substitution  in  (1)  und  Integration  erhält  man  femer 

{ Cn  —  2  J.f*  cos  ff  -f  £  {pii  —  f»  cos  a£  —  fi  sin*  «^  —  nQ  cos  a) }  x 

—  (J.  +  {«)Binay'  =  4i]af  (B) 

und  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2) 

(J.  +  JP*  +  g*) a;"  +  ^  { -^f**  (flitt*  «  —  cos' a)  -j-  Cnf*  cos  «  +  (^  —  p)  ^  +' 
+  f**  sin  a Jg  +  nftriq  +  f*' cos  «Sp  +  nfiQp cos  a  +  1**  sui*  ^QP  ]  + 

-{-^  { —  2J.f*sinacosa4"  ^'*8in«  +  2Sl?fi8ina  +  **P^)+  ^  =  0     (C). 

+  z[CiiaJia  +  t^pfl)  + 

+  { —  J.  sin  a  cos  a^*  +  ^**1*  ain  «  +  grg  +  sin  cc^^p^  +  ni^pri } 
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Das  letzte  Glied  muss  verschwinden,  da  x^  %f  ^  e  nur  periodische  Glieder  ent- 
halten. Die  so  gebildete  Gleichung  bestimmt  die  stationäre  Bewegung  und  liefert 
den  Werth  von  /». 

Um  die  Gleichungen  aufzulösen,  kann  man  setzen: 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  (A),  (B),  (C),  so  erhält  man  drei  Glei- 
chungen ,  aus  denen  sich  die  Verhältnisse  L:  M:N  eliminiren  lassen.  Ehe  man 
substituirt,  empfiehlt  es  sich,  die  Gleichungen  dadurch  zu  vereinfachen,  dass  man 
erstens  (A)  mit  £,  (B)  mit  ri  multiplicirt  und  das  letzte  Resultat  vom  ersten  ab- 
zieht und  zweitens  (A)  mit  ^iq/ti  multiplicirt  und  (C)  zu  dem  Resultat  addirt. 
Auf  diese  Weise  kommt  man  zu  der  folgenden  Determinante 


+  f^*  (P*  —  A  cos  2«  —  gr)  -f 
-f-nfiCcosa 

A^sina  cosoe-f 

Cfi(Tjsina— p) 

Cn  —  2Ä(icoBa 

Asma 

Ci 

{p  —  £  cos  a  —  if  sin*  a)  fi  — 
—  ^ncosa 

{sina 

-{C+n^ 

«0. 


§244.  Beispiele.  Beisp.  1.  Die  kleinste  Winkelgeschwindigkeit  zu  finden, 
in  Folge  deren  ein  Reif  auf  einer  graden  Linie  rollt. 

In  diesem  Fall  ist  r  unendlich  gross  und  f»  muss  deshalb  Nnll  sein.  Aus 
der  Gleichung  der  stationären  Bewegung  folgt,  dass  entweder  g  «=  0  sein  oder  der 
Reif  aufrecht  stehen  muss.    Man  hat 

jjBsa,  g  =  0,  S  =  0,  ri  =  af  ft  =  0  und  C=2A. 
Die  Determinante  wird 

(^  +  a«)i»«2n«(2A  +  a*)  — a^; 

die  geringste  Winkelgeschwindigkeit,  welche  X  zu  einer  reellen  Grösse  macht,  ist 
daher  durch 

2(C+a*)n'=a5f 

gegeben.  Ist  der  Reif  eine  Kreislinie,  so  ist  C  =  a'  und  bezeichnet  V  die  kleinste  Ge- 
schwindigkeit des  Schwerpunktes,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  V^'^  —  ag. 

Ist  er  dagegen  eine  Kreisscheibe,  so  wird  C7  =  4-«'  ^^d  V*'^  —  ag. 

Obgleich  diese  Resultate  aus  der  Determinantengleichung  abgeleitet  wurden, 
so  wird  doch  dem  Leser  gerathen,  auch  das  in  den  §§242,  243  ausführlich  an- 
gegebene Verfahren  hier  mit  den  Vereinfachungen  anzuwenden,  die  eintreten,  wenn 
der  rollende  Körper  ein  Reif  ist.  Eine  leichte  unabhängige  Auflösung  findet  man 
auch  bei  Benutzung  des  zweiten  Systems  der  Gleichungen  in  §  16. 

Beisp.  2.  Eine  Kreisscheibe  wird  mit  ihrem  Rand  auf  einen  vollkommen 
rauhen  horizontalen  Tisch  gestellt  und  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  den 
durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Durchmesser  in  Rotation  gesetzt.  Man  be- 
weise, dass  bei  stationärer  Bewegung  der  Mittelpunkt  sich  in  Ruhe  befindet,  wenn 
er  in  der  Höhe  k^Sl*/g  über  der  horizontalen  Ebene  liegt,  wobei  k  den  Trägheits- 
radius für  einen  Durchmesser  bedeutet,  imd  dass  der  Berührungspunkt,  wenn  a 
die  Neigung  der  Ebene  gegen  den  Horizont  bezeichnet,  einen  vollständigen  Um- 
gang in  der  Zeit  2x  sin  a/Sl  macht.  Wenn  die  Scheibe  in  diesem  Zustand  stationärer 
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Bewegung  leicht  gestört  wird,  zu  zeigen,  dass  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung 

^    ik*         (Äi»  +  a«)8ina       \^  .  . 
[ga  SÄ'cos*  a  +  «  SMi'aJ 

Beisp.  8.  Eine  unendlich  dünne  Ereisscheibe  bewegt  sich  auf  einer  voll- 
kommen  rauhen  horizontalen  Ebeue  auf  solche  Art,  dass  sie  die  constante 
Neigung  a  gegen  den  Horizont  beibehält.  Man  finde,  1)  unter  welcher  Bedingung 
die  Bewegung  stationär  ist,  und  2)  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung. 

a  sei  der  Radius  der  Scheibe,  k  der  Trägheit«radiu8  ftlr  einen  Durchmesser, 
»3  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Aze,  fi  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Schwerpunktes  um  das  Gentrum  des  von  ihm  beschriebenen  Kreises,  r  der  Radius 
dieses  Kreises.    Alsdann  ist  bei  stationärer  Bewegung 

(2Ä*+  a")  Wj  =  k*ii,  cos  a  —  —  cotg  a,    (2k*  +  a')r  =  —  k^a  cos  a  +  ^-j-  cotg  a 

und,  wenn  T  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung  bedeutet, 

^^y  Qc*+  a«)  =  f**{**(l  +  2  cos»  a)  +  a*  sin««)—  n^  cos  a  (6Ä*+  a«)  + 

+  2n»(2A;»4-  «*)  —  g<*  sin  a.\ 


{ 


Beispiel  4.  Ein  homogener  grader  Kreiscylinder,  dessen  Höhe  doppelt  so 
gross  als  der  Radius  seiner  Basis  ist,  roUt  auf  einer  rauhen  horizontalen  Ebene 
und  seine  Aze  ist  dabei  um  45^  gegen  die  Verticale  geneigt.  Wenn  n  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  seine  Aze  ist,  zu  beweisen,  dass  bei  stationärer  Bewegung  die 
durch  seine  Aze  gehende  Verticalebene  sich  um  eine  feste  verticale  Linie  mit  der 

Winkelgeschwindigkeit  f(s»n  •  80}/2/81  dreht.  Man  zeige,  dass  die  Momentan- 
aze  die  Aze  des  Kreisels  im  Verhältniss  von  81  :  29  theilt.  Man  beweise  femer, 
dass  die  Periode  2  n/l  der  kleinen  Schwingungen  um  die  stationäre  Bewegung  durch 

i»  -| ^—  ^  =«  7qT\*  ***  gegeben  ist,  worin  h  den  Radius  der  Basis  angibt. 

Die  Bewegung  eines  auf  seiner  Kante  rollenden  Gylinders  lässt  sich  aus  der 
eines  ümdrehungskörpers  dadurch  ableiten,  dass  mau  den  Krümmungsradius  ^  ss  o 
setzt.    Die  allgemeinen  Resultate  für  den  Cylinder  sind  etwas  complicirt,  setzt 

man  aber  a=.4ö*,  {  =  —  Ä,  i]=»Ä,  also  i>«Äy^  und  ^«0;  femer  C^si-Ä», 
A=sj^h\  so  werden  sie  erheblich  einfacher. 

Beisp.  6.  Ein  schwerer  Körper  wird  an  die  ebene  Fläche  einer  Halbkugel 
so  befestigt,  dass  das  Ganze  einen  Umdrehungskörper  bildet;  der  Radius  der 
Halbkugel  ist  a  und  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Körpers  von 
dem  Centrum  der  Halbkugel  h.  Der  Körper  wird  mit  seiner  sphärischen  Fläche 
auf  eine  horizontale  Ebene  gestellt  und  auf  irgend  eine  Art  in  Bewegung  gesetzt. 
Man  zeige,  dass  ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen 

Ä  sin*  6  -^  -f  ^®8  (^s  ^  H — )  ■*  Constante 

ist,  mag  nun  die  Ebeoie  glatt,  unvollkommen  rauh  oder  vollkommen  rauh  sein. 

Offenbar  sind  die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
die  Winkelbewegungsgrösse  um  die  durch  G  gehende  Verticale.  Sie  heisse  I. 
Da  wir  die  Momente  um  eine  beliebige  durch  G  gehende  Aze  so  nehmen  dürfen, 
als  läge  G  im  Raum  fest,  so  ist  dl/dt  =  F' . PM.  Es  ist  aber  PJkf — P2V .  Ä/a; 
durch  Elimination  von  F'  mit  Hülfe  von  (8)  und  Integration  erhält  man  daraus 
das  gesuchte  Resultat. 


192 


Kapitel  V.    Bewegung  bei  beliebigen  Klüften. 


Das  Integral  gibt  Je  11  et  in  seiner  Theofy  of  friction^),  £ap.  8,  1872;  er 
findet  es  freilich  auf  ganz  andere  Art,  wie  wir.  Er  nimmt  auch  an,  die  Rotation  um 
die  Axe  der  Figur  sei  so  schnell,  dass  die  Reibung  senkrecht  zu  der  die  Axe 
der  Figur  enthaltenden  Verticalebene  wirkt.  Er  zeigt  femer  mit  Hülfe  des  Inte- 
grals, dass  die  Axe  eines  auf  einer  unvollkommen  rauhen  horizontalen  Ebene  ro« 
tirenden  Kreisels  „bald  vertical  wird,  wenn  man  annimmt,  dass  die  andern  Be- 
wegungen im  Vergleich  zur  Rotation  um  diese  Axe  langsam  sind". 

Beisp.  6.  Eine  ümdrehungsfläche  rollt  auf  einer  andern  vollkommen  rauhen 
ümdrehungsfl&che  und  ihre  Axe  steht  dabei  vertical.  Der  Schwerpunkt  der  rol- 
lenden Fläche  liegt  in  ihrer  Axe.  Man  finde  die  Fälle  stationärer  Bewegung,  in 
welchen  für  die  Axen  der  beiden  Flächen  die  Möglichkeit  besteht,  während  der 
Bewegung  in  einer  verticalen  Ebene  zu  bleiben. 

Es  sei  6  die  Neigung  der  Axen  der  beiden  Flächen  gegeneinander,  P  der 
Berührungspunkt,  OM  ein  Loth  auf  die  Berührungsebene  in  P,  PN  ein  Loth  auf 
die  Axe  GC  des  rollenden  Körpers,  F  die  Reibung,  B  die  Reaction  bei  P,  n  die 
Winkelgeschwindigkeit  des  rollenden  Körpers  um  seine  Axe  GC,  fi  die  Winkel- 
geschwindigkeit, mit  der  G  seine  Kreisbahn  im  Raum  beschreibt,  r  der  Radius 
dieses  Kreises.    Bei  stationärer  Bewegung  ist  dann 

Jf f*  sin  0 (Cw  —  A|»  cos  0)  =  —  F  .  Ö3f  —  22  .  Jtf  P, 
JB  a=  —  Mry^  sin  «  -j-  Mg  cos  a, 
JP  =  —  Mry^  cos  a  —  Mg  sin  «, 
n  .  PN  -f  ft  sin  e  •  GN  =  —  ryi,, 

worin  M  die  Masse  des  Körpers  bedeutet.    Dieses  Beispiel  wurde  vom  Verfasser 
in  einem  examinaJtion  paper  an  der  Universitilt  zu  London  1860  gegeben. 


Ä 


§  245.  Allgemeine  Bewegnngsgleielmiigeii.  Eine  Fläche  von  beliebiger  Ge- 
stalt roUt  auf  einer  festen  horizontalen  Ebene  unter  der  Wirkung  der  Schwere.  Man 

bilde  die  Bewegungsgleichungen. 

Es  seien  GÄ,  GB,  GC  die  Hauptaxen  für 
den  Schwerpunkt  und  zugleich  auch  die  Be- 
zugsaxen  und  die  Masse  sei  die  Einheit. 
9(£>  Vj  t)  m^ge  die  Gleichung  der  Oberfläche 
des  Körpers  und  (£,  i],  {:)  die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  P  sein.  Sind  (jp,  g,  r)  die 
Richtungscosinusse  der  nach  auswärts  gehenden 
Normalen  zur  Fläche  im  Punkt  £,  i],  £,  so  ist 

,d(p        ,dq>        ,dtp 

Zuerst  sei  die  Ebene  vollkommen  rauh,  X,  Y,  Z  seien  die  in  der  Richtung 
der  Axen  genommenen  Componenten  der  Resultante  aus  der  normalen  Reaction 
und  den  beiden  Reibungen  im  Punkt  £,  t],  £  und  die  Masse  des  Körpers  sei  die 
Einheit.    Nach  den  Euler^schen  Gleichungen  ist 

ui<  — (.B  — (7)a>,(D,  ^TiZ^^Y] 

.Ba),'—((7  — A)«,©!  ^tX  —  ^Z 

Co»,' —  (^  —  JB)  «i «,  =  4r— TjZ, 
worin  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben. 


(i;, 


1)  Vergl.  die  deutsche  Bearbeitung  von  Lüroth  und  Schepp:  Die  Theorie 
der  Reibung,  Leipzig,  Teubner,  1890,  S.  202. 
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Femer  sind  die  Gleichungen  för  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  nach  §  6 

mC  —  tJfflj  +  W©,  =  gF|9  +  X 

v'  —  wa^  +  ttoB,  =B  gq-\    Y (2) 

w*  —  ua^  +  ^®i  ^  9^'  +  '^- 
und,  weil  die  Linie  (p,  q^  r)  immer  vertical  bleibt,  nach  §  18 

gr'  =  raij--|)a), (8). 

/  =  pai,  —  qa>i 

Da  der  Punkt  (£,  i],  £)  für  den  Augenblick  ebensowohl  in  Bezug  auf  die 
beweglichen  Axen,  fjs  auch  im  Raum  festliegt,  so  iat  nach  §  17 

^  »  u  —  1JCO3  +  tw,  =»  0 

F  =  ^  -  J«,  +  Joij  =»  0 (4), 

Tr=  «7  —  £a>,  +  7j»i  =  0, 

worin  U,  F,  W  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  P 
in  der  positiven  Richtung  der  Azen  sind. 

§  246.  Zweitens  sei  die  Ebene  voUkomtnen  glatt.  Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3) 
bleiben  auch  für  diesen  Fall  bestehen,  während  die  Gleichungen  (4)  ihre  GiUtig- 
keit  yerlieren.  Da  die  Resultante  von  X,  Y*,  Z  eine  normal  zur  festen  Ebene  ge- 
richtete Reaction  M  ist,  so  wird 

X^—pR,     Y^  —  qB,    Z^-^rB (6). 

B  hat  das  negative  Vorzeichen  erhalten,  weil  (p,  q,  r)  die  Richtungscosinusse 
der  nach  auswärts  gerichteten  Normalen  sind,  die  Componenten  von  B  daher, 
wenn  die  Cosinusse  positiv  genommen  werden,  offenbar  sämmtlich  negativ  sind. 
Wenn  B  in  irgend  einem  Augenblick  verschwindet  und  das  Zeichen  wechselt,  so 
verlässt  der  Körper  die  Ebene. 

Da  die  Geschwindigkeit  von  G  parallel  der  festen  Ebene  der  Richtung  und 
Grösse  nach  constant  ist,  so  wird  man  es  in  der  Regel  vortheilhafter  finden,  die 
Gleichungen  (2)  durch  die  folgende  einfache  Gleichung  zu  ersetzen.  GM  sei  das 
Loth  auf  die  feste  Ebene  und  MG  =^  e;  man  hat  dann 

s^'^  —  9  +  B (6). 

Die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  normal  zur  Ebene  muss  Null 
sein;  diese  Bedingung  kann  man  in  einer  der  beiden  gleichwerthigen  Formen 
ausdrücken 

Up+Vq+Wr^O  1       •     -     (7) 

§  247.  Drittens  gleite  der  Körper  auf  einer  unvollkommen  rauhen  Ebene,  Die 
Gleichungen  (1),  (2),  (3)  und  (7)  gelten  wie  zuvor.  Wenn  der  Reibungscoefficient 
fi  ist,  so  muss  die  Resultante  der  Kräfte  X,  Y,  Z  mit  der  Normalen  im  Be- 
rührungspunkt einen  Winkel  bilden,  dessen  Tangente  n  ist;  daher 

(Xp  +  Yq+  Zry 1_  • 

X»  +  r«  +  JZT*'  ""  1  +  fi« ^^• 

Da  ferner  die  Resultante  von  (X,  Y,  Z),  die  Normale  in  P  und  die  Richtung 
des  Gleitens  in  derselben  Ebene  liegen  müssen,  so  besteht  die  Determinanten- 
gleichung 

X{qW~rr)+Y(rü  —  pW)+Z(pV''qü)^0      .    .     .    (9;. 
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Weil  die  Reibung  der  Richtung  des  Gleitens  entgegengesetzt  ist,  so  muss 
XU -^  y F  + -Z^ TF  negativ  sein.  Verschwindet  dieser  Ausdruck  oder  wechselt 
er  sein  Vorzeichen,  so  hört  der  Berührungspunkt  zu  gleiten  auf. 

Geht  der  Körper  von  der  Ruhe  aus,  so  benutze  man  die  in  Bd.  1,  Kap.  IV 
erklärte  Methode,  um  zu  bestimmen,  ob  der  Berührungspunkt  zu  gleiten  beginnt 
oder  nicht  Man  kann  das  Verfahren  kurz  so  angeben.  Man  nehme  an,  X,  IT,  Z 
seien  die  Kräfte,  die  erforderlich  dazu  sind,  das  Gleiten  zu  yerhindem.  Da  nun 
tt,  Vj  fo,  flOj,  00,,  a>3  Anfangs  sämmÜich  Null  sind,  so  erhält  man  durch  Diffe- 
rentiation von  (4)  und  Elimination  der  Differentialquotienten  von  u,  t^,  tr,  c»i ,  «i ,  «s 
drei  lineare  Gleichungen,  aus  welchen  X,  Y,  Z  als  Functionen  der  bekannten 
Anfangswerthe  von  (p,  q,  r)  und  (£,  i],  t)  zu  ermitteln  sind.  Der  Berührungspunkt 
wird  gleiten  oder  nicht,  je  nachdem  diese  Werthe  die  linke  Seite  der  Gleichung 
(8)  kleiner  oder  grösser  als  die  rechte  Seite  machen. 

Auf  diese  Art  reichen  die  Gleichimgen  (1),  (2)  und  (4),  wenn  der  Berührungs- 
punkt für  den  Augenblick  festliegt,  Am,  um  die  Anfangswerthe  von  2,  Y,  Z,  d.  h. 
die  Componenten  der  Beaction  im  Berährungspunkt  gu  finden.  Es  ist  dasselbe 
Verfahren,  welches  in  Bd.  1,  Kap.  IV  unter  der  Ueberschrift  Anfangshewegu/ngen 
dazu  benutzt  wurde,  den  Anfangs werth  einer  Beaction  zu  finden,  und  darin  be- 
stand, die  geometrischen  Gleichungen  zu  differenziren  und  aus  den  dynamischen 
Gleichungen  einzusetzen.  Es  scheint  dies  die  einfachste  Methode  zu  sein,  doch 
kann  man  auch  eine  der  beiden  folgenden  benutzen. 

Die  Gleichungen  für  X^  Y,  Z  kann  man  dadurch  erhalten,  dass  man  die 
Kräfte  so  behandelt,  als  ob  sie  unbegrenzt  kleine  Momentankräfte  wären.  Man 
kann  sich  denken,  es  wirkten  in  der  Zeit  dt  auf  den  Körper  eine  Momentankraft 
gdt  im.  Punkt  G  und  eine  andere,  deren  Componenten  Xdt^  Ydt,  Zdt  sind,  im 
Punkt  P.  In  Bd.  1  in  dem  Kapitel  über  die  Bewegungsgrösse  ist  gezeigt  worden, 
dass  man  sie  eine  nach  der  andern  betrachten  kann.  Die  erste  hat  zur  Folge, 
dass  P  eine  zur  festen  Ebene  normale  und  nach  aussen  gerichtete  Geschwindigkeit 
gdt  erhält.  Wenn  P  nicht  gleitet,  so  muss  die  Stosskraft  in  P  die  Wirkung 
haben,  diese  Geschwindigkeit  zu  zerstören. 

In  dem  Kapitel  über  Bewegungsgrösse  in  Bd.  1  sind  gewisse  Formeln  aus 
den  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Stosskräfbe  abgeleitet  worden,  aus  denen  sich 
die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Angriffspunktes  einer  jeden 
Stosskraft  finden  lassen.  Auch  wurde  eine  geometrische  Darstellung  dieser 
Formeln  mit  Hülfe  eines  Ellipsoides  E  =  Constante  gegeben,  wobei  unter  E  die 
durch  den  Stoss  erzeugte  lebendige  Kraft  verstanden  wurde.  Wir  wollen  die 
ganze  Untersuchung  hier  nicht  wiederholen  und  diese  Formeln  zur  Ermittelung 
von  X^  Y,  Z  benutzen.  Wir  setzen  dem  entsprechend  u^=^  pg^  ^i  "=  19i  ^i  ^=^9 
und  1«, ,  ^2 ,  tc,  auf  der  linken  Seite  gleich  Null  und  vertauschen,  um  sie  der  Be- 
zeichnung in  diesem  Paragraphen  anzupassen,  p,  q,  r  auf  der  rechten  Seite  mit 
£,  Y],  ^.  Geometrisch  gleitet  der  Berührungspunkt  nicht,  wenn  der  Durchmesser, 
welcher  der  festen  Ebene  in  Bezug  auf  das  E  genannte  Ellipsoid  coigugirt  ist, 
einen  kleineren  Winkel  als  arctg  f»  mit  der  Normalen  macht. 

In  jedem  Fall  kennt  man,  wenn  i>,  $,  r  gefunden  sind,  die  Neigungen  der 
Hauptaxen  gegen  die  Verticale.  Ihre  Bewegung  um  die  Verticale  lässt  sich  dann 
mittelst  des  in  §  19  angegebenen  Verfahrens  ableiten.  Hat  man  ii,  v,  w  und  die 
Bewegungen  der  Axen  ermittelt,  so  lässt  sich  die  Componente  der  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes  in  der  Richtung  einer  beliebigen  im  Raum  festliegenden 
Geraden  durch  Zerlegung  finden. 

§  248.  Die  Principien  der  Flächen  und  der  lebendigen  Kraft  liefern  einige 
Integrale  dieser  Gleichungen.    Wenn  die  Ebene  vollkommen  glatt  ist,  so  wird 

Am^p  +  Boo^q  +  Cm^r  =  a, 

Jl«i*  +  JBco,»  +  C«,*  +  {dz/dty=^  jJ  —  2gg^ 
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worin  a  und  §  zwei  Constante  sind.    Ist  die  Ebene  aber  yollkommen  rauh,  so 
hat  man 

§  249.  Beispiele.  Beisp.  1.  Ein  Körper  ruht  mit  einer  ebenen  Fläche  auf 
einer  unvollkommen  rauhen  horizontalen  Ebene,  deren  Beibungscoefficient  ft  ist. 
Der  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt  yertical  über  dem  seiner  Grundfläche  und  die 
Qestalt  dieser  Fläche  ist  derart,  dass  ihr  Trägheitsradius  fEbr  eine  beliebige  in 
ihrer  Ebene  liegende  und  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende  Gerade  y  ist.  Der 
Körper  wird  nun  längs  der  Ebene  so  fortgeschleudert,  dass  die  Anfangsgeschwindig- 
keit seines  Schwerpunktes  v^  und  die  Anfangsrotation  um  eine  yerticale  durch 
seinen  Schwerpunkt  gehende  Axe  co^  ist.  Wenn  to^  sehr  klein  ist,  zu  beweisen, 
dass  sich  der  Schwerpunkt  in  einer  Geraden  bewegt  und  dass  seine  Geschwindig- 
keit am  Ende  irgend  einer  Zeit  t  gleich  «^  —  ^gt  ist.  Wenn  a>  die  Winkel- 
geschwindigkeit zu  derselben  Zeit  ist,  zu  beweisen,  dass  77 log — «1 — ^-^  ist, 

worin  h   den  Trägheitsradius   des   Körpers  fOr  eine   durch  seinen   Schwerpunkt 
gehende  Yerticale  bezeichnet.  [Poisson,  TraiU  de  Micanique.] 

Beisp.  2.  Ein  Körper  von  beliebiger  Gestalt  ruht  so  mit  einer  ebenen 
Grundfläche  auf  einer  glatten  festen  Ebene,  dass  das  Loth  vom  Schwerpunkt  G 
des  Körpers  auf  die  Ebene  in  diese  Grundfläche  fällt.  Wenn  der  Körper  nun  von 
einem  Schlag  getroffen  wird,  der  durch  G  geht  oder  wenn  er  sich  Ton  der  Buhe 
aus  unter  der  Wirkung  beliebiger  endlicher  Kräfte,  deren  Resultante  durch  G 
geht,  zu  bewegen  anfängt,  zu  beweisen,  dass  er  nicht  umfallen  kann,  sondern 
beginnen  wird,  auf  der  Ebene  zu  gleiten,  auch  dann,  wenn  die  Richtung  der  Kraft 
die  Ebene  ausserhalb  der  Basis  trifit.  [Cour not.] 

Beisp.  8.  Ein  schweres  Ellipsoid  wird  auf  eine  schiefe  Ebene  gesetzt  |und 
berührt  sie  in  einem  Punkt  P,  dessen  Goordinaten  in  Bezug  auf  die  Hauptdurch- 
messer (£,  9],  t)  8u>d-  Man  leite  aus  den  §§  246  und  247  die  Anfangs werthe  der 
Reaction  in  P  ab,  wenn  die  Ebene  (1)  yollkommen  rauh,  (2)  yollkommen  glatt 
ist.    Daraus  ermittle  man  die  A nfangsrichtung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes. 

§  260.  Schwiiigiuigen  auf  einer  ravlieii  horizoiitaleii  Ebene.  Welche  Ge- 
stalt ein  Körper  auch  haben  mag,  man  kann  immer  annehmen,  er  werde  um  die 
Normale  im  Berührungspunkt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  in  Rotation  ge- 
setzt. Fährt  der  Körper  fort,  um  diese  Normale  als  permanente  Axe  zu  rotiren, 
so  muss  sie  eine  Hauptaxe  f3r  den  Berührungspunkt  sein  und  muss  auch  durch 
den  Schwerpunkt  gehen.  Dies  kann  aber  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  die 
Normale  eine  Hauptaxe  für  den  Schwerpunkt  ist.  Hat  man  dagegen  n  =-  0,  so  ist 
diese  Bedingimg  nicht  nöthig.    Es  sind  daher  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  FaU,  Ein  Körper  von  beliebiger  Gestalt  ruht  im  Gleichgewicht  mit  dem 
Pw^  G  auf  einer  ratthen  horizontalen  Ebene^  wobei  eine  Haupteixe  für  den  Schwer- 
punkt G  vertical  steht;  er  toird  down  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  um  GC  in  Bo- 
taJtum  gesetzt.  Eine  kleine  Störung  wird  dem  Körper  gegeben;  man  soU  die  Be- 
wegung finden, 

2.  FaM.  Ein  Körper  von  beliebiger  GestaU  wird  im  Gleichgewicht  auf  eine 
rauhe  horizontale  Ebene  gesetzt,  toobei  sein  Schwerpunkt  ^iber  dem  Berührungspunkt 
liegt.    Eine  kleine  Störung  unrd  dem  Körper  gegeben;  man  soU  die  Bewegung  finden, 

§  251.  1.  FaU.  Nimmt  man  an,  der  Körper  entferne  sich  nicht  weit  aus 
seiner  Anfangslage,  so  sind  aUe  Grössen  p,  g,  u,  v,  «7,  (d^,  o>,  klein  und  nahezu 
r  =  l.  Man  sieht  daher  aus  (2),  dass  X,  T  bei  Vernachlässigung  der  Quadrate 
kleiner  Grössen  ebenfalls  klein  sind  und  dass  nahezu  Z  «»  —  g  ist.    Aus  (1)  folgt^ 

13* 
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daBB  «Dg  confltant  und  daher  =  n  ist.  Ebenso  sind  £  und  ij  klein  und  nahezu 
J;  SS  A;  dabei  bezeichnet  h  die  Höhe  des  Schwerpunktes  über  der  horizontalen 
Ebene,  ehe  die  Bewegung  gestört  wurde.  Der  Qleichung  der  Fl&che  kann  man 
nach  Taylor 's  Theorem  die  Form  geben 


^-'-TeT+4=+';). 


!• 


worin  a,  b^  c  Constante  sind,  die  von  der  Krümmung  der  Hauptschnitte  des 
Körpers  im  Punkt  C  abhängen. 

Vernachlässigt  man  die  Quadrate  aller  kleinen  Grössen,  so  werden  die  Glei- 
chungen des  §  246 

Äa^  —{B  —  C)  noB,  ^^  —  gri  —  hY 

JBcd/  — (0—  Ä)na>i^  hX  +  g^ 

u'  -^  nv  ^  gp  +  X,  v'  +  nu  ^  gq  +  Y, 

p'  =  ng  —  «,,  g'  =  «1  —  np, 

u — ni3  +  Äai,=  0,  «  —  Äa)i +  ♦*£=*  ^i 

^^ä+fc'  ^--b  +  7- 

Durch  Elimination  von  X,  Y,  ii,  i;,  a>i,  (d,  aus  diesen  Gleichungen  erhält 
man,  wie  in  §  16, 

(Ä  +  h^^'  +  {Ä  +  B  +  2h^'^C)np'-^{{B  —  C)n*  +  hg  +  h*n^\  g  = 

—  (JB  +  Ä«)i)"  +  (A  +  B  +  2Ä»— C)ng'+  {(A^C)n^  +  hg  +  h*n*]p  = 

^(g  +  hn^i  +  hnrf. 

Es  empfiehlt  sich,  £  und  ri  durch  p  und  g  auszudrücken.  Die  rechte  Seite 
einer  jeden  Gleichung  nimmt  dann  die  Gestalt  an 

Lp  +  Mg  +  L,p'  +  M,q\ 

Um  sie  aufzulösen,  setze  man  p  «  Pe^',  q^^Qe^*^  worin  P  und  Q  zwei  Constanten 
sind  (§  112).  Substituirt  man  in  die  Gleichungen  und  eliminirt  P/Q,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  yierten  Grades  für  n.    Die   so    gefundenen  Werthe   von  f* 

müssen  die  Form  -j^  ^Y^^  —  1  haben,  wenn  die  Bewegung  durchgehend  schwingend 
sein  soll.  Ist  dies  der  FaU,  so  hat  der  Körper  zwei  gleichzeitige  schwingende 
Bewegfungen,  deren  Perioden  ^yc/l^  und  2n/X^  sind  (§  116). 

Wenn  die  Tangenten  an  die  Krümmungslinien  des  beweglichen  Körpers  in  C 
den  Hauptaxen  für  den  Schwerpunkt  parallel  laufen,  so  lassen  sich  diese  Glei- 
chungen bedeutend  yereinfachen.  Der  Gleichung  der  Fläche  kann  man  in  diesem 
Fall  die  Gestalt  geben 

=-»-t(^+¥). 

worin  a  und  c  die  Krümmungsradien  der  Krümmungslinien  sind.  Die  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  werden  dann 

—  ig  +  hn^cq-^hnap'  bezügl.  (g-^hn^ap-\-hncq. 

Um  den  Gleichungen  zu  genügen,  reicht  es  hin 

p  -=  F  cos  (X«  +  /),    g  =»  ö  sin  (Xt  +  /) 
zu  setzen. 

Diese  Vereinfachung  ist  möglich,  weil  man  im  voraus  sieht,  dass  bei  der 

Substitution  dieser  Werthe  die  erste  Gleichung  nur  sin(X<-f /)  und  die  zweite 

nur  cos  (Xt  -f  0  enthält.    Diese  trigonometrischen  Glieder  lassen   sich  dann  durch 

Division  aus  den  Gleichungen  entfernen,  so  dass  zwei  Beziehungen  zwischen  den 


Schwingungen  auf  einer  rauhen  Ebene  (§  251 — 262).  197 

Constanten  F^  G  und  X  übrig  bleiben.    Eliminirt  man  das  Verhältniss  F/O^  so 
erhält  man  die  folgende  quadratische  Gleichung  für  X* 

[(^  +  Ä«)X«+ {JB  -  C7+ Ä(Ä  -  c)}  n«+ fl'CÄ  -  c)][(2?  +  *•)!«  + 
+  {^  -  C7  +  Ä(Ä  -  a)}  n«+  ^(Ä  -  a)]  = 
=  l«n*{^  +  JB  +  2Ä«— C  — Äa}  {^  +  B  +  2Ä«--C— Äc}. 

Sind  Z|,  1^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  wird  die  Bewegung  durch  die 
Gleichungen 

p^F^  cos  {X^t  +  f,)  +  F,  cos(X,«  +  f,) 


,Bm(X,t  +  f,)] 


q^G,Bm{X,t  +  f,)  +  G, 

dargestellt,  worin  G^/F^^  G-tl^t  bekannte  Functionen  von  Zj  bez.  \  sind  und 
F^^F^y  A 1  ft  Constanten  bedeuten,  die  aus  den  Anfangs werthen  von  p,  g,  dp/dty 
dq/dt  zu  bestimmen  sind. 

Soll  die  Bewegung  stabil  sein,  so  müssen  die  Wurzeln  dieser  quadratischen 
Gleichung  reell  und  positiv  sein.  Die  Beding^gen  dafür  lassen  sich  leicht  aus- 
drücken. 

§  262.  Beispiele.  Beisp.  1.  Ein  ümdrehungskGrper  wird  mit  verticaler 
Axe  auf  eine  vollkommen  rauhe  horizontale  Ebene  gestellt  und  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit n  um  seine  Axe  in  Rotation  gesetzt.  Wenn  c  den  Erünmiungs- 
radius  an  der  Spitze,  h  die  Höhe  des  Schwerpunktes,  A;  den  Trägheitsradius 
für  die  Axe,  k'  den  ffir  eine  Axe  bezeichnet,  die  durch  die  Spitze  senkrecht 
zur  Figurenaxe  geht,   zu  zeigen,   dass   die   Lage  des  Körpers  stobil  ist,   wenn 

*>*      *'  +  ÄC      "*• 

Beisp.  2.  Ein  EUipsoid  berührt  mit  einem  seiner  Scheitel  eine  glatte^ 
horizontale  Ebene.  Mit  welcher  Winkelgeschwindigkeit  muss  es  um  die  verticale 
Axe  rotiren,  wenn  das  Gleichgewicht  stabil  sein  soll? 

Antwort.  Sind  a^  h^  c  die  Halbaxen,  c  die  verticale  Axe,  so  muss  die 
Winkelgeschwindigkeit  grösser  als 


yc4  —  a<  +  i/c<  —  h* 

a«  +  6« 
sein.    [Puiseux.] 

Beisp.  3.  Ein  Körper  von  beliebiger  Form  wird  im  Gleichgewicht  mit  dem 
Punkt  C  auf  eine  glatte  horizontale  Ebene  gesetzt,  wobei  eine  Hauptaxe  G^C  für 
den  Schwerpunkt  vertical  steht,  und  es  wird  ihm  eine  Winkelgeschwindigkeit  n 
um  GC  mitgetheilt.  Wenn  ihm  nun  eine  kleine  Störung  gegeben  wird,  zu  zeigen, 
dass  die  harmonischen  Perioden  sich  aus  der  quadratischen  Gleichung 

{ÄX^  +  E){BX^  +  20  =-  (^  +  JB  —  QnU«  +  g^  fe'—  rt"  sin»  d  cos"  d 

ableiten  lassen,  in  der 

E^iB—  C)n«  +  ^{(Ä  —  ü)  sin»  ^  +  (ä  —  a')  cos«  d), 

2r  =  (^  —  C)n«  +  ^{ (Ä  —  p)  cosM  +  (Ä  —  p')  sin»  d) 
ist. 

Dabei  ist  h  die  Höhe  des  Schwerpunktes,  p,  p^  die  Hauptkrümmungsradien 

für  den  Scheitel  und  d  der  Winkel,  den  die  Hauptaxe  GA  mit  der  Ebene  des 
Schnittes  macht,  dessen  fijrümmungsradius  p  ist.    [Puiseux.] 

Beisp.  4.  Ein  schwerer  starrer  Körper  ruht  mit  einer  ebenen  Basis  im  Gleich- 
gewicht auf  dem  höchsten  Punkte  einer  rauhen  festen  Kugel,  wobei  die  Hauptaxe  G  C 
für  den  Schwerpunkt  G  vertical  steht.    Er  wird  um  die  Axe  GC  mit  der  Winkel- 
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geschwindigkeit  n   in  Rotation  gesetzt;   man  soll  die  Scbwingongsperioden  um 
diese  stationäre  Bewegung  bestimmen. 

Im  deni  allgemeinen  Fall  ijst  das  Resultat  etwas  complicirt;  es  wird  einfacher, 
wenn  A  =  B  ist.  p,  9,  —  c  seien  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  in 
Bezug  auf  im  Körper  festliegende  Azen  GA^  GB,  GC.  Es  sei  a  der  Radius  der 
Kugel  und  die  Masse  des  Körpers  die  Einheit.  Man  hat  dann  p  =  P  sin  p  t, 
q=^Q  cos  gt,  worin  q  durch 

{{A  +  c^)Q^-{g+cn*)a]{Q^—n^+g€Q^^±nQ[{C—Ä-'C^+ca)(Q^-n')+gc] 

bestimmt  wird.    Ein  Factor  ist  offenbar  9  ^  n. 

Sind  ^,  ri  dde  Coordinaten  des  Berührungspunktes  in  Bezug  auf  im  Raum 
festliegende  Axen,  so  ist 

S  ^=»  P  sin  (p  +  «)  * ,    73  =  C  cos  (p  +  n) «. 

Beisp.  5.  Ein  massiver  Würfel  befindet  sich  in  neutralem  Gleichgewicht  auf 
dem  Gipfel  einer  rauhen  festen  Kugel  vom  Radius  c.  Er  wird  nun  um  eine  verticale 
durch  seinen  Schwerpunkt  gehende  Axe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  in 
Rotation  gesetzt.    Man  beweise,  dass  dieser  Zustand  stationärer  Bewegung   nur 

dann  stabil  ist,  wenn  n*  >  (ö5  +  7}/7Ö)^/4c  ist. 

In  diesem  Falle  reducirt  sich  die  cubische  Gleichung  in  dem  letzten  Bei- 
spiel auf 

9 '  +  w  P*  —  I  w*  p  —  l  (n*  +  ^/c)  n  «  0. 
Die  Wurzeln  sind  reell,  wenn  die  angegebene  Bedingung  erfüllt  ist. 

§  268.  2.  Fall.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Problem  in  §  250 
zurück  und  gehen  dazu  über,  die  Schwingimgen  um  den  Gleichgewichtszustand  hei 
einem  schweren  Körper  zu  besprechen^  der  auf  einer  horizontalen  rauhen  Ebene  ruht 
und  dessen  Schwerpunkt  sich  über  dem  Berühru/ngspwnkt  befindet, 

Ninmit  man  an,  die  Störung  sei  gering,  so  sind  alle  Grössen  cdj,  «d,,  «d,,  u,  t?,  w 
klein.  Daher  werden  bei  Vernachlässigung  der  Quadrate  kleiner  Grössen  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  in  §  245  bez. 

Ato^'^nZ—tY,    Ba^'^tX—^Z,    O©,' =-|  r~7]X     .     .      (I), 
u'  =  gp  +  X,  »'  =  </ä[+r,  w'^gr  +  Z     .     .     .     (D). 

£01  ^01  £0  seien  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  in  der  Gleichgewicht«- 
läge  und  es  sei  £  =  So  +  ii »  'J  *=  'Jo  +  ^1  >  ^  *=  fo  +  &  •  ^  ^®^  kleinen  Gliedern 
der  Gleichung  (4)  kann  man  dann  f^,  y]^,  So  st-Siti  £,  97,  f  setzen.  Man  erhält 
mithin,  wenn  man  differenzirt  und  X,  F,  Z,  u,  v,  w  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(I)  und  (11)  eliminirt, 

{A  +  no'  +  to*X-^Vo<-^io<---9inr-t^  .   .   .   (iii) 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen. 

\Pot  2o»  *o  ß^ien  die  Werthe  von  p,  g,  r  in  der  Gleichgewichtslage.  Dann 
ist  Iq/p^  :=»],, /jf^  saj^j/r^  =  p,  worin  q  den  Radiusvector  von  G  nach  dem  Be- 
rührungspunkt bedeutet.  In  den  kleinen  Gliedern  der  Gleichungen  (3)  kann  man 
nun  ppo,  9^0,  Qr^  statt  1^,  vj^,  i^  schreiben.  Damit  werden  die  Gleichungen  (lll) 
bei  Substitution  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (3) 

A<o,'^no9r"-So9q''-9inr-tg) (IV) 

mit  zwei  ähnlichen  Ausdrücken. 

Zur  Zeit  t  sei  p  =  2)^>  +  o;,  gf  =  2o  +  J/i  r=^rQ-\-z,    Da  nun 

(Po  +  ^)'  +  («0  +  yy  +  {ro  +  ^)'  =  1 
ist,  80  hat  man  p^^x  -{-  q^y  '^-  r^z  1=^  0,    Weil  femer  die  Gestalt  der  Fläche  be< 


-0 (VI). 
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kannt  ist,  so  lässt  sich  x^  y^  z  durch  1^,  771 ,  ^   ausdrücken  und  auf  diese  Art 
rir  —  tgf,  tp  —  i^i  {?  — »?1>  ^^  Gestalt  — g(rir  —  t9)  =  Lx-^  My  etc.  geben. 
Die  Gleichungen  (IV)  werden  jetzt 

Äio,' ^  TloQ^"  -  ioQy'' +  Lx  +  My (V) 

mit  zwei  ähnlichen. 

Differenzirt  man  die  Gleichungen  (3)  und  substituirt  für  dto^/dt^  dcs^/dt,  dm^/dt 
ihren  Werth  aus  (V)  und  für  e  und  je?"  aus  p^x  -{-  q^^y  -^  r^z  =  0^  so  erhält  man 
Gleichungen  von  der  Form 

Fx''  +  Gy''  ^Hx  +  Ky 

F,x"  +  G,f/' ^  H,x  +  K, 

Um  sie  aufzulösen,  setze  man  a;  =  P  cos  (>l*  +  /0>  y=  Q  ^^(^^-^f)i  s"^- 
stituire  und  eliminire  die  Verhältnisse  P/Q.  Man  erhält  die  folgende  quadratische 
Gleichung  für  X* 

FX"  +  H,        GV  +  K 

Mit  Hülfe  der  zwischen  x,  y,  z  bestehenden  Beziehung  kann  auf  diese  Art 
X  sowohl  als  y  und  z  durch  einen  Ausdruck  yon  der  Form 

P,  cos  (X,«  +  /;)  +  P,  cos  {X,t  +  u) 
dargestellt  werden. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (V),  so  sieht  man,  dass  die 
Ausdrücke  für  09,,  co,,  co,  die  Gestalt 

St^+E^  con(X,t  +  Q  +  E^  co8{X^t  +  /",) 

haben,  worin  J^^,  E^  bekannte  Functionen  von  P^,  P,,  und  X,,  Z,  sind, 
^,  ^,  Ag  aber  kleine  willkürliche  GrGssen  bedeuten.  Durch  Substitution  in 
die  Gleichungen  (3)  und  Gleichsetzung  der  Coefücienten  yon  cos  (Xj  ^  -f  /i)  ^^^ 
cos  (X,  j  -|-  f^)  findet  man  die  Werthe  von  E^  und  E^  ohne  Schwierigkeit.  Man 
erkennt  auch,  dass  Sl^/p^  =  Sl^/q^  =^  ^s/^o  ^^  muss,  und  dass  daher  von  den 
drei  Grössen  ^,^,52,  in  der  That  nur  eine  willkürlich  ist.  Man  hat  mithin 
nur  fünf  willkürliche  Gonstante,  nämlich  Pj,  P,,  f^,  /j  und  Äj.  Sie  werden 
durch  die  Anfangswertbe  von  a)|,  o,,  co, ,  a;  und  y  bestimmt. 

Um  die  Bewegung  der  Hauptaxen  um  die  Verticale  zu  finden,  sei  tp  der 
Winkel,  den  die  Ebene,  welche  GC  und  die  Verticale  enthält,  mit  der  Ebene  von 
AC  macht.  Zeichnet  man  sich  nun  eine  Figur  für  den  Normalfall  auf,  in  welchem 
p,  q,  r  sämmtlich  positiv  sind,  so  sieht  man,  dass,  wenn  y.  die  Geschwindigkeit 
bedeutet,  mit  welcher  sich  GC  um  die  Verticale  dreht, 

fiyi  -_  ft  =  «^  cos  9  +  ©,  sin  9  =  (po©!  +  gfo®i)/yi  —  ♦'o' 
ist.     Substituirt  man  für  oi^,  <d,,  so  nimmt  fi  die  Form 

,£  =  tS  +  JVi  cos  (l,t+f^)  +  N^  cos  (X^t  +  f^) 

an,  worin  n^,  N^,  N^  bekannte  Gonstante  sind. 

Soll  das  Gleichgewicht  stabU  sein,  so  müssen  beide  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (VI)  reell  und  positiv  sein.  Diese  Bedingungen  lassen  sich  leicht 
ausdrücken. 

Sind  sie  erfüllt,  so  enthalten  die  Ausdrücke  für  Xy  y^  z  nur  periodische 
Glieder  und  die  Neigung  der  Hauptaxen  gegen  die  Verticale  wird  mithin  nicht 
merklich  geändert.  Dagegen  kann  jeder  der  Ausdrücke  für  cs^,  <d„  m^  ein  nicht- 
periodisches Glied  enthalten  und  ist  dies  der  Fall,  so  enthält  auch  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  sich  die  Hauptaxen  um  die  Verticale  drehen,  nichiperiodische 
Glieder.  Der  Körper  kann  sich  daher  absatzweise  mit  langsamer  Bewegttng  um 
die  Normale  im  Ber&hnmgspwifüct  drehen.  Die  Ausdrücke  Ar  v,  «,  w  enthalten 
nur  periodische  Glieder,  der  Körper  hat  also  keine  Translationsbewegung  im  Raum. 
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Körper,  welche  mw  in  einer  Biddung  roHren.  Mit  Hülfe  der  vorstehenden 
Sätze  läset  sich  die  Eigenschaft  erklären,  welche  viele  Gelten-  und  antike  Stein- 
beile besitzen,  auf  einem  horizontalen  Tisch  stationär  nur  in  einer  Richtung  zu 
rotiren.  Auf  dieses  sonderbare  Verhalten  linsenähnlicher  Körper  hat  zuerst 
6.  T.  Walker  hingewiesen  und  eine  dynamische  Erklärung  dafär  in  dem  QuairUrly 
Jowmal,  1896  gegeben.  Sir  John  Et  ans  fährte  in  der  Junisitzung  der  Royal  Society 
1896  einige  solche  Körper  vor,  die  sich  (die  kleinste  Axe  war  vertical)  vollkommen 
gleichmässig  drehten,  wenn  man  sie  in  der  einen  Richtung  rotiren  Hess,  dagegen, 
in  der  andern  Richtung  in  Rotation  gesetzt,  sofort  unruhig  wurden  und  zu  rotiren 
aufhörten.  Ehe  sie  jedoch  schliesslich  zur  Ruhe  kamen,  fingen  sie  manchmal  an, 
sich  in  der  Richtung  zu  drehen,  die  ihrer  Anfangsrichtung  entgegengesetzt  war. 

Setzt  man  nämlich  einen  Körper  auf  einen  horizontalen  Tisch  und  gibt  ihm 
auf  die  im  1.  Fall,  §  261  beschriebene  Art  eine  Rotation,  so  enthält,  wenn  die 
Tangenten  an  die  Krümmungslinien  den  Hauptaxen  parallel  sind,  die  quadratische 
Gleichung  für  Z',  wie  man  sieht,  nur  grade  Potenzen  von  n.  Die  Werthe  von  X'  werden 
durch  eine  Aenderung  der  Drehungsrichtung,  d.  h.  indem  man  — n  statt  n  schreibt, 
daher  nicht  beeinflusst.  Der  Körper  rotirt  stationär,  wenn  er  überhaupt  rotiren 
kann,  in  jeder  der  beiden  Richtungen.  Sind  aber  die  Tangenten  an  die  Krümmungs- 
linien den  Hauptaxen  nicht  parallel,  so  enthält  die  Gleichung,  welche  die  Werthe 
von  Z'  oder  fi'  liefert,  auch  ungrade  Potenzen  von  n.  Die  Gleichung  ändert  sich 
also,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  n  wechselt,  und  wenn  auch  bei  dem  einen 
Vorzeichen  von  n  alle  Perioden  reell  sind,  so  kann  dies  bei  dem  andern  nicht 
der  Fall  sein.  Die  Schwingungen  können  in  der  einen  Rotationsrichtung  permanent 
sein,  während  bei  der  andern  reelle  Exponentialgrössen  auftreten  können,  deren 
Gegenwart  die  Rotation  stört.  Wird  die  drehende  Bewegung  verschwindend  klein, 
so  nimmt  die  Bewegung  den  Typus  einer  Schwingung  um  eine  Gleichgewichtslage 
an.  Aus  dem  2.  Fall  in  diesem  Paragraphen  ist  ersichtlich,  dass  eine  neue 
Rotation  entstehen  kann,  die  nicht  nothwendiger  Weise  dieselbe  Richtung,  wie 
die  ursprüngliche  Winkelgeschwindigkeit  n  zu  haben  braucht. 


Die  Bewegung  eines  Stabes. 

§264.  Ist  der  Körper,  dessen  Bewegung  bestimmt  werden  soll,  ein  Stab, 
so  ist  es  oft  empfehlenswerth,  auf  die  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen,  welche 
das  D'Alembert *sche Piincip  liefert,  zurückzugreifen.  Auch  die  Lagrange ^schen 
Gleichungen  lassen  sich  mit  Vortheil  benutzen.  Das  folgende  Problem  soll  diese 
Methoden  erläutern. 

Beisp.  1.  Ein  gleidiförmiger  sdmerer  Stab,  welcher  mittelst  eines  Fadens  an 
einem  festen  Punkt  0  aufgehängt  ist,  macht  kleine  Schwingungen  um  die  VerHcale; 
man  bestimme  die  Bewegung, 

Man  nehme  0  zum  Goordinatenanfang;  die  z-Axe  werde  vertical  nach 
abwärts  positiv  gerechnet;  2a  sei  die  Länge  des  Stabes,  b  die  Länge  des  Fadens. 
Es  seien  femer  (Z,  m,  n),  (p,  g,  r)  die  Richtungscosinusse  des  Fadens  und  des 
Stabes.  Z,  m,  p,  q  sind  alsdann  kleine  Grössen,  deren  Quadrate  man  vemach-. 
lässigen  darf,  und  n  und  r  kann  man  der  Einheit  gleichsetzen,  u  sei  der  Abstand 
eines  Elementes  du  des  Stabes  von  dem  Ende  A  des  Stabes,  an  welchem  der 
Faden  befestigt  ist.    x,  y^  z  seien  die  Goordinaten  des  Elementes  du;  dann  ist 

o;  «  6{  -f  t*p,    y  =  6m  +  ugf,    «  =  6  +  t* (i). 

M  sei  die  Masse  des  Stabes,  itf  T  die  Spannung  des  Fadens.  Die  Gleichungen 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes  sind 

ftr  +  ai)"=-TZ,    bm"  +  aq" Tw,    0  ==.  g  ^  T     .    .    (2), 

worin  die  Accente  die  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  angeben. 


ß 
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Nach  dem  D*  AI embert 'sehen  Princip  ist  die  Gleichung  für  die  Momente  um  x 

2du  (yif"  —  ey")  =  Sdu  (yZ  —  eT)^  Sdu  (yg). 
Nach  (1)  reducirt  sie  sich  auf 
Sa 

'äf*{  —  (6  +  tt)(6m"  +  uO}  =  2a^  (fti»  +  ag). 
u 
Durch  Integration  erhält  man  die  Gleichung 

—  6a6  (6»»"  +  ag")  —  66a"w"  —  8a»g"  »  6a^  {&w  +  ag), 
welche  sich  mit  Hülfe  von  (2)  auf 

«6m"  +  4ag"=  — 8flfg (S) 

zurückführen  lässt. 

Die  yier  Bewegungsgleichungen  sind  daher  nach  (2)  und  (8) 

tr+ap"— —  ^Z,    36r+4ap"  — —  8^1> (4) 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen  für  m ,  g.   Die  Gl.  (4)  enthalten  weder  m  noch  q  und 
andrerseits   kommt   in   denen   für  m  und  q  weder  l  noch  p  vor.     Daraus  geht 
hervor,  dass  die  Schwingungen  in  der  rrj?- Ebene  von  den  Schwingungen  in  der 
auf  ihr  senkrechten  3/ 2; -Ebene  nicht  beeinflusst  werden. 
Um  die  Gleichungen  aufzulösen,  setze  man 

1  =  Fsin(Xe  +  a),    p  =  (?  sin(i«  +  a); 
man  erhält 

hX^F+aX^G^gF,    hX^F  +  ^aX^G  ^  gG, 

woraus  sich  die  Werthe  Yon  X  ableiten  lassen. 

§  266.  Um  die  verschiedenen  Methoden  miteinander  vergleichen  zu  können, 
wollen  wir  die  Bewegung  auch  aus  den  Lagrange*schen  Gleichungen  ableiten. 
In  diesem  Fall  muss  die  lebendige  Kraft  T  bis  auf  die  QwjkdraU  der  kleinen 
Grössen  p,  g,  I,  ifi  genau  bestimmt  werden;  man  kann  daher  nicht  r  ^a  1,  n  =  1 
setzen.    Da 

so  ist 

r- 1-1(1,«+ g«),     n-l-l(2«+m«); 

die  dritte  Gleichung  in  (1)  ist  daher  durch 

jEf  =  6«  -j-  ur  =  6  +  1»  —  j  6  (Z*  +  m")  —  Y  f*  (p"  +  g") 
zu  ersetzen.    Man  erhält 

IJwaj'«  —  2;w(6«r"+ 2&rjp'u  +  i,'«tt«)==ilf  (6«r«+ 26ri)'a+ ~aV") 

Den  Werth  von  Zmy^  findet  man  auf  ähnliche  Art;  der  von  Zm^*  ist  von 
der  vierten  Ordnung  kleiner  Grössen  und  zu  vernachlässigen.  Die  doppelte  lebendige 
Kraft  ist  daher 

2r=  6>(r«+  w'*)  +  2a&(Zy  +  mY)+  ya"(i''"+  i^ 

und  ebenso 

er  —  —  -i-  ^6  (I*  +  m*)  —  ~  ga  (p«  +  g")  +  Constante. 

Die  Gleichung 

d  dT       dT  _dU 

dt  dV       dl  '^  dl 
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wird 

und  ähnlich 

br+^ap" gp. 

Die  Gleichungen  stimmen  mit  den  aus  dem  D '  AI  embert' sehen  Princip  ab- 
geleiteten liberein  und  ihre  Auflösung  erfolgt  wie  zuvor. 

Beisp.  2.  Unmögliche  Betoegungen.  An  den  Enden  A,  B  und  dem  Mittel- 
punkt C  eines  endlichen  Stabes  ohne  Masse  sind  drei  materielle  Punkte  von 
gleicher  Masse  befestigt.  Der  Stab  ist  gezwungen,  sich  auf  der  Oberfläche  eines 
glatten,  festen  und  gpraden  Kegels  zu  bewegen,  und  an  dem  System  greifen  keine 
äusseren  Kräfte  an.  Wenn  irgend  welche  Anfangsbedingungen  gegeben  sind, 
die  darauf  folgende  Bewegung  zu  finden. 

In  diesem  Problem  ist  der  Stab  gezwungen,  auf  einer  Erzeugenden  des 
Kegels  zu  liegen,  es  ezistirt  aber  kein  geometrischer  Grund  dafür,  dass  er  immer 
auf  derselben  Erzeugenden  bleiben  müsste.  Wir  werden  jetzt  beweisen,  dass  es 
aus  dynamischen  Gründen  unmöglich  ist,  dass  der  Stab  von  der  einen  Erzeugenden 
zur  anderen  übergeht.  Das  Beispiel  hat  A.  de  Saint-Germain  und  L.  Lecornu 
in  Bd.  114  der  Comptes  Eendits,  1892,  gegeben,  um  das  allgemeine  Princip  zu  er- 
läutern, dass  eine  geometrisch  mögliche  Bewegu/ng  dynamisch  unmöglich  sein  kann. 

Die  Axe  des  Kegels  sei  die  £r-Aze,  a  der  halbe  Winkel  an  der  Spitze  und 
r,  a,  q>  die  Polarcoordinaten  von  C.  Femer  sei  2  a  die  Länge  des  Stabes.  Be- 
nutzt man  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  und  nimmt  die  Momente  um  Oe,  so 
wird 

Sr'"-|-(3r*+  2a*)  Bm^atp'*^  Ä\ 

(ßr^+2a*)fp'^B  j ^*^' 

worin  die  Accente  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  bedeuten.  Da  der  Schwerpunkt 
sich  so  bewegt,  als  ob  alle  Kräfte  an  ihm  angriffen,  so  ergibt  sich,  wenn  a  gleich 
Null  gesetzt  wird, 

3/*-f  3r*sin*a9'«  =  0| 

SrW-D  J ^^^' 

Aus  den  Gomponenten  in  der  Bichtung  des  Eadiusvector  erhält  man 

r"— ry'^sin'a^O (8). 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  erfordern,  dass  entweder  tp'  =  0  und  r'  constant 
oder  r » 0  und  <p'  constant  sein  muss.  Wenn  sich  daher  der  Mittelpunkt  des 
Stabes  nicht  in  der  Spitze  des  Kegels  befindet,  so  muss  sich  der  Stab  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  auf  derselben  Erzeugenden  bewegen. 

Nimmt  man  an,  der  Stab  werde  so  in  Bewegung  gesetzt,  dass  tp'  irgend 
einen  Anfangswerth  hat,  so  kann  man  darnach  fragen,  auf  welche  Weise  die 
Reactionen  verhüten,  dass  er  die  Erzeugende,  auf  welche  man  ihn  gelegt  hat,  ver- 
lässt.  Die  Effectivkräfte  der  Massenpunkte  bei  Ä  und  B  senkrecht  zur  Ebene 
ZOG  sind 

;:^^{(»-±a)*sina9')  =  {2r>'  +  (r±a)qp"}sina. 

Die  Summe  ihrer  Momente  um  eine  Normale  zum  Kegel  im  Punkt  C  ist 
2a*<p"8ina.  Die  Reactionen  bei  Ä  und  B  haben,  weil  sie  normal  zum  Kegel 
sind,  keine  Componente  senkrecht  zur  Ebene  ZOG;  dieses  Effectivpaar  bleibt 
daher  ohne  Gegenwirkung.  Der  Stab  beginnt  also  sich  quer  über  die  Erzeugende 
00  zu  stellen.  Die  Reactionen  machen  dann  unendlich  kleine  Winkel  mit  der 
Ebene  ZOG  und  werden  unendlich  gross,  so  dass  ihre  Gomponenten  senkrecht 
zur  Ebene  ein  Paar  bilden  können,  welches  dem  der  Effectivkräfte  äquivalent  ist. 
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Mit  andern  Worten,  es  findet  eine  Stosswirku/ng  zwischen  dem  Stab  wnd  dem  Kegel 
statt  und,  wenn  sie  beendigt  ist,  bewegt  sich  der  Stab  längs  einer  Erzeugenden. 
Man  konnte  annehmen,  der  Stab  Hesse  sich  dadurch  zwingen,  auf  dem  Kegel 
zu  bleiben,  dass  man  den  Punkt  C  sich  auf  dem  Kegel  bewegen  lässt,  während 
der  Stab  oder  seine  Verlängerung  durch  einen  kleinen  Bing  an  der  Spitze  0  geht. 
In  diesem  Fall  ist  jedoch  die  Beaction  an  dem  Ring,  wenn  auch  senkrecht  zum 
Stab,  doch  nicht  nothwendigerweise  normal  zur  Oberfläche  des  Kegels.  Bei  diesem 
Verfahren  behalten  die  Gleichungen  (1)  ihre  Geltung,  während  die  zweite  Glei- 
chung in  (2)  ungültig  wird.    Der  Widerspruch  bleibt  jedoch  bestehen. 


Beispiele 

(den  an  der  Universität  und  den  Colleges  gegebenen  Examination  Papers 

entnommen). 

1.  Ein  um  sein  eines  Ende  beweglicher  gleichförmiger  Stab  bewegt  sich  so, 
dass  er  immer  nahezu  denselben  Winkel  a  mit  der  Verticalen  macht;  man  zeige, 

dass  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung  2ny  —  •    ■   .     j —  ist,  wenn  a  die 

Länge  des  Stabes  bedeutet.  ^ 

2.  Wenn  man  eine  rauhe  Ebene,  die  unter  dem  Winkel  a  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  ist,  sich  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  n  um  eine  Nor- 
male Oz  drehen  lässt  imd  eine  Kugel  im  Zustand  der  Buhe  auf  sie  setzt,  zu 
zeigen,  dass  die  Bahn  des  Centrums  der  Kugel  im  Baum  eine  yerlängerte,  gemeine 
oder  verkürzte  Cycloide  ist,  je  nachdem  der  Punkt^  auf  welchen  die  Kugel  Anfangs 
gesetzt  wird,  ausserhalb,  auf  oder  izmerhalb  des  Kreises  liegt,  dessen  Gleichung 
x*-\-  y'««  (36^  sin  a/2n*)x  ist,  wobei  die  Axe  Oy  horizontal  liegt. 

Man  beachte,  dass  der  Kugel,  wenn  sie  in  Buhe  auf  die  sich  bewegende 
Ebene  gesetzt  wird,  durch  die  Stossreibungen  plötzlich  eine  Geschwindigkeit  mit- 
getheüt  wird. 

8.  Eine  kreisförmige  Scheibe,  die  sich  um  eine  verticale  durch  ihr  Centrum 
senkrecht  zu  ihrer  Ebene  gehende  Axe  drehen  kann,  wird  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  in  Bewegung  gesetzt.  Eine  rauhe  gleichförmige  Kugel  wird 
vorsichtig  auf  irgend  einen  Punkt  der  Scheibe  gelegt,  der  aber  nicht  ihr  Mittel- 
punkt ist;  man  beweise,  dass  die  Kugel  auf  der  Scheibe  einen  Kreis  beschreibt, 

und   dass   die   Scheibe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  irTifi.«"X"ö — j  ^  rotirt, 

worin  Mk^  das  Trägheitsmoment  der  Scheibe  für  ihren  Mittelpunkt,  m  die  Masse 
der  Kugel  und  r  den  Badius  des  von  ihr  beschriebenen  Kreises  bezeichnet. 

4.  Eine  Kugel  wird  zwischen  zwei  vollkommen  rauhe  parallele  Bretter  ge- 
presst,  die  man  mit  den  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeiten  St  und  St'  um 
feste  auf  ihren  Ebenen  senkrechte  Axen  rotiren  lässt.  Man  beweise,  dass  das 
Centrum  der  Kugel  einen  Kreis  um  eine  Axe  beschreibt,  die  mit  den  Umdrehungs- 
axen  der  Bretter  in  derselben  Ebene  liegt  und  deren  Abstände  von  diesen  Axen 
den  Winkelgeschwindigkeiten  um  sie  umgekehrt  proportional  sind. 

Man  zeige,  dass  die  Berührungspunkte  der  Bretter,  wenn  sie  sich  um  die- 
selbe Axe  drehen,  auf  der  Kugel  kleine  Kreise  beschreiben  und  dass  die  Tangenten 

der  sphärischen  Badien  dieser  Kreise  durch  —  •  fr—. — jy  gegeben  sind,  worin  a 

O      St  -j-  St 

den  Badius  der  Kugel  und  c  den  Badius  des  von  seinem  Centrum  beschriebenen 
Kreises  bezeichnet.  [Math.  Tripos,  1861]. 

6.  Ein  vollkommen  rauher  Kreiscylinder  liegt  fest  und  seine  Axe  ist  hori- 
zontal.   Eine  Kugel  wird  in  eine  Lage  unstabilen  Gleichgewichtes  auf  ihn  gesetzt 
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und  80  fortgeschleudert,  dass  sich  ihr  Centmm  mit  der  Greschwindigkeit  V  parallel 
zur  Axe  des  Cylinders  zu  bewegen  beginnt.  Sie  wird  nun  leicht  in  einer  zur 
Axe  senkrechten  Richtung  gestört.  Wenn  6  den  Winkel  bezeichnet,  den  der  Radius 
durch  den  Berührungspunkt  mit  der  Verticalen  macht,  zu  beweisen,  dass  zu  irgend 

einer  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  des  Gentrums  parallel  zur  Axe  V  cos  y^  ^  ^^^i 

imd  da«8  die  Kugel  den  Cylinder  verlfa.t,  wenn  cos  6  - 12  ist. 

6.  Eine  gleichförmige  Engel  steht  in  Berührung  mit  der  äusseren  Oberfläche 
eines  vollkommen  rauhen  Kegels.  An  ihrem  Centrum  greift  eine  Kraft  an,  deren 
Richtung  die  Axe  des  Kegels  immer  rechtwinklig  trifft  und  deren  Intensität  der 
dritten  Potenz  des  Abstandes  von  dieser  Axe  umgekehrt  proportional  ist.  Man 
beweise,  dass,  wenn  die  Kugel  auf  die  richtige  Art  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
die  von  ihrem  Centrum  beschriebene  Bahn  jede  Erzeugende  des  Kegels,  auf 
welchem  das  Centrum  liegt,  unter  demselben  Winkel  schneidet.  Siehe  die  SoUt- 
tüma  of  Cambridge  Problems  für  1860,  S.  92. 

7.  Jeder  Massenpunkt  einer  Kugel  yom  Radius  a,  welche  auf  einer  ToUkommen 
rauhen  Kugel  vom  Radius  c  liegt,  wird  Ton  einem  Kräfbecentrum  auf  der  Ober- 
fläche der  festen  Kugel  mit  einer  Kraft  angezogen,  die  dem  Quadrat  des  Ab- 
standes umgekehrt  proportional  ist.  Wird  sie  auf  das  Ende  des  durch  das  Kräfte- 
centrum  gehenden  Durchmessers  gelegt,  um  diesen  Durchmesser  in  Rotation  ge- 
setzt und  dann  leicht  verrückt,  ihre  Bewegung  zu  bestimmen  und  zu  zeigen,  dass 
der  Abstand  ihres  Mittelpunktes  von  dem  Kräftecentrum,  wenn  sie  die  feste 
Kugel  verlässt,  eine  Wurzel  der  Gleichung 

20aj»—  n(2c  +  a)x^+  7a(2c -f  a)"=  0 
ist.  [Math.  TiipoB,  1867.] 

8.  Eine  vollkommen  rauhe  Ebene  dreht  sich  gleichförmig  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit n  um  eine  in  ihr  selbst  gelegene  verticale  Axe;  eine  mit  der 
Ebene  in  Berührung  gebrachte  Kugel  rollt  auf  ihr  unter  der  Wirkimg  der  Schwere; 
man  finde  die  Bewegung. 

Die  Rotationsaxe  werde  zur  e-Axe  genommen,  die  a;-Axe  liege  in  der  Ebene 
fest,  a  sei  der  Radius,  m  die  Masse  der  Kugel,  F^  F'  die  Componenten  der 
Reibung  parallel  der  x-  und  e-kxe  und  B  die  NormaLreaction.  Die  Bewegungen 
der  Axen  sind  nach  §  5  durch  0^  ==  0,  0,  s»  0,  Og  =  n  gegeben.  Die  Bewegungs- 
gleichungen (§§  6,  10)  sind 

u  =«  dx/dt  —  an,    v  =  xn,    to  =  dz/dt, 

du/dt  —  t^n  =  F/m,    dv/dt  +  t«n  =  Ä/w,    dw/dt  =  —  p  -f-  F'/ih, 

dmjdt  —  ncDy  «=  —  F'a/k*,     dmjdt  +  n«^  =  0, 

dajdt  =  Falk\ 

Da  der  Berührungspunkt  dieselbe  Bewegung  wie  die  Ebene  hat,  so  sind  die 
geometrischen  Gleichungen 

tt  -f-  acD^  =  0,    w  —  o«^  =  0. 

Löst  man  diese  Gleichungen  auf,  so  findet  man,  dass  die  Kugel  nicht  herabfällt. 
Wenn  die  Kugel  von  rehxUver  Ruhe  in  einem  Punkt  der  a;-Axe  ausgeht,  so  ist 

n^z  «  —  ^  tg*  $  { 1  —  cos  {nt  cos  $) } , 

worin  sin  $  «m  Yf '  ^^^  Kugel  senkt  sich  daher  niemals  mehr  als  um  5  p/n* 
unter  ihre  ursprüngliche  Lage. 
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9.  Eine  Tollkommen  rauhe  yerücale  Ebene  rotirt  mit  gleichfönniger  Winkel- 
geschwindigkeit fi  um  eine  auf  ihr  senkrechte  Aze  und  auch  mit  der  gleich- 
förmigen Winkelgeschwindigkeit  52  um  eine  verticale  in  ihr  liegende  Aze,  welche 
die  erstere  schneidet.  Eine  schwere  gleichförmige  Kugel  vom  Radius  c  wird  in 
Berührung  mit  der  Ebene  gebracht;  man  beweise,  dass  die  Lage  ihres  Mittel- 
punktes zu  einer  beliebigen  Zeit  t  durch  die  Gleichungen 

7r'  —  öfl«g  —  2ft^  =  0,     Tä"'  +  2ÄV  -f.  2^(r+  a*{)  =  0 

bestimmt  wird,  worin  z  den  Abstand  des  Gentrums  von  der  horizontalen  durch 
die  horizontale  Botationsaze  gelegten  Ebene  und  |  den  Abstand  von  der  Ebene  an- 
gibt, welche  die  beiden  Azen  enthält. 

Man  beweise  auch,  dass  Tu  =  IcSl  -j-  2iib  und  Iv  -f-  2fia  =  0  ist,  unter 
a  und  h  die  Anfangswerthe  von  £  und  e  und  unter  u  und  v  die  von  d^/dt  und 
de/di  verstanden. 

10.  Ein  Reif  AGBF  dreht  sich  um  seinen  Durchmesser  AB  als  feste 
verticale  Aze.  GF  ist  ein  horizontaler  Durchmesser  desselben  Kreises,  ist  ohne 
Masse  und  mit  dem  Kreis  fest  verbunden.  DC  ist  ein  kleinerer  concentrischer 
Reif,  der  sich  um  GF  als  Durchmesser  frei  drehen  kann.  Wenn  A,  St\  o,  m  die 
grössten  und  kleinsten  Winkelgeschwindigkeiten  um  AB  bez.  GF  sind,  zu  be- 
weisen, dass  Sl  •  fl'  =  a>* —  <»'•  ist. 

11.  OJ.,  OB^  OC  sind  die  Hauptazen  eines  starren  Körpers,  der  sich  um 
einen  festen  Punkt  0  in  Bewegung  befindet.  Die  Aze  OC  hat  die  constante 
Neigung  a  gegen  eine  im  Raum  festliegende  Linie  OZ  und  dreht  sich  mit  gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit  St  um  sie  und  die  Aze  OA  liegt  stets  in  der 
Ebene  ZOC.  Zu  beweisen,  dass  die  Aze  des  Zwangspaares  mit  OB  zusammen- 
fäUt  und  dass  das  Moment  dieses  Paares  —  {A  —  C)  Ä'  sin  a  cos  a  ist. 

12.  Ein  Drahtring  vom  Radius  c  ruht  auf  der  Spitze  einer  glatten  festen 
Kugel  vom  Radius  a  und  wird  um  den  verticalen  Durchmesser  der  Kugel  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  n  in  Rotation  gesetzt.  Wenn  der  Ring  leicht  verschoben 
wird,  zu  zeigen,  dass  die  Bewegung  unstabil  ist,  wenn  n'c^  kleiner  als 

2^(2a"— c«)]/(a"--c*) 
ist.  [Math.  Tripos,  1886.] 

Da  der  Ring  mit  dem  Gentrum  der  festen  Kugel  starr  verbunden  ist,  so 
kann  man  ihn  als  einen  Kreisel  ansehen,  dessen  Spitze  das  Centrum  ist.  Die 
Stabilitätsbedingung  fär  einen  Kreisel  war,  wie  in  §212  gezeigt  wurde,  C^n'>>4  J.^2. 
Setzt  man  die  Werthe  von  A  und  C  für  einen  Ring  ein,  so  ergibt  sich  die  Ant- 
wort sofort. 

13.  Ein  gleichförmiger  grader  Kreiskegel  von  der  Masse  M'  kann  sich  frei 
um  seine  Spitze  drehen,  welche  über  einem  rauhen  horizontalen  Tisch  befestigt 
ist,  auf  welchem  eine  Kugel  von  der  Masse  M  und  dem  Radius  a  liegt.  Der 
Kegel  rpllt  auf  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  mit  der  Geschwindigkeit  F  einen 
Kreis  vom  Radius  h  beschreibt,  dessen  Centrum  vertical  unter  der  Spitze  des 
Kegels  liegt;  man  beweise,  dass  bei  der  stationären  Bewegung  des  Kegels  und  der 
Kugel  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  Kegels  um  seine  Aze 

[n a  &  sin  j3  cos  j3  —  V[a  sin  a  cos  ^  cos  y  -f-  &  cos  a  sin  y  —  6  sin*  jJ)]/ [6  (6  -f-  a  cos  |3)  sin  y] 

ist,  und  dass  eine  solche  stationäre  Bewegung  nur  dann  eintreten  kann,  wenn 

mic^^  cos  a  -f  SlVhh^^  <  ghh* 

ist,  worin  y  den  halben  Winkel  an  der  Spitze  des  Kegels,  a  die  Neigung  seiner 
Aze  gegen  die  Verticale  angibt,  ß  »  a  —  y  ist  und  k^ ,  k^  die  Triigheitsradien  des 
Kegels  für  seine  Aze  und  eine  auf  seiner  Aze  senkrechte  und  durch  seine  Spitze 
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gehende  Gerade,  h  der  Abstand  des  Scliwerpunktes  des  Kegels  von  seiner  Spitze 
und  n  die  Botationsgeschwindigkeit  der  Kugel  um  die  Verticale  sind. 

[Math.  Tripos,  1889.] 
14.  Eine  rauhe  Kugel  vom  Radius  a  und  Trägheitsradius  K,  welche  im  Stand 
ist,  sich  um  ihr  Centrum  zu  bewegen,  befindet  sich  Anfangs  in  Ruhe;  eine  zweite 
Kugel  von  1/n  der  Masse,  dem  Radius  b  und  dem  Trägheitsradius  h  wird  yor- 
sichtig  auf  sie  gesetzt  und  hat  Anfangs  die  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  die  ge- 
meinschaftliche Normale,  welche  den  spitzen  Winkel  cc  mit  der  nach  oben  ge- 
zogenen Verticalen  macht.   Man  beweise,  dass  die  zweite  Kugel  nicht  abrollt,  wenn 

■''>y.j^ff((3''+  l)'-4(»'coB'«}8eca 
ist,  worin  fi  —  aynK*+  b*/k\  piath.  Tripos,  1888.] 


Kapitel  VI. 

Die  Beschaffenheit  der  dnrch  lineare  Gleichungen 
gegebenen  Bewegung  und  die  StaMlltätshedlngungen. 

Die  linearen  Differentialgleichungen. 

§  256.  In  Kap.  3  wurde  gezeigt,  dass  das  Problem ,  die  kleinen 
Schwingungen  eines  Systems  um  einen  Zustand  stationärer  Bewegung  zu 
bestimmen^  in  der  That  darin  besteht,  ein  entsprechendes  System  linearer 
Differentialgleichungen  aufzulösen.  Dabei  war  angenommen,  die  Kräfte 
hätten  ein  Potential,  wodurch  die  Differentialgleichungen  eine  gewisse 
Symmetrie  erhielten,  die  ihre  Auflösung  vereinfachte.  Diese  Ein- 
schränkung wollen  wir  jetzt  fallen  lassen.  Indem  wir  die  Differential' 
gleichungen  in  ihrer  allgemeinsten  Form  nehmen^  die  constanten  Coeffidenten 
jedoch  ieibelmUenj  wollen  wir  karg  alle  Besonderheiten  ihrer  Auflösung 
besprechen,  die  Anwendung  in  der  Dynamik  finden  können. 

Den  Hauptgegenstand  dieses  !E^pitels  bildet  die  Bestimmung  der 
Bedingungen,  unter  denen  die  ungestörte  Bewegung  stabil  ist.  Sie 
zerföUt  in  zwei  Aufgaben:  (1)  unter  welchen  Umständen  treten  positive 
Potenzen  der  Zeit  in  den  Ausdrücken  für  die  Goorduiaten  auf  und 
welches  ist  die  höchste  Potenz,  die  vorkommt?  (2)  wenn  die  Wurzeln 
der  Fundamentalgleichung  sich  nicht  ermitteln  lassen,  welche  Be- 
dingungen müssen  die  Goefficienten  dieser  Gleichung  erfüllen,  damit 
die  Stabilität  gesichert  sei?  Um  unsere  Bemerkungen  über  diese 
beiden  Fragen  verständlich  zu  machen,  müssen  wir  vorher  einige  Sätze 
zusammenstellen,  die  freilich  eher  in  die  Lehre  von  den  Differential- 
gleichungen, als  in  die  Dynamik  zu  gehören  scheinen.  Die  Discussion 
der  ersten  Frage  beginnt  somit  erst  in  §  268,  wenngleich  sie  auch 
schon  früher  gestreift  wird.  Mit  der  zweiten  Frage  beschäftigt  sich 
dann  der  nächste  Abschnitt. 

§  257.  Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  des  §  111  seien 
0,  9,  etc.  die  Coordinaten  des  Systems.  Das  System  bewege  sich  auf 
irgend  eine  bekannte  Art,  die  durch  0  =  f(t)f  g>  =  F(t),  etc.  bestimmt 
wird.  Wir  nehmen  nun  an,  das  System  werde  in  diesem  Bewegungs- 
zustand ein  wenig  gestört.  Um  die  darauf  folgende  Bewegung  zu  finden^ 
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setzen  wir  0  =  f(t)  +  ^;  9  =  -^(0  +  J^y  ^^^'  ^^^  Grössen  x^  y,  etc. 
sind  im  ersten  Augenblick  sehr  klein  ^  weil  die  Störung  klein  ist.  Sie 
heissen  Mein,  wenn  es  möglich  ist^  eine  Örösse^  die  numerisch  grösser 
als  sie  alle  ist;  so  zu  wählen^  dass  ihr  Quadrat  yemachlässigt  werden 
kann.  Diese  Örösse  wollen  wir  die  normale  Bemgsgrösse  für  Meine  Grössen 
nennen. 

§  258.  Um  zu  bestimmen,  ob  x^  y,  etc.  klein  bleiben,  setzen  wir 
diese  neuen  Werthe  von  0,  fp,  etc.  in  die  Bewegungsgleichungen  ein. 
Indem  wir  für  den  AugenbUck  annehmen,  x,  y,  etc.  blieben  klein, 
können  wir  ihre  Quadrate  vernachlässigen  und  die  sich  ergebenden 
Gleichungen  sind  daher  linear.  Die  Goefficienten  von  x,  dx/dt^  d^x/d^^ 
yj  dy/dt,  etc.  in  diesen  Gleichungen  sind  entweder  constant  oder 
Functionen  der  Zeit.  Den  Definitionen  in  §  111  entsprechend,  heisst 
die  ungestörte  Bewegung  in  dem  ersten  Fall  stationär. 

§  259.  Wir  wollen  zuerst  den  Fall  betrachten,  in  dem  das  System 
von  zwei  unabhängigen  Coordinaten  abhängt  oder,  wie  man  wohl  auch 
sagt,  zwei  Freiheitsgrade  hat.  Dieser  Fall  kommt  sehr  häufig  vor  und 
da  die  Resultate  vergleichsweise  einfach  sind,  scheint  er  eine  gesonderte 
Besprechung  zu  verdienen.  Wir  gehen  dann  zu  dem  allgemeinen  Fall 
über,  in  welchem  das  System  eine  beliebige  Anzahl  von  Coordinaten  hat. 

§  260.  Zwei  Freiheitsgrade.  Die  Bewegungsgleichungen  eines 
dynamischen  Systems,  das  seine  natürlichen  Schwingungen  mit  zwei 
Freiheitsgraden  vollführt,  kann  man  schreiben: 

Um  sie  aufzulösen,  setzen  wir 

^=[^'dT.  +  ^'#t+^']^»  y — [^S^  +  ^Tt+^V- 

Diese  Annahmen  erfüllen  offenbar  die  erste  Gleichung  für  jedes  F.    Sub- 
stituirt  man  in  die  zweite  und  benutzt  der  Kürze  wegen  das  Symbol  S 

för  ^,  so  ergibt  sich 

Äd^  +  Bd  +  C       Ä'd^  +  B'd  +  C 
Ed^  +  F8+G      E'ä^  -{^Fd  +  G' 

Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  V  als  Function  von  t  be- 
stimmen. Da  d  in  der  Determinante  in  der  vierten  Potenz  auftritt, 
so  enthält  der  Werth  von  F,  wenn  er  ermittelt  ist,  vier  willkürliche 
Gonstante.    Daraus  findet  man  mit  HüKe  der  obigen  Formeln  sowohl 


F=0. 


Viele  Preiheitsgrade  (§  257—262).  209 

X  als  y.  Man  beachte,  dass  dam  Jceine  weitere  Operation  als  Differenz 
tiation  erforderlich  ist  Daher  mag  V  so  complicirt  sein,  als  es  will, 
die  Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  jedenfalls  schnell. 

§  261.  ^(ß)  stelle  die  Determinante  dar,  welche  der  Operator 
an  V  ist.  Setzt  man  dann  ^  (d)  =»  0,  so  hat  man  eine  biquadratische 
Gleichung  zur  Ermittlung  von  d.  Sind  ihre  Wurzeln  m^,  n^,  Wj,  w^, 
so  ist,  wie  man  aus  den  Sätzen  über  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen weiss, 

worin  X^,  L^y  L^^  L^  vier  willkürliche  Gonstante  sind. 

Wenn  sammtliche  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  reell 
und  von  einander  verschieden  sind,  so  ist  dies  die  richtige  Form  für  V 
Dagegen  nimmt  F  verschiedene  andre  Formen  an,  wenn  die  biquadratische 
Gleichung  complexe  oder  gleiche  Wurzeln  besitzt.  Sie  werden  in  der 
Lehre  von  den  Differentialgleichungen  untersucht  und  sind  in  §  264 
zusammengestellt. 

§  262.  Viele  Freiheitsgrade.  Die  in  der  Dynamik  vorkommenden 
Gleichungen  sind  im  Allgemeinen  von  der  zweiten  Ordnung;  da  diese 
Einschränkung  jedoch  im  Folgenden  nicht  nöthig  ist,  so  wollen  wir 
annehmen,  sie  enthielten  Diffentialquotienten  von  beliebiger  Ordnung. 

Es  gebe  n  mit  x^  y^  e,  etc.  bezeichnete  abhängige  Variable  und 
eine  unabhängige  durch  t  dargestellte.  Wenn  das  Symbol  6  die 
Differentiation  nach  t  angibt,  so  lassen  sich  die  n  Gleichungen  zur  Er- 
mittlung von  Xy  y,  etc.  schreiben: 

/ii  W^  +  /■«(*)»  +  fiM^  +  •  •  •  =  0 

r,i(«>  +  /-«(%  +  r„(<»>  +  ---  =  o   .   ■   .   ■   (1). 

...  •*•  ...  S^IS     \J  I 

Um  sie  aufzulösen,  benutzen  wir  die  Analogie,  welche  zwischen 
den  Regeln  für  die  Gombination  der  Symbole  der  Differentiation  und 
denen  der  gewöhnlichen  Algebra  besteht.  Wir  lassen  fOr  den  Augen- 
blick irgend  eine  Gleichung,  sagen  wir,  die  erste  weg,  lösen  die  übrigen 
n  —  1  Gleichungen  nach  den  Regeln  der  gewöhnlichen  Algebra  auf 
und  finden  so  die  Verhältnisse 

m''-W)y-m'^'^-  =  '^  •  •  •  •  ^^^' 

worin  jeder  der  gleichen  Werthe  gleich  V  gesetzt  wurde.    Dabei  wurde 
der  Buchstabe  I  benutzt,  um  die  Minoren  der  Determinante 

^W=    US),    fnW,   /•«(*), (3) 

...  ...  ...        ... 

Bouth,  DynAinik.  IT.  14 
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zu  bezeidmen.  Der  Index  an  dem  Buchstaben  I  gibt  die  Nummer 
der  Yerticalreihe  an,  in  welcher  das  Element  der  ausgelassenen  Qleichung 
liegt,  dessen  ünterdeterminante  verlangt  wird. 

Setzt  man  diese  Werthe  von  rc,  y,  Zy  etc.  in  die  vorerst  weg- 
gelassene Gf^leichung  ein,  so  erhalt  man 

z/(d)F=0 (4). 

Dies  ist  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  einer  einzelnen  Grösse  V 
als  Function  von  t  Man  kann  V  den  Typus  der  Äuflöstmg  nennen. 
Nimmt  man  an,  diese  Gleichung  wäre  auf  die  gewöhnliche  Art  auf- 
gelöst worden,  so  findet  man  die  Werthe  von  x,  y,  jer,  etc.  mittelst  der 
Gleichungen  (2).     Man  erhält  so 

x  =  I^{d)V,    y^I^{S)V,    etc.  .....     (5). 

Die  Operatoren  Ji(ä),  I^{ß\  etc.  sind  sammtlich  ganze  imd  rationale 
Ftmctionen  von  d]  wenn  daher  V  einmal  bekannt  ist,  so  reduciren  sich 
aUe  übrigen  fm  die  vollständige  Auflösung  der  Gleichungen  erforderlichen 
Operationen  auf  die  eine  Operation  der  fortgesetzten  Differentiation. 

§  263.  Diese  Art,  die  Differentialgleichungen  (1)  aufzulösen,  hat 
den  Yortheil,  dass  die  Resultate  durch  ganze  und  rationale  Functionen 
des  Symbols  ä  ausgedrückt  werden.  Bei  seiner  Anwendung  führt 
dieses  Verfahren,  wie  man  finden  wird,  zu  einer  grossen  Vereinfachung 
der  Auflösung.  Der  Typus  V  kann  stets  unmittelbar  nach  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  für  die  Auflösung  der  Gleichung  (4)  niedergeschrieben 
werden.  Er  ist  manchmal  sehr  complicirt  und  es  kommt  dann  sehr 
gelegen,  dass  man  im  Stande  ist,  die  Formen  von  x,  y,  z,  etc.  ab- 
zuleiten, ohne  umgekehrte  Operationen  ausführen  zu  müssen. 

§  264.  VersehiedeDe  Typen  der  Aaflösang.  Wenn  m^,  m^,  etc.  die  Wurzeln 
der  Determinantengleichung  z/(^)«0  sind,  so  ist  der  Typus  F,  wie  bekannt, 

F«X,c'"''+i,  €"*«'+ (6), 

worin  L^^L^,  etc.  willkürliche  Constante  sind.    Kommt  ein  Paar  complexer  Wurzeln 

von  der  Form  r  ^t  pY  —  1  vor,  so  ersetzen  wir  die  beiden  entsprechenden  imagi- 
nären ExponentialgrOssen  durch 

V  ^e''^(L  COR  pt  +  Msmpt) (7). 

Treten  gleiche  Wurzeln  auf,  so  hat  der  so  gegebene  Werth  von  V  nicht 
mehr  die  volle  Anzahl  der  Constanten.  Nehmen  wir  an,  es  wären  a  Wurzeln  jede 
gleich  m  vorhanden,  so  ist  der  Typus  der  Auflösung,  der  von  diesen  Wurzeln 
abhängt^ 

r -  (L,  +  L,t  +  ■  ■  ■  +  L„_,lf-^y (8), 

worin  die  ü,  a  willkürliche  Constante  sind.    Man  kann  V  die  Form  geben 

F=fxo  +A  ^+...  +  i^    , -?^^)c^'     ....    (9). 
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Hat  man  a  gleiche  Paare  complexer  Wurzeln  von  der  Form  r  i  py  —  1,  so 
ersetzen  wir  die  or  Paare  Ton  Gliedern  durch 

^\L^  cos  pt  -f  JfeT^  sin  pt)  +  -ö- e^^  {L^  cos  pt  +  -3fj  sin  pQ  +  etc.      (10). 

vT 

Darin  kann  man  die  Differentiation  nach  r  durch  eine  solche  nach  p  er- 
setzen. 

Der  Fall  gleicher  Wurzeln  hat  das  Besondere,  dass  Terme  auftreten,  die 
Potenzen  Ton  t  als  Factor  enthalten.  Das  Vorkommen  von  a  gleichen  Wurzeln 
zeigt  im  Allgemeinen  das  Auftreten  von  Gliedern  an,  die  alle  ganzen  Potenzen 

von  t  bis  if^^  enthalten. 

§  265.  Um  die  entsprechenden  Werthe  von  x,  y,  etc.  aus  diesen  Typen  ab- 
zuleiten, hat  man,  wenn  keine  gleichen  Wurzeln  vorkommen,  mit  einer  ganzen 
und  rationalen  Function  von  ^,  wie  z.  B.  /(^),  an  einer  reellen  oder  imaginären 
ExponentialgrOsse  zu  openren. 

I.  Es  besteht  der  Satz 

wenn  daher  die  Wurzeln  der  Gleichung  zf  (^)  ^  0  sämmtlich  reell  und  ungleich 
sind,  so  folgt  unmittelbar 

X  =  ii  Jj(iwi)c^»'  +  L^I^(m;)^*  +  etc., 
y  =  L,I,{fn,)e'^'  +  L,I,(m,)e'^'  +  etc. , 
z  =  etc. 

IT.  Wenn  X  irgend  eine  Function  von  t  ist,  so  besteht  der  Satz 

J(*)e'''X=<f'J(a  +  r)X; 

wenn  daher  ein  Paar  complexer  Wurzeln  vorkommt  und  wir  an  dem  Product  aus 
einer  reellen  ExponentialgrOsse  und  einem  Sinus  oder  Cosinus  zu  operiren  haben, 
so  können  wir  sofort  die  reelle  ExponentialgrOsse  entfernen  und  den  Operator  auf 
fortgesetzte  Diflferentiation  des  Sinus  oder  Cosinus  reduciren. 

m.  Es  besteht  der  Satz  f{d*)  sin  tn^  =  f{ — m')sin  mti  hat  man  daher  mit 
F(d)  zu  operiren,  so  geben  wir  dem  Operator  die  Form  y  (d*)  +  ^^(^').  Wir 
erhalten  dann  F{di)  sin  m*  =  9(—  m*)  sin  «it  +  -^  ( —  m*)m  cos  mt. 

§  266.  Wenn  die  Determinantengleichung  J  (8)  =s  0  gleiche  Wurzeln  besitzt, 
so  haben  wir  an  Ausdrücken  zu  operiren,  welche  Potenzen  von  t  enthalten.  Da 
aber  die  Operatoren  d/dt  und  d/dm  oder  d/dr  unabhängig  sind,  so  können  wir 
den  Satz  benutzen 

J(»)-^«»'--^{J(«)e-"}. 
dmr  dmr 

Wenn  z.  B.  die  Gleichung  J{d)^0,  a  Wurzeln  hat,  von  denen  jede  gleich  m 
ist,  so  kann  man  der  durch  die  Gleichungen  (6)  und  (9)  in  §§  262,  264  gegebenen 
Auflösung  die  Form  geben 

X  -  i.  [I.  («)«»"]  +  L.  A  [j^  («)«"']  +  ...  +  L„_^  £11  [j,  («) ^»3 , 

y  =  i.  [J.  (m)e»']  +  i.  y-^  [J,  («.)«»"]  +  . . .  +  i„_j  A_  [j,  (^je""]  , 

z  s^  etc. 
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§  267.  Beisp.  1.  Wenn  es  zwei  Wurzeln  der  Determinantengleichung 
jd(ß)  =  0  gibt,  von  denen  jede  gleich  m  ist,  durch  eine  wirklich  ausgeföhrte 
Yergleichung  der  yerschiedenen  Terme  zu  zeigen,  dass  man  dieselben  Auflösungen 
far  X,  y,  etc.  erhält,  ob  man  nun  die  Minoren  der  ersten  oder  die  Minoren  irgend 
einer  andern  Horizontalreihe  der  Determinanten  jd((S)  als  Operatoren  benutzt. 

Beisp.  2.  Die  Werthe  von  x,  y,  etc.  erhält  man  dadurch  aus  F,  dass  man 
mit  gewissen  Functionen  von  S,  nämlich  Jj  (^},  i^  (^  etc.  operirt.  Wenn  man 
statt  dieser  Operatoren  fili{d)^  iil^(d),  etc.  benutzt,  worin  fi  eine  Function  von 
^,  wie  z.B.  yi,^^f{ß),  ist,  zu  zeigen,  dass  in  Folge  dessen  sich  nur  die  willkür- 
lichen Constanten  L^^  X^,  etc.  ändern.  Daraus  leite  man  ab,  dass  die  Lösungen 
die  nämlichen  bleiben,  ob  gleiche  Wurzeln  vorhanden  sind  oder  nicht,  welches 
System  erster  ünterdeterminanten  von  /i(ß)  man  auch  als  Operatoren  benutzen  mag. 

§  268.  Ein  unbestimmter  Fall.  Wie  wir  gezeigt  haben^  sind  die 
Werthe  von  x^  y^  etc.,  wenn  die  Wurzeln  der  Determinantengleichung 
^(tf)  =  0  mit  m^y  m^y  etc.  bezeichnet  werden,  durch 

x  =  2:LI^(m)e^\    y  =  i:LI^{m)e^\    etc. 
gegeben. 

Man  sieht  aber  sofort^  dass  ein  FaU  existirt,  in  welchem  wir  im 
Stich  gelassen  werden.  Wenn  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  ^  (d)  =  0 
alle  Minoren  I^  (m),  I^  (m),  etc.  zu  Null  macht,  so  wird  die  Auflösung 
unvollständig,  weil  eine  der  Constanten,  die  wir  L  genannt  haben, 
aus  der  Auflösung  verschwindet.  Wenn  alle  Minoren  nur  einer  Horizontal- 
reihe verschwinden,  so  lassen  sich  die  Werthe  von  x,  y,  Zy  etc.  dadurch 
ermitteln,  dass  man  zu  Operatoren  die  Unterdeterminanten  einer  andern 
Horizontabeihe  wählt.  Dies  ist  aber  nicht  möglich,  wenn  aUe  Minoren 
aUer  Horizontaireihen  NuU  sind. 

§  269.  Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  dieser  unbestimmte  Fall  nur  dann 
eintreten  kann,  wenn  die  Determinantengleichung  J  (9)  ^^^  0  gleiche  Wurzeln  hat. 
Zu  diesem  Zweck  differenziren  wir  Gleichung  (8),  §  262  und  erhalten 

worin  der  Buchstabe  I  den  Minor  desjenigen  Elementes  der  Determinante  /^  (d)  be- 
zeichnet, welches  durch  den  Index  angegeben  wird.  Wir  sehen,  dass  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  verschwindet,  wenn  alle  ersten  Minoren  Null  sind.  Die  Gleichung 
/^  (^)  SS  0  muss  daher  mindestens  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzen.  Auf  dieselbe 
Art  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  die  zweiten  Minoren  ebenfaUs  sämmtlich  Null 
sind,  jeder  erste  Minor  zwei  gleiche  Wurzeln  und  die  ursprängliche  Gleichung 
daher  drei  gleiche  Wurzeln  hat  und  so  fort. 

§  270.  Wir  merken  zwei  an  sich  klare  Ergebnisse.  (1)  Wenn  alle  ersten 
Minoren  einer  Determinante  dieselbe  Wurzel  a-mal  haben,  so  hat  die  Determinante 
selbst  die  Wurzel  wenigstens  a  +  X-mal.  (2)  Wenn  eine  Determinante  r  gleiche 
Wurzeln  hat  und  ihre  sämmtlichen  ersten,  zweiten,  etc.  Unterdeterminanten  fOr  diese 
Wurzeln  verschwinden,  so  hat  jeder  der  ersten  Minoren  die  gleiche  Wurzel  r — 1-mal, 
jeder  der  zweiten  r  —  2-mal  und  so  fort. 


Die  ünterdeterminanten  sind  Null  (§  267—273).  213 

§  271.  Als  Beispiel  wollen  wir  die  Lagrange'sche  Determinante 
zur  Ermittlung  der  Perioden  kleiner  Schwingungen  eines  Systems  um 
eine  Gleichgewichtslage  betrachten,  §  57.  Nimmt  man  an,  die  Deter- 
minante habe  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  lässt  sich  nach  §  266  er- 
warten, dass  jede  Goordinate  des  Systems  ein  Glied  von  der  Form 
(Ä  +  Bt)^*  hat.  Die  Amplitude  der  Schwingung  enthält  daher  Po- 
tenzen der  Zeit. 

Nach  §  61  enthält  auch  jeder  erste  Minor  der  Lagrange'schen 
Determinante  diese  Wurzel,  die  Auflösung  in  §  266  lässt  uns  daher 
im  Stich.  Demgemäss  werden  wir  in  §  273  finden,  dass  die  Lösung 
keine  Potenzen  der  Zeit  enthält,  dass  aber  die  unabhängigen  Gonstanten 
sich  in  andrer  Art  ordnen,  die  man  passend  durch  einen  doppelten 
Typus  der  Lösung  darstellen  kann.    Man  sehe  auch  §  281. 

§  272.  Wir  wollen  jetzt  das  folgende  allgemeine  Problem  be- 
trachten: 

Die  Determinante  J  (d)  habe  a  Wureeln,  von  denen  jede  gleich  m 
ist.  Es  mögen  ß  dieser  Wurzeln  jeden  ersten  Minor  von  /l  (d)  jW*  JNiwß 
machen  und  y  der  letzteren  jeden  zweiten  Minor  u.  s.  f.  Man  soü  die 
allgemeine  Form  der  Lösung  finden  und  erklären,  wie  sich  die  a  Constanten 
in  dieser  Losung  ermitteln  lassen. 

LQsnng  mit  einem  einfachen  Typus.  Zuerst  wollen  wir  die 
a  Wurzeln  betrachten,  die  gleich  m  sind.  Li  §  266  wurde  bewiesen, 
dass  der  Theil  der  Lösung,  der  von  ihnen  abhängt,  sich  in  der  Form 
schreiben  lässt 

x  =  L, [I, (m)e""]  +L,^  [I, (m)^  +  •  •  •  +  Z„_,  -^^  [I, (m)e"  ] 

und  ähnlich  für  y,  z,  etc. 

Sind  diese  ersten  ünterdeterminanten  endlich,  so  enthalten  diese 

Formeln  Potenzen  der  Zeit  von  f  bis  f~^  und  liefern  so  die  a  Con- 
stanten, welche  zu  den  a  gleichen  Wurzeln  gehören.  Wenn  die 
ersten  Minoren  ß  Wurzeln  haben,  die  gleich  m  sind,  so  verschwinden 
Ii{in)y  I^{m)y  etc.  und  ihre  Differentialquotienten  aufwärts  bis  zum 
(ß  —  l)ten.     Li    diesem   Fall    reichen    die   Potenzen    von   t  nur   bis 

zur  ^"""'^"^-ten  und  die  obigen  Formeln  liefern  daher  nicht  die  voll- 
ständige Zahl  von  Constanten. 

Wenn  alle  ersten  ünterdeterminanten  die  Wurzel  a-msX  und  alle 
zweiten  /S-mal  besitzen,  so  kann  u  —  ß  —  1 ,  wie  aus  §  270  bekannt 
ist,  nicht  negativ  sein. 

^  §  273.  Die  LSsnng  mit  einem  doppelten  Typus,  um  die  richtige 
Form  för  x,  y,  z,  etc.  zu  finden,  wenn  alle  ersten  Minoren  Null  sind, 
kehren  wir  zu  der  Analogie  zwischen  Operationen  tmd  Grössen  zurück, 
von  der   in  §  262   die  Rede    war.     Wir  lassen  jetzt    zwei   beliebige 


214         Kapitel  VI.    Die  durch  lineare  Gleichungen  gegebene  Bewegung. 

von  den  Gleichungen  (1)  unberücksichtigt^  z.  B.  die  beiden  ersten^  lösen 
die  übrigen  n  —  2  Gleichungen  auf^  drücken  auf  diese  Art  alle  Goordi- 
naten  0^  u,  etc.  durch  x  und  y  aus  und  erhalten  so  eine  Reihe  von  Glei- 
chungen, welche  die  Gestalt  haben 

worin  die  Functionssymbole  thatsächlich  zweite  Minoren  der  Deter- 
minante ^  (d)  sind.  Wir  substituiren  nun  diese  Ausdrücke  für  z^  u^  etc. 
in  die  beiden  weggelassenen  Gleichungen.  Diesen  beiden  Gleichungen 
wird  genügt,  wenn  x  und  y  irgend  welche  Werthe  haben,  die  l(d)x=0 
und  I{8)y  =  0  machen,  worin  I(ß)  irgend  ein  erster  Minor  von  ^  (d)  ist. 

Wir  bemerken  femer,  dass  diesen  beiden  Gleichungen  durch  die 
gesonderten  Theile  der  Werthe  von  z^  w,  etc.  genügt  wird,  die  von  x 
und  von  y  herrühren.  Man  kann  daher  die  Auflosung  so  anordnen, 
dass  man  diese  beiden  Theile  getrennt  aufsucht  und  die  Resultate 
schliesslich  addirt.    Die  folgende  Methode  empfiehlt  sich  ftir  die  Praxis. 

Sind  die  ersten  Unterdeterminanten  sämmtlich  Null,  so  lasse  man 
eine  der  gegebenen  Differentialgleichungen  (1)  bei  Seite,  z.  B.  die  erste. 
Man  hat  nun  n  —  1  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  n  Coordinaten. 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  y  =  0,  so  erhalt  man  x^  g,  etc.  durch 
einen  einfachen  Typus  5  ausgedrückt,  wobei  5  der  Gleichung  J^  (d)5  =  0 
genügt.  Jg  stellt  hier  den  Minor  des  zweiten  Elementes  der  ersten 
Zeile  der  Determinante  ^{S)  dar.  Wir  schreiben  die  so  gefundene 
Auflosung  in  der  Form 

x  =  J^^(d)l^    y  =  0,    ^  =  e728(*)g,    etc., 

worin  die  Operatoren  die  zf/oeiten  ünterdeterminanten  der  Elemente  in 
den  ersten  beiden  Zeilen  von  /J  (8)  sind.  Setzt  man  dann  weiter  x  =  0 
statt  y  =  0  in  den  Gleichungen,  die  auf  die  erste  folgen,  so  erhalt  man 
eine  zweite  Auflösung,  in  welcher  x,  z,  etc.  durch  einen  zweiten  einfachen 
Typus  Tj  ausgedrückt  sind.  Darin  genügt  rj  der  Gleichung  I^  (d)  iy  =  0, 
wobei  J^  der  Minor  des  ersten  Elementes  der  ersten  Zeile  von  ^{d) 
ist     Wir  geben  der  so  gefundenen  Lösung  die  Form 

x  =  0,    y  =  Jn{S)v>    ^^Jii{^)v>    ötc. 

Addirt  man  die  beiden  Auflösungen,  so  erhalt  man  die  folgenden  Werthe 
von  a?,  y,  z,  etc. 

^  =  ^(*)l,    n^Ji^{S)ri,    e  =  J^{S)l  +  J^^{S)ri ,     etc. 

Sie  genügen  offenbar  allen  Gleichungen  mit  Ausnahme  der  einen, 
die  bei  Seite  gelassen  wurde.  Aber  auch  dieser  Gleichung  genügen 
sie,  weil  nach  der  Voraussetzung  nur  solche  Theile  dieser  Auflösungen 
genommen  werden,  welche  alle  ersten  Minoren  zu  Null  machen. 

Die  Typen  £,  17  haben  dieselben  Exponentialgrössen,  nur  mit 
verschiedenen  Gonstanten,  die  Operatoren  aber  sind  andre.  Man 
nehme  z.  B.  an,  die  Determinante  ^{S)  habe  nur  zwei  Wurzeln,  die 
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gleich  m  sind^  und  diese  machten  jeden  ersten  Minor  von  ^{S)  zu 
Null.  Die  Glieder  von  x,  y^  e,  etc.,  welche  von  den  übrigen,  von  m 
verschiedenen,  Wurzeln  abhängen,  findet  man  einzeln  aus  ihren  eigenen 
Exponentialgrössen  nach  der  in  §  262  für  einen  einzelnen  Typus  an- 
gegebenen Methode.  Die  Glieder  von  x,  y,  ss,  etc.  dagegen,  welche  von 
der  Wurzel   m   abhängig   sind,   werden  dadurch  ermittelt,   dass  man 

^  ^=  L^^\  ri  =^  L^^*  setzt,  worin  L^  imd  L^  zwei  verschiedene  will- 
kürliche Constante  sind.  Die  Theile  der  Lösung,  welche  von  den  letzteren 
herrühren,  sind  bezüglich 

X  =  L^J^i  (m)e^\    y  ^0,    ss  =  -^ic^s i^)^\    ^tc, 
rc  =  0,    y  =  L^Ji^{m)e'\    z  =  L^J^^{m)e^\    etc., 

worin  J^^   eine  zweite  ünterdeterminante  ist,   welche  sich  aus  ^(ß) 

dadurch  ableiten  lässt,  dass  man  die  a^  und  h^  Verticalreihe  imd  die 
beiden  ersten  Horizontalreihen  weglässt  und  der  so  übrig  bleibenden 
zweiten  Unterdeterminante  ihr  richtiges  Vorzeichen  gibt.  Der  Index  2 
kommt  bei  jedem  J  in  der  ersten  Zeile  der  obigen  Gleichungen  und  der 
Index  1  bei  jedem  J  in  der  zweiten  vor. 

Die  vollständige  von  der  Wurzel  m  herrührende  Auflösung  ist  die 
Summe  dieser  beiden  partiellen.  Man  beachte,  dass  die  beiden  will- 
kürlichen Constanten  ij,  L^  in  den  Werthen  von  a;,  y,  Zj  etc.  so  auf- 
treten, dass  die  Exponentialgrösse  e^*  von  zwei  willkürlichen  Gonstanten 
statt  von  einer  begleitet  ist  und  diese  nicht  durch  das  Vorkommen  von 
Potenzen  von  t  getrennt  werden. 

§  274.  Wenn  die  Minoren,  denen  die  Typen  %  und  iy  genügen 
müssen,  die  Wurzel  d  =  m,  /3-mal  besitzen,  so  hat  man  demnach 

,  =  (flo+ fli<  +  •  •  •  +  ^^_/~>"". 

Die  entsprechenden  Werthe  von  x,  y,  etc.  findet  man  durch  Sub- 
stitution; sie  können  in  der  Form  geschrieben  werden 

«  =  ö,K(w)6""]  +  (?,34i[^(»»)«'"']  +  •  •  •  +  G,>-^:^Mn{«^>''% 

und  ähnlich  für  y,  etc. 

Das  Besondere  der  Lösungen,  die  aus  dem  doppelten  Typus  S,  17 
abgeleitet  werden,  besteht  darin,  dass  die  entsprechenden  Glieder  in 
den  Ausdrücken  für  x  und  y  unabhängige  Consta/nte  haben. 

Wenn '  die  zweiten  Unterdeterminanten,  welche  die  Operatoren 
bilden,  sämmtlich  endlich  sind,  so  enthalten  diese  Formeln  Potenzen 

von  t  bis  zu  f"^  und  liefern  2/5  Constante. 
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Haben  die  zweiten  ünterdeterminanten  aber  y  Wurzeln  gleich  w, 

so  erstrecken  sich  die  Potenzen  von  i  nur  bis  v~^^^  und  die  volle 
Anzahl  der  Constanten  ist  dann  nicht  gefunden  worden. 

§  275.  Lösung  mit  einem  dreifaehen  Typns.  Wir  haben  drittens  die  Lösung 
zu  finden,  wenn  die  zweiten  Unterdeterminanten  ebenso  wie  die  ersten  Null  sind. 
In  diesem  Fall  wird  die  eben  gefundene  Lösung  wieder  unzureichend.  Um  die 
richtigen  Formen  von  aJ,  y,  «r,  etc.  zu  finden,  lassen  wir  jetzt  drei  beliebige  von 
den  Differentialgleichungen  (1)  des  §  262  bei  Seite  und  yerfahren  im  Weiteren  wie 
zuvor.  Wir  erhalten  so  »  —  8  Gleichungen  für  die  n  Coordinaten.  Man  erkennt 
sofort,  dass  man  alle  Coordinaten  durch  drei  beliebige  ausdrücken  kann,  z.  B. 
o;,  2^,  z.  Man  hat  dann  dreimal  so  Tiele  willkürliche  Constanten,  als  Wurzeln 
vorkommen,  die  gleich  m  sind. 

Auf  dieselbe  Art,  wie  vorher,  lässt  sich  die  Lösung  durch  einen  dreifachen 
Typus  I,  Y2f  f  ausdrücken.  Setzt  man  y  und  z  gleich  Null,  so  findet  man  die 
übrigen  Coordinaten  a;,  \k,  etc.  in  Ausdrücken  eines  einfachen  Typus  |.  Nimmt  man 
dagegen  x  und  z  (statt  y  und  i^  in  diesen  n  —  3  Gleichungen  gleich  Null,  so 
erhält  man  eine  zweite  Lösung,  die  von  einem  andern  einfachen  Typus  ti  abhängt. 
Schliesslich  ergibt  sich  eine  dritte  von  £  abhängige  Lösung,  wenn  man  x  und  y 
Null  gleichsetzt.  Addirt  man  diese  drei  Lösungen,  so  findet  man,  dass  sich  alle 
Coordinaten  mittelst  Operatoren  ausdrücken  lassen,  die  thatsächlich  die  dritten 
Minoren  der  Determinante  ä{JS)  sind.  Die  Gegenstände  der  Operation  sind  die 
drei  unabhängigen  Functionen  |,  t],  i,  Sie  sind  derart,  dass  man,  wenn  I(S)  einer 
der  zweiten  Minoren  der  Elemente  der  drei  weggelassenen  Gleichungen  ist, 
1(^)1  «  0,  I{S)7i  =  0,  I{ß)i  =  0  hat.  Wenn  die  letzteren  die  Wurzel  *  «  m, 
y-mal  enthalten,  so  wird  jede  der  drei  Functionen  |,  f},  £  durch  eine  Reihe  von 
der  Form 


(z.  +  2e,*  +  ..+Jfy_it''-V 


aber  mit  unabhängigen  Constanten,  ausgedrückt. 

§  276.  Die  Anzahl  der  Constanten.  Jede  der  Gruppen  von  Werthen  der 
o;,  y,  etc.  in  den  §§  272,  278,  276  ist  selbstverständlich  eifM  Löswng.  Die  voll- 
ständige Lösung  ist  in  Wirklichkeit  die  Summe  dieser  partiellen  Lösungen,  voraus- 
gesetzt,  dass  sie  die  richtige  Anzahl  von  Constanten  hat.  Es  scheint  übrigens, 
als  ob  wir  zu  viel  Constante  hätten.  Wir  müssen  sie  daher  untersuchen  und  ent- 
scheiden, welche  Glieder  absolut  Null  sind  und  welche  sich  in  den  verschiedenen 
partiellen  Lösungen  wiederholen. 

Wir  beginnen  mit  der  Lösung,  die  aus  dem  Typus  F,  §  272,  mittelst  der 
ersten  Minoren  abgeleitet  wurde.  Da  die  ersten  Unterdeterminanten  ß  Wurzeln 
haben,  die  gleich  m  sind,  so  verschwinden,  wie  man  leicht  sieht,  die  ersten  ß 
Glieder  in  jedem  der  Ausdrücke  für  x,  y,  etc.  Man  nehme  die  aus  irgend  einem  Aus- 
druck Lj^  abgeleitete  Lösung,  wobei  k  zwischen  ß  —  1  und  2^  liegt.    In  dem 

Fall  der  Variablen  x  und  y  haben  die  Ausdrücke  die  Form 

Sie  sind  offenbar  sämmtlich  in  den  aus  4?  ^  ixnt  Hülfe  der  zweiten  Minoren 
abgeleiteten  Ausdrücken  enthalten.  Die  entsprechenden  Terme  in  z,  u,  etc.  müssen 
auf  die  Glieder  in  x,  y  mittelst  der  Formel  in  §  273  bezogen  werden  und  sind 
daher  ebenfalls  in  der  aus  £,  ri  abgeleiteten  Reihe  enthalten.  Schliesslich  nehme 
man  die  Auflösung,  die  sich  aus  den  Gliedern  von  L^^  sai  bis  L^_^  ergibt.    In 

ihnen  treten  Potenzen  von  ^  bis  t"""^~^  auf.     Diese  «  —  2jJ  Terme  befinden 
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sich  nicht  unter  den  von  |  und  77  abgeleiteten  Tennen  und  liefern  a  —  2ß  willkür- 
liche Constante. 

Zweitens  betrachten  wir  die  aus  dem  doppelten  Typus  £,  ij  mit  Hülfe  der 
zweiten  Minoren  abgeleitete  Lösung  (§§  273  und  274).  Jeder  dieser  zweiten 
Minoren  hat  y  Wurzeln,  Yon  denen  jede  gleich  m  ist.  Daher  ergibt  sich,  wenn 
man  so  schliesst,  wie  vorher,  dass  die  ersten  y  Glieder  der  Reihen  für  x  und  y 
Null  sind,  und  dass  die  höchste  Potenz  von  t  statt  die  {ß  —  1)*®  die  ((5  —  1  —  y)*® 
ist.  Folglich  erstrecken  die  Terme  der  Reihe,  welche  aus  dem  einfachen  Typus  V 
sich  ergeben  und  nicht  in  den  aus  dem  doppelten  Typus  £,  ri  abgeleiteten  ein- 
geschlossen sind,  ihre  Potenzen  von  t  jetzt  von  ^"^  bis  ^~^~"^.  Es  gibt  daher 
a  —  2  p  +  y  solche  Terme  anstatt  a  —  2  (5. 

Dieselbe  Schlussweise  lässt  sich  auf  alle  andern  partiellen  Lösungen  an- 
wenden, die  von  dreifachen  und  höheren  Tyx>en  abgeleitet  sind.  Wir  folgern 
daraus,  dass  die  partielle  Lösung,  weiche  aus  einem  einfachen  Typus  durch  Operiren 
mit  den  ersten  Minoren  der  ersten  Horizontaireihe  der  Fwtdamentaldeterminante 
abgeleitet  ist,  a  —  2ß  -]-  y  Terme  liefert,  die  nicht  in  den  folgenden  Lösungen  ent- 
halten sind.  Sie  geben  ebensovieh  tdUkurlidie  Constante.  Die  partielle  Lösung, 
welche  aus  einem  doppelten  Typus  durch  Operiren  mit  den  zweiten  Minoren  der 
beiden  ersten  Horizontalreihen  der  Fundamentaldeterminamte  abgeleitet  ist,  liefert 
ß  —  2y4-^  Terme,  die  nicht  in  den  folgenden  Löswngen  eingeschlossen  sind.  Sie 
geben  doppelt  so  viele  Constante.  Die  von  einem  dreifachen  Typus  durch  Operiren 
mit  den  dritten  Minoren  der  drei  ersten  HorizontaJreihen  abgeleitete  partielle  Lösung 
ergibt  y  —  2  ^  -{-  e  Terme  und  dreimal  so  viele  Constante  u.  s.  f  Man  nehme  z.  B. 
an,  die  vierten  Minoren  seien  nicht  alle  gleich  Nuü,  so  wird  die  Anzahl  der  Con- 
stanten, welche  jede  der  verschiedenen  partiellen  Löswngen  liefert^  durch  die  Glieder 
der  Beihe 

(a  —  2/J  +  y)  +  2(/J  _  2y  +  tf)  +  3(y  —  2tf)  -f  U 
angegeben. 

Wenn  keines  der  Glieder  dieser  Reihe  negativ  wird,  so  haben  wir  eine  Reihe 
partieUer  Lösungen  erhalten,  welche  die  richtige  Anzahl  der  Constanten  enthält. 
Diesen  Punkt  wollen  wir  im  Folgenden  besprechen. 

§  277.  Wenn  eine  Deteiminante  die  Wurzel  grade  a-mal,  wenn  die  ersten 
Minoren  der  beiden  ersten  Elemente  der  beiden  ersten  Horizontalreihen  die  Wurzel 
grade  ^-mal  enthalten  und  der  zweite  Minor  dieser  vier  Elemente  grade  y-mal, 
so  ist  a  —  2^  +  7  positiv. 

um  dies  zu  beweisen,  sei  J  die  Determinante,  Jj,  J„  J^,  J^  die  vier  ersten 
Minoren,  jd^  der  zweite  Minor.  Wie  wir  wissen,  ist  dann  JJ^^^I^J^  —  ^%*^ii 
die  linke  Seite  enthält  die  Wurzel  grade  cc  -\-  y>mal,  die  rechte  Seite  wenigstens 
2^mal.    Daher  ist  a  -{-  y  —  2^  positiv. 

Auf  dieselbe  Art  und  unter  ähnlichen  Annahmen  lässt  sich  zeigen,  dass 
ß  —  2y  -j-  d  i>ositiv  ist  u.  s.  f. 

§  278.    Beispiel.    Man  integrire  die  Differentialgleichungen 

(^  — l)«(a  +  i)x  — (*  — 1)(^  — 2)y  +  {9  —  l)z  «-  0 
8(^  — l)«a?  — (*  — X)(*  — 3)y4-2(tf— 1)0  =  0 

Die  Fundamentaldeterminante  (§  262)  ist  /i(9)^  —  (9^  1)*.  Sie  hat  (§  271) 
sechs  gleiche  Wurzeln  (^  «b  6),  jeder  erste  Minor  besitzt  die  Wurzel  dreimal 
(ß  =»  S)  und  jeder  zweite  einmal  (y  »=  1).  Der  Theil  der  Auflösung,  der  von 
einem  einzelnen  Typus  abhängt  (§  276)  liefert  a  —  iß  -\-  y  (d.  h.  eine)  Constante. 
Sie  begleiten  die  höchsten  Potenzen  von  <,  die  in  dem  Typus  vorkommen,  eine 
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Constante  für  jede  Potenz  (§  272).  Der  Theil  der  Lösung,  der  von  einem  doppelten 
Typns  abhängt,  liefert  2(ß  —  2y)  d.  h.  zwei  Constante.  Sie  begleiten  die  höchsten 
Potenzen  von  t,  die  in  diesem  Typus  vorkommen,  zwei  Constante  für  jede  Potenz. 
Der  Theil  der  Lösung,  der  von  einem  dreifachen  Typus  abh&ngt,  liefert  3  y  (d.  h.  drei) 
Constante,  die  wieder  die  höchsten  Potenzen  von  t  begleiten,  drei  Constante  far 
jede  Potenz.  Um  die  volle  Anzahl  der  Constanten  zu  erhalt^i,  braucht  man  bei 
diesem  Beispiel  nur  die  eine  höchste  Potenz  von  t,  die  in  jedem  Typus  vorkommt, 
beizubehalten. 

Der  einzelne  Typus  ist,  nach  %  264,  |  =  (etc.  +  Ät'^)e*.  Nimmt  man  die 
Minoren  der  ersten  Horizontalreihe  von  d{9),  so  erhält  man,  nach  §  262, 

X (^-i)'l,  y (^-i)»l,  z^s{a-iyi 

Um  den  Theil  der  Lösung  zu  finden,  der  von  einem  doppelten  Typus  abhängt, 
lassen  wir  die  erste  Gleichung  weg  (§  378).  Setzt  man  o;  :=  0,  so  findet  man 
y  H=  (^  —  1)5,  g  =^  —  (S  —  l)i,  worin  (d  —  1)"6  «  0.  Setzt  man  y  =  0,  so  er- 
gibt sich  a;  =  (tf  — 1)?2,  jp  =  —  (^  —  l)*ij,  worin  (9  —  l)"ij  =»  0  ist.    Der  doppelte 

Typus  ist  daher  |  —  (etc.  +  Bt*)e*,  tj  =  (etc.  +  Ct^e*,  Die  Werthe  der  Coordi- 
naten  sind  x  =  (d  —  l)ri,  y  «(*  — 1)|,  «  =  —  (*— X)S —  (*— l)«ri. 

Um  femer  den  Theil  der  Lösung  zu  finden,  der  von  einem  dreifachen  Typus 
abhängt,  verwerfen  wir  die  beiden  ersten  Gleichungen  (§  275).    Die  drei  partiellen 

Lösungen  sind  dann  erstens  a;  =  0,  y  =  0,  g=^I)e\  zweitens  a;  =»  0,  y  =  Etf^  ä  =  0, 

drittens  x^^Fe\  y^^^t  z^^O.  Ihre  Summe  ist  die  aus  dem  dreifachen  Typus 
abgeleitete  Lösung. 

Wenn  man  die  Lösungen,  welche  aus  allen  verschiedenen  Typen  abgeleitet 
sind,  addirt  und  die  Constanten  vereinfacht,  so  wird 

x  =  {F+Ct  +  Ät^e*,     y=={E  +  Bt  +  Ät^e\    z^  {D  — Bt  —  Äit^ +  2t))e* , 

§  279.  Wir  wollen  umgekehrt  annehmen,  eine  Lösung,  wie  die  m  §276  be- 
schriebene, sei  gegeben  und  unterstichen,  welche  Minoren  Null  sein  müssen. 

Es  sei  gegeben,  dass  in  der  Lösung  Terme  vorkommen,  die  von  einem  drei- 
fachen Typns  abhängen,  der  y  —  1  Potenzen  von  t  enthält,  die  von  unabhängigen 
Constanten  in  irgend  welchen  drei  Coordinaten  begleitet  sind.  Setzt  man  zwei 
beliebige  dieser  Coordinaten  gleich  Null,  so  werden  die  Differentialgleichungen 
durch  eine  Lösung  befriedigt,  die  von  einem  einfachen  Typus  abhängt.  Wir  haben 
daher  n  Gleichungen,  die  n  —  2  Coordinaten  enthalten  und  sämmtlich  durch  Werthe 
der  Coordinaten  befriedigt  werden,  in  denen  Potenzen  von  t  aufwärts  bis  zur 
(y  —  1)^^  vorkommen.  Daraus  folgt,  dass  alle  zweiten  Minoren,  die  sich  aus 
diesen  Gleichungen  bilden  lassen,  Null  sein  müssen  und  dass  jeder  dieser  Minoren 
die  Wurzel  y-mal  enthalten  muss. 

Daraus  schliessen  wir  nach  §  270,  dass  jede  erste  Unterdeterminante  die 
Wurzel  y-\-lim&\  enthalten  muss.  Wir  wollen  aber  annehmen,  die  gegebene 
Lösung  enthalte  auch  Terme,  die  von  einem  doppelten  Typus  abgeleitet  sind, 
welche  Potenzen  von  t  aufwärts  bis  zur  {ß  —  y  —  l)ten  mit  unabhängigen  Con- 
stanten in  irgend  zwei  der  Coordinaten  haben.  Auf  dieselbe  Art,  wie  zuvor, 
findet  man,  dass  jeder  erste  Minor  die  Wurzel  (ß  —  y  —  l)-mal  haben  muss.  Sie 
sind  zu  den  bereits  gefrindenen  y  -\-l  Wurzeln  hinzuzufügen ,  weil  man  die  ge- 
gebenen Lösungen,  welche  aus  den  doppelten  und  dreifachen  Typen  abgeleitet 
sind,  als  solche  ansehen  kann,  die  von  ungleichen  Wurzeln  abhängen  und  diese 
Wurzeln  dann  in  der  Grenze  gleich  machen  kann.  Daraus  folgt,  dass  jeder  erste 
Minor  die  Wurzel  ^-mal  hat. 

Aus  §  270  schliessen  wir,  dass  die  Determinante  (4)  in  §  261  die  Wurzel 
ß  -\-  1-mal  haben  muss.  Wenn  aber  die  gegebene  Lösung  auch  Terme  enthält,  die 
aus  einem  einzelnen  Typus  mit  Potenzen  von  t  bis  zur  (a  —  ß  —  1)  ten  abgeleitet 
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sind,  80  ergibt  sich  schliesBlicli  auf  die  obige  Art,  dass  die  Determinante  (4)  die 
Wurzel  a-mal  haben  muss. 

§  280.  Als  Zusatz  zu  dieser  Theorie  bemerken  wir,  dass  die  Lösung  keine 
Terme  enthalten  kann,  in  denen  die  hohen  Potenzen  Yon  t  von  einem  vielfacheren 

Typus  abhSngen,  als  die  niedrigeii  Potenzen  von  t.  Wenn  z.  B.  der  Term  *"«*"' 
von  k  unabhängigen  Constanten  begleitet  vorkommt ,  so  muss  er  der  Theil  einer 
Lösung  sein,  die  von  einem  Ä^-fachen  Typus  abgeleitet  ist.  Daraus  folgt,  dass  aUe 
geringeren  Potenzen  von  t,  die  nut  derselben  Exponentialgrösse  multiplicirt  werden, 
Theile  desselben  Typus  sind  und  von  wenigstens  k  unabhängigen  Gonstanten  be- 
gleitet sein  müssen. 

§  281.  Unter  welcher  Bedingang  fehlen  alle  Potenzen  von  ^? 
In  einigen  dynamischen  Problemen  gibt  es  bekcmntlich,  obwohl  die  Ftmdch 
mentcddeterminante  a  gleiche  Wu/rzeln  hat,  in  der  Äußösung  doch  keine 
Terme  mit  Potenzen  von  t  Wir  können  jetzt  bestimmen,  wnter  welchen 
Bedingungen  dieser  Fall  eintritt. 

Aus  §  272  ist  ersichtlich^  dass  sich  aus  den  ersten  Minoren^  wenn 
jeder  von  ihnen  die  Wurzel  nicht  wenigstens  a  —  l-mal  hat,  eine  Losung 
ableiten  lässt^  welche  Potenzen  von  t  in  dem  GoefiGicienten  hat;  die  grösser 
als  Null  sind.  Ebenso  geben  die  zweiten  Minoren^  wenn  jeder  die  Wurzel 
nicht  wenigstens  a  —  2-nial  hat^  eine  Lösung  mit  Potenzen  von  t  in 
dem  Coefficienten.  Da/raus  schMessen  wir,  dass,  wenn  a  gleiche  Wurzeln 
in  der  Determinante  vorkommen  und  die  Terme  in  der  Lösung  mit  t  als 
Fadtor  fdüen  sollen,  es  dazu  nöthig  sowohl  als  ausreichend  ist,  dass  aUe 
ersten,  zweiten,  etc.  Minoren  a/ufwärts  bis  zum  (a  —  l)ten  NuU  sind. 

§  282.  Dynamischer  Sinn  der  Typen.  Wir  wollen  nun  unter- 
suchen, auf  welche  Art  die  drei  verschiedenen  Typen  der  Auflösung 
in  §  264  verschiedene  Arten  der  Bewegung  anzeigen.  Beginnen  wir 
mit  einer  reellen  WurzeL    In  diesem  Fall  hat  jede  Coordinate  einen 

Term  von  der  Form  Jfa*"'.  Wenn  m  positiv  ist,  so  wird  dieser  Term 
mit  der  Zeit  immer  grösser  und  das  System  entfernt  sich  daher  weit 
von  seinem  ungestörten  Zustand  und  unsere  Gleichungen  stellen  daher 
nur  die  Art  dar,  auf  welche  das  System  seinen  Weg  beginnt.  Ist  m 
negativ,  so  verschwindet  dieser  Term  nach  und  nach  und  die  Bewegung 
hängt  schliesslich  von  den  übrigen  Termen  in  der  Lösung  ab. 

Aehnliche  Bemerkungen  gelten  immer  dann,  wenn  eine  reelle 
Exponentialgrösse  vorkommt,  mag  sie  nun  mit  einer  trigonometrischen 
Function  multiplicirt  sein  oder  nicht.  Wir  können  daher  das  allgemeine 
Princip  aufstellen,  welches  nur  im  Fall  gleicher  Wurzeln,  den  wir 
sofort  besprechen  werden,  gewissen  Einschränkungen  unterworfen  ist, 
dass  nämlich  die  nothwendigen  und  ausreichenden  Bedingungen  für  die 
Stabilität  darin  bestehen,  dass  die  reellen  Wurzeln  und  die  reellen  Theile 
der  complexen  Wurzeln  sämmÜich  negativ  oder  NuU  sein  müssen.  Ein 
ein&ches  Verfahren,  um  zu  bestimmen,  ob  dies  der  Fall  ist  oder  nicht, 
wird  in  dem  zweiten  Abschnitt  dieses  Kapitels  angegeben  werden. 
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§  283.  Die  Wirkung  gleicher  Wurzeln  auf  die  Stabilität  Wenn 
es  gleiche  Wurzeln  in  der  Determinantengleichung  gibt^  so  enthält  die 
Losung^  wie  wir  gesehen  haben^  im  Allgemeinen  Terme  mit  Potenzen 
von  t  als  Factor.  Es  kommt  nun  darauf  an^  die  Wirkung  dieser  Terme 
auf  die  Stabilität  des  Systems  zu  bestimmen.    Wenn  m  positiv  ist,  so 

macht  das  Auftreten  eines  Terms  Mfe^*  selbstverständlich  das  System 
unstabiL     Ist  dagegen  m  negativ,  so  kann  dieser  Term  numerisch  nie 

grosser  als  Jf  (— j  werden.  Wenn  m  sehr  klein  ist,  so  kann  das  an- 
fängliche Wachsen  des  Terms  die  Werthe  von  a;,  y,  etc.  gross  werden 
lassen  und  die  Bewegung  kann  nicht  als  kleine  Schwingung  angesehen 

werden.     Wird  aber  das  System  nicht  so  gestört,  dass  My—J  gross 

ist,  so  verschwindet  schliesslich  der  Term  und  die  Bewegung  kann  als 

stabil  angesehen  werden.    Ist  m  durchaus  imaginär  und  gleich  n|/ — 1 , 

so  nimmt  dieser  Term  die  Form  ^^sin  n^  an  und  macht  selbstverständlich 
das  System  unstabil. 

Gleiche  Wurzeln  stören  daher  die  SUMUtät  nicktj  wenn  ihre  reeUen 
Theüe  negativ  sind,  machen  das  System  dhe/r  vansioihü,  wenn  ihre  reellen 
Theäe  NuU  oder  positiv  sind. 

§  284.  Aus  dem  Vorstehenden  geht  hervor,  dass  der  ganze 
Charakter  der  Bewegung  von  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der  De- 
terminantengleichung ^  (S)  ^=0  abhängt.  Kann  man  diese  Gleichung 
lösen  und  die  Wurzeln  auffinden,  so  kennen  wir  selbstverständlich  sofort 
die  Natur  der  Bewegung.  Kann  dies  aber  nicht  geschehen,  so  muss  man 
die  Theorie  der  Gleichungen  zu  Hülfe  nehmen,  um  zu  bestimmen,  ob 
die  Wurzeln  reell  oder  complex  sind  und  ob  gleiche  Wurzeln  existiren 
oder  nicht.  Bei  Gleichungen  höherer  Ordnung  sind  die  Theoreme  von 
Fourier  und  Sturm  zu  empfehlen,  bei  vielen  dynamischen  Problemen 
jedoch  hat  man  es  mit  nur  zwei  Coordinaten  zu  thun  und  daher  die 
Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  in  §  260  zu  untersuchen. 

Regeln,  nach  welchen  die  Auflösung  einer  biquadratischen  Gleichung 
von  der  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung  abhängig  gemacht  wird, 
werden  zwar  in  den  meisten  Lehrbüchern  über  die  Theorie  der  Glei- 
chungen gegeben;  da  diese  Methode  für  die  Anwendung  jedoch  un- 
bequem ist,  so  wollen  wir  hier  eine  andre  Lösung  zum  Gebrauch  bei 
späteren  Problemen  kurz  mittheilen.  Die  Kriterien  der  Beschaffenheit 
der  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  sind  sehr  bequem  in  Art.  68 
der  Theory  of  Eguations  von  Burnside  und  Panton,  1886,  zusammen- 
gestellt. 

§  285.    Die  Auf  ISsiug  der  biquadratiselien  GleiehnD^n.    Die  Gleichung  sei 

.  ax*  +  4&a;'  +  ß^^:"  -f  ^dx  +  «  =  0 
und  die  Inyarianten  daher 
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I^  ae  —  46d  +  3c*    und    /=  ace  +  2bcd  —  ai*  —  «&"  —  c*. 

Die  letztere  kann  man  auch  als  Determinante  schreiben.  Im  Allgemeinen  wird 
es  Yortheilhaft  sein,  die  Gleichung  von  dem  zweiten  Glied  zu  befreien.  Die  so 
umgeformte  Gleichung  sei 

aS*  —  2ajff6»  +  aöi  —  aF  =  0, 

worin  a}K  =  3  (&•—  ai^  und  a'ö  =*  4(2&'  —  8a6c  +  a}ä)  ist.  Wenn  man  die 
Invarianten  benutzt,  oder  die  Transformation  wirklich  ausfahrt,  findet  man  leicht 

J=ia«ir-a«F     und    /=  ^a»^  -  ^  a»ö*  -  |aJH. 

Ist  d  die  Discriminante,  d.  h.  z/  »=  J* —  27/',  so  hat  die  biquadratische 
Gleichung,  wie  in  allen  Lehrbüchern  über  die  Theorie  der  Gleichungen  bewiesen 
wird,  wenn  z/  negativ  oder  Null  ist,  zwei  reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln.  Ist 
A  positiv  und  nicht  Null,  so  sind  die  Wurzeln  entweder  sämmtlich  reeU  oder 
sämmtlich  complex. 

Welcher  der  beiden  letzteren  Fälle  vorliegt,  lässt  sich  in  der  Regel  dadurch 
entscheiden,  dass  man  feststellt,  ob  die  Gleichung  eine  reelle  Wurzel  hat  oder 
nicht.  Haben  z.  B.  a  und  t  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  ist  eine  Wurzel  und 
mithin  alle  reell.  Jedenfalls  kann  man  das  folgende  Kriterium  benutzen.  Man 
befreit  die  gegebene  biquadratische  Gleichung  von  ihrem  zweiten  Glied  und  schreibt 
das  Resultat  in  der  Form  ({"  —  JT)«  +  ö|  ==  IT. 

Wenn  S^  das  arithmetische  Mittel  der  v^^  Potenzen  der  Wurzeln  ist,  so 
folgt  aus  dem  New  tonischen  Theorem  über  die  Summen  von  Potenzen,  /S^  =  0, 
iS;  =  JT,  4i8;  =  —  3(r  und  JBT  =  5;  —  Ä,".  Wenn  alle  Wurzeln  reell  sind,  so  ist 
8^  positiv  und  nach  einem  bekannten  Satz  aus  der  Theorie  der  Ungleichheiten 
S^  grösser  als  5j*.    Daher  sind  H  und  K  positiv.    Wenn  alle  Wurzeln  complex 

und  gleich  r  ±  p}/— 1 ,  —  r  ±  gV— 1  sind,  so  ist 

Ist  B.  positiv  oder  Null,  so  wird,  wie  man  sieht,  K  negativ.  Man  kann  daher  das 
Kriterium  so  fassen:  TFenn  K  sowohl  als  K  positiv  ist,  so  sind  die  vier  Wurzeln 
reell;  wenn  dagegen  eins  von  beiden  negativ  oder  Null  ist,  so  sind  die  vier  Wurzeln 
complex. 

Ist  die  Betermina/nte  J  NuU,  I  und  J  aber  nicht,  so  hat  bekanntlich  die  bi- 
quadratische Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln.  Sind  zwei  Wurzeln  reell  und  gleich 
und  die  beiden  andern  complex,  so  muss,  wie  sich  ergibt,  indem  man  q^^O  setzt, 
K  negativ  sein,  wenn  H  positiv  oder  Null  ist.  Das  Kriterium  besteht  daher  darin : 
Wenn  H  sowohl  als  K  positiv  ist,  so  sind  aUe  Wurzeln  reell,  wenn  dagegen  H  oder 
K  negativ  oder  NuU  ist,  so  sind  zwei  Wwrzeln  reell  wnd  zwei  complex,  Ist  G  Null, 
so  existiren  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln.  In  diesem  FaU  ist  K  Null  und  die 
Wurzeln  sind  sämmtlich  reell,  wenn  H  positiv,  dagegen  sämmtlich  complex,  wenn 
H  negativ  ist. 

Schliesslich  sei  die  JDiscriminante  A  NuU  und  I  sowohl  als  J  ebenfaUs.  Die 
biquadratische  Gleichung  hat  dann  drei  gleiche  Wurzeln  und  die  sämmtlichen 
Wurzeln  sind  daher  reell.  Ist  auch  ^Null,  so  sind  alle  vierWurzeln  gleich  und  reell. 

Beisp.  Die  Discriminante  einer  biquadratischen  Gleichung  ist  positiv;  man 
entferne  das  Glied,  welches  die  dritte  Potenz  enthält,  auf  die  gewöhnliche  Art 
und  alsdann  das  mit  der  ersten  Potenz  willkürlich.  Wenn  die  beiden  Wurzeln 
der  so  gebildeten  quadratischen  Gleichung  reell  sind  und  die  Summe  der  Wurzeln 
positiv  ist,  so  sind  die  sämmtlichen  vier  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
reell.    Wenn  beide  Bedingungen  nicht  zutreffen,  so  sind  die  vier  Wurzeln  complex. 


222  Kapitel  YI.    Die  Stabilitätsbedingungen. 

Die  StabilitätsbedlngimgeiL 

§  286.  Wie  gezeigt  wurde  ^  lässt  -  sich  die  Bestimmung  der 
Schwingung  eines  Systems  auf  die  Lösung  einer  gewissen  Determinanten- 
gleichung zurückführen^  die  in  §  262  durch  z/  ^  f{d)  =  0  dargestellt 
wurde.  In  vielen  Fällen  ist  ihre  Lösung  nicht  auszuführen  und  kann 
mithin  die  Bewegung  nicht  genau  gefunden  werden.  Wenn  wir  uns 
jedoch  nur  davon  überzeugen  wollen^  ob  die  Gleichgewichtslage  oder 
die  stationäre  Bewegung,  um  welche  sich  das  System  in  Schwingung  be- 
findety  stabil  ist  oder  unstabil^  so  kann  dies  auch  ohne  Auflösung  der 
erwähnten  Gleichung  geschehen. 

Wie  aus  §  282  erhellt^  bestehen  die  Stabilitätsbedingungen  darin, 
dass  die  reellen  Wurzeln  und  die  reellen  Theile  der  complexen  negativ 
sein  müssen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  eine  Methode  besprechen,  welche  die 
Frage,  ob  die  Wurzeln  derart  sind  oder  nicht,  entscheidet. 

§  287.  Nehmen  wir  vorerst  an,  es  handle  sich  um  eine  biquadratische 
Gleichung,  welche  die  Form  habe 

und  worin  g  für  S  gesetzt  wurde.  Wir  wollen  die  bekannte  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  bilden,  welche  das  Product  der  Summen  der 
Wurzeln  ist^  wenn  man  je  zwei  zusammennimmt.  Das  Product  möge 
X/a»  heissen,  man  findet^) 

1)  Man  kann  den  Werth  von  X  auf  verschiedene  mehr  oder  weniger  ele- 
mentare Art  ermittehi.  Substituirt  man  ^r  =  J?  ^t  -^  ^  ^^  gegebene  Gleichung 
vierten  Grades  und  setzt  die  graden  und  ungraden  Potenzen  von  Z  gleich  Null, 

so  wird 

aZ*  +  (eaE^+SbE  +  c)Z*+aE*+  bE^+  cE*+dE  +  €^  0, 

(iaJ&H-  h)Z^+  (4a-E7»+  HhE^+  2c-E7  +  d)Z=0 

und,  wenn  man  die  Wurzel  Z==^0  verwirft  und  Z  eliminirt, 

Ua^E^-\ \-  hcd  —  ad^  —  c6*=  0, 

worin  nur  das  erste  und  die  letzten  Glieder  beibehalten  wurden,  weil  wir  die 
übrigen  für  den  vorliegenden  Zweck  nicht  nöthig  haben.  Bs,  z  =  E  -j^  Z,  so  ist 
offenbar  jeder  Werth  von  E  das  arithmetische  Mittel  zwischen  zwei  Werthen 
von  z.  Wir  haben  eine  Gleichung  sechsten  Grades  für  E,  weil  es  sechs  ver- 
schiedene Arten  giebt,  auf  die  sich  die  vier  Wurzeln  der  biquadratischen  Glei- 
chung zu  je  zweien  combiniren  lassen.  Das  Product  der  Wurzeln  der  Gleichung 
für  E  kann  man  auf  die  gewöhnliche  Art  aus  dem  ersten  Glied  und  dem  letzten 
ableiten  und  daraus  ergibt  sich  dann  der  Werth  von  X,  wie  er  im  Text  an- 
gegeben wurde. 

Hätte  man  E  eliminirt,  so  würde  man  eine  Gleichung  für  Z  erhalten  haben, 
deren  Wurzeln  die  arithmetischen  Mittel  der  Differenzen  der  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  sind,  wenn  man  je  zwei  zusammenstellt.  Setzt  man  4^*«»^, 
so  erhält  man  durch  ein  einfaches  Verfahren  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
Quadrate  der  Differenzen  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  f(g)wB>Q  sind. 
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X  =  hcd  —  acP  —  eft^  =  — 


2a  b  c 
6  0  d 
c    d    2e 


Es  empfiehlt  sich^  zuerst  den  Fall  zu  untersuchen^  in  welchem  X 
endlich  ist.    Nehmen  wir  an,  wir  wüssten^  dass  die  Wurzeln  complex 

sind,  z.  B.  a  +py  —1  und  ß  +  qV  —  l ,  so  ist 

X/a'  =  4aß[(a  +  ßY  +  (p  +  q)']  {(a  +  ßf  +  (^  -  g)^}. 

aß  nimmt  daher  stets  dasselbe  Vorzeichen  an,  wie  X/a  und  cc  -{-  ß 
wie  —  b/a.  Die  Vorzeichen  von  cc  und  ß  können  daher  bestimmt 
werden  und  wenn  a,  b,  X  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  sind  die  reellen 
Theile  der  Wurzeln  negativ. 

Man  nehme  nun  weiter  an,  zwei  Wurzeln  seien  reell  und  zwei 

complex.     Man    setze    g'|/  —  1    fCLr    g,    so    dass    also    die    Wurzeln 

«  -^  pY —  1  und  /J  +  ?'  sind  und  findet 

Z/a»  =  Uß{[(a  +  ßy  +  p'-  q"\*  +  4pW*]  • 

Ebenso  wie  vorher  hat  aß  das  nämliche  Vorzeichen  wie  X/a  und  a-^-ß 
wie  —  b/a.  Femer  stimmt  das  Vorzeichen  von  /5*  —  g'*  mit  dem  des 
letzten  Gliedes  e/a  der  Gleichung  vierten  Grades  überein.  Daraus  er- 
gibt sich,  ob  ß  numerisch  grösser  oder  kleiner  als  q'  ist.  Wenn  daher 
a,  6,  €  und  X  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  sind  die  reellen  Wurzeln 
und  die  reellen  Theile  der  complexen  sammtlich  negativ. 

Schliesslich  seien  die  Wurzeln  sammtlich  reelL  Wenn  alle  Goeffi- 
cieuten  positiv  sind,  so  müssen,  wie  aus  der  Descartes'schen  Regel 
bekannt  ist,  die  Wurzeln  sammÜich  negativ  sein  und  alle  Coeifficienten 
können  nicht  positiv  sein,  wenn  alle  Wurzeln  nicht  negativ  sind.  In 
diesem  Fall  muss  X/a,  da  X  das  Product  der  Summen  der  zu  je 
zweien  zusanmiengenommenen  Wurzeln  ist,  offenbar  positiv  sein. 

Die  Wurzeln  mögen  beschaffen  sein,  wie  sie  wollen,  jedenfalls  muss 
die  biquadratische  Gleichung,  wenn  die  reellen  Wurzeln  und  die  reellen 
Theile  der  complexen  negativ  sind,  das  Product  von  Factoren  zweiten 
Grades  sein,  deren  sammtliche  Glieder  positiv  sind.  Für  die  Stabilität 
ist  es  daher  nothwendig,  dass  jeder  Goefficient  der  biquadratischen 
Gleichung  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Es  ist  auch  klar,  dass  kein  Goeffi- 
cient der  Gleichung  Null  werden  darf,  wenn  nicht  entweder  eine  reelle 
Wurzel  verschwinden  oder  zwei  imaginäre  gleich  und  entgegengesetzt 
werden  sollen. 

Fasst  man  die  eben  bewiesenen  Resultate  zusammen,  so  ergibt 
sich,  dass,  wenn  X  und  e  endlich  sind,  die  nothwendigen  und  ottö- 
reichenden  Bedingungen^  unter  denen  die  reellen  Wurzeln  und  die  reellen 
Theüe  der  complexen  negativ  sind,  darin  bestehen,  dass  jeder  Corfficient 
der  biqmdratischen  Gleichung  und  auch  X  dassdbe  Vorffcichen  haben  muss^ 
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§  288.  Der  Fall,  in  welchem  X  =  0  ist,  bietet  keine  Schwierigkeit 
dar.  Aus  der. Definition  von  X  folgt,  dass,  wenn  X  verschwindet,  zwei 
Wurzeln  gleich  sein  und  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  müssen, 
und  dass  umgekehrt  X  verschwinden  muss,  wenn  dieser  Fall  eintritt. 
Setzt  man  —  jer  an  Stelle  von  e  in  der  biquadratischen  Gleichung  und 
subtrahirt  das  Resultat  von  der  ursprünglichen  Gleichung,  so  findet 
man  hi^  -{'  de  =  0.    Die  gleichen  und  entgegengesetzten  Wurzeln  sind 

daher  z  =  +  V^^~W^-  Haben  h  und  d  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
so  sind  diese  Wurzeln  reell  und  die  eine  positiv,  die  andre  negativ. 
Haben  h  und  d  dasselbe  Vorzeichen,  so  sind  sie  ein  Paar  imaginärer 
Wurzeln. 

Die  Summe  der  beiden  andern  Wurzeln  ist  —  h/a  und  ihr  Product 

he /ad.     Daraus  ergibt  sich  nun:  Wenn  X  =  0  ist,  so  sind  die  reeUen 

Wwzel/n  und  die  redien  Theile  der  complexen  negativ  oder  Ntdl,  faUs 

jeder  Coefficient  der  hiqmdratischen  Gleichung  endlich  ist  und  dasselbe 

Vorzeichen  hat, 

§  289.  Verschwindet  entweder  a  oder  6,  so  reducirt  sich  die 
Gleichung  vierten  Grades  auf  eine  solche  dritten  Grades  (siehe  die 
Anm.  zu  §  105).     Setzt  man  c  =  0,  so  wird 

X/a^d  =  hc  —  ad. 

Wenn  alle  Coefficienten  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  muss,  wenn 
Stabilität  bestehen  soll,  wie  man  leicht  sieht,  bc  —  ad  positiv  oder 
Null  sein. 

Sind  a  imd  e  nicht  Null  und  verschwindet  einer  der  beiden  Coeffi- 
cienten b  oder  J,  so  muss  auch  der  andre  verschwinden,  denn  sonst 
könnte  X  nicht  dasselbe  Vorzeichen  wie  a  haben.  In  diesem  Fall 
wird  X  =  0  und  die  biquadratische  Gleichung  reducirt  sich  auf  die 
quadratische 

Da  sie  leicht  aufzulösen  ist,  so  bietet  dieser  Fall  in  der  Praxis 
keine  Schwierigkeit.  Für  die  Stabilität  ist  es  nöthig,  dass  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  reell  und  negativ  seien.  Die  Bedingungen 
dafür  bestehen  darin,  dass  erstens  alle  Coefficienten  a,  c,  e  dasselbe 
Vorzeichen  haben  müssen  und  zweitens,  dass  c^  >  4a6  sein  muss. 

§  290.  Die  Gleichung  w*^°  Grades.  Ist  der  Grad  der  Gleichung 
höher  als  der  vierte,  so  werden,  die  Stabilitätsbedingungen  zahlreicher. 
Eine  einfache  Regel  soU  nun  bewiesen  werden,  nach  welcher  man  diese 
Bedingungen  ebenso  schnell  berechnen  als  niederschreiben  kann.  Ausser- 
dem haben  wir  vor,  diese  Regel  zu  verallgemeinem  und  dadurch  zu 
bestimmen,  wie  viele  reelle  Wurzeln  oder  complexe  vorhanden  sind,  deren 
reelle  Theile  positiv  sind,  Eonmien  solche  Wurzeln  nicht  vor,  so  wird 
angenommen,  dass  die  Stabilitätsbedingungen  erfüllt  sind.  Auch  die 
Anzahl  der  Wurzeln,  deren  reelle  Theile  Null  sind,  wird  ermittelt  werden. 
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§  291.  Um  diese  Begel  aufzufinden,  nehmen  wir  ein  Theorem  G  au  chy's  zu  Hülfe. 
£b  sei  IT  =s  a;  -f*  vV —  1  irgend  eine  Wurzel  und  x  und  y  mögen  die  auf  rechtwinklige 
Axen  bezogenen  (Koordinaten  eines  Punktes  sein.  Man  substituire  x  -\-  y  y —  1 
fSr  z,  und  es  sei 

Irgend  ein  Punkt,  dessen  Coordinaten  solche  Werthe  haben,  dass  P  sowohl  als  Q, 
verschwinden,  möge  ein  Nüllpwnkt  heissen.  Man  beschreibe  irgend  eine  ge- 
schlossene Curve,  lasse  einen  Punkt  in  positiver  Richtung  diesen  geschlossenen 
Weg  durchwandern  und  beobachte,  wie  oft  P/Q  durch  den  Werth  Null  geht 
und  sein  Zeichen  wechselt.  Nehmen  wir  an,  es  gehe  a-mal  von  4-  zu  — 
und  /9-mal  von  —  zu  4-  über.  Cauchy  behauptet  dann,  die  Anzahl  der  Null- 
punkte innerhalb  des  geschlossenen  Weges  sei  -j{a--p).    Nöthig  ist  jedoch,  dass 

kein  Nullpunkt  auf  dem  geschlossenen  Weg  liege. 

Wir  wollen  als  geschlossenen  Weg  den  unendlich  grossen  Halbkreis  an- 
nehmen, der  den  Baum  auf  der  positiven  Seite  der  y-Aze  begrenzt.  Wir  wollen 
zuerst  von  y  =  —  oo  bisy  =  +  oo  auf  seinem  Umfang  fortschreiten.    Wenn 

m--P.'^+Pi'^~'^  +  "-+Pn (1) 

ist,  so  erhält  man  durch  Uebergang  zu  Polarcoordinaten 

f^g)  »  p^f*(coB  »e  -f-  sin  nSy^^)  H 


und  daher 


P  ^  p^r^  cos  nS  -i-  Pi r^~*  cos  (n  —  1)  Ö  +  -     • 
Q  =  p^r*  sin  HO  +  ft  r*""*  sin  (n  —  1)  Ö  H 


(2). 


In  der  Grenze  wird,  da  r  unendlich  gross  ist,  P/Q  »  cotg  nO.  P/Q  ver- 
schwindet, wenn 

«=-±-2-   ±n  2«    ±n  2 (^>' 

P/Q  ist  unendlich  gross,  wenn 

«-0.    ±1|.    ±i| (B). 

Die  Werthe  von  $  in  der  Reihe  (6)  trennen  die  in  der  Reihe  (A). 

Ist  6  klein  und  sehr  wenig  grösser  als  Null,  so  ist  P/Q  positiv  und  geht 
daher  von  -{-zu  —  bei  jedem  der  Werthe  von  6  in  der  Reihe  (A)  über.  Ist  also 
n  grade,  so  gibt  es  n  Zeichenwechsel. 

Wenn  n  ungrade  ist,  so  hat  man  n  —  1  Wechsel  mit  Ausschluss  von  0  =»  ±  ^^ ' 
in  diesem  FaU  ist  P/Q  positiv,  wenn  6  etwas  kleiner  als  -jar  und  negativ,  wenn 

0  etwas  grösser  als  ^^  i^;  jedoch  haben  wir  dies  in  der  Folge  nicht  nöthig. 

Wir  wollen  nun  Iftngs  der  y-Aze  auf  dem  geschlossenen  Weg  weiter  wandern, 
immer  in  der  positiven  Richtung  von  y  =  -\-oo  bis  y^^  —  oo.    Substitnirt  man 

g=ix-\'y  y —  1  in  (1)  und  bedenkt,  dass  längs  der  ^-Axe  o?  >»  0,  so  erhält  man, 
wenn  n  grade  ist, 

Q  =- Pn-iV  -  Pn-iV'  + (-i)*"Ay"~* 

und  daraus 

P^    PoV*  —  P,ir~' +    ■  •  _ (4) 
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(3) 
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Ist  e  der  Ueberschuss  der  Anzahl  Yon  Zeichenwechsebi  von  —  zu  4~  ^^^^ 
die  Ton.+  zu  —  in  diesem  Ausdruck,  wenn  man  Ton  ys=-|-(X)zuj/s=  —  oo 
übergeht,  dann  ist  nach  dem  Cauchj'schen  Theorem  die  ganze  Anzahl  Null- 
punkte auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  -r-  (^  4~  ^)*  Dadurch  wird  selbstverständ- 
lieh  die  Anzahl  von  Wurzeln,  deren  reelle  Theile  positiv  sind,  ausgedrückt. 

§  292.    Zum   ZBMen   dieser  Zeichenwechsel    benutzen   wir    das   Stürmische 
Theorem.    Wir  nehmen 


p»y"  —  Ptv'     H ) 


.....  W 

ft(y) 

und  suchen  den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor  von  f^iy)  und  ff(y)^  indem 
wir  bei  jedem  Best,  der  übrig  bleibt,  das  Vorzeichen  wechseln.  Die  Beihe  so 
abgeänderter  Beste  sei  /*,  (y),  f^iy),  etc.  Dann  lässt  sich,  wie  bei  dem  Sturm - 
sehen  Theorem,  zeigen,  dass,  wenn  irgend  eine  dieser  Functionen  verschwindet, 
die  beiden  ihr  zur  Seite  stehenden  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Es  er- 
gibt sich  auch,  dass  zwei  aufeinander  folgende  Functionen  nur  dann  verschwinden 
können,  wenn  f^  (y)  und  /*,  (y)  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben.  Diesen  Aus- 
nahmsfall werden  wir  sofort  untersuchen. 

Nimmt  man  nun  die  Functionen  fi{y),  f%{y)  etc.  und  behandelt  sie,  wie  in 
dem  Stürmischen  Theorem,  so  sieht  man,  dass  ein  Zeichenwechsel  nur  an  einem 
Ende  der  Bethe  verloren  oder  gewonnen  werden  kann.  Die  letzte  Function  ist 
aber  eine  Constante  und  kann  das  Zeichen  nicht  ändern,  daher  können  Zeichen- 
wechsel nur  durch  das  Verschwinden  der  Function  f^  (y)  an  dem  Anfang  der  Beihe 
gewonnen  oder  verloren  werden. 

Indem  wir  nun  den  Anfang  der  Beihe  von  Functionen  f^  (y),  f^  (y),  etc.  be- 
trachten und  sie  auf  die  Stürmische  Art  behandeln,  möge  y  von  -4-  oo  zu  —  oo 
fortschreiten.  Man  sieht,  dass  ein  Zeichenwechsel  verloren  geht,  wenn  die  beiden 
ersten  von  ungleichen  zu  gleichen  Vorzeichen  übergehen,  d.  h.,  wenn  das  Ver- 
hältniss  von  f^(y)  zu  f^(y)  das  —  mit  -|-  vertauscht.  Ebenso  wird  ein  Zeichen- 
wechsel gewonnen,  wenn  das  Verhältniss  von  -{-zu  —  übergeht.  Daher  ist  e  der 
Anzahl  von  Zeichenwechseln  gleich,  die  bei  dem  Fortschreiten  von  y  »=  4-  oo  zu 
2/  SS  —  00  in  der  Beihe  verloren  werden. 

§  298.  Ist  y  =  ±  00,  so  brauchen  wir  nur  die  Coefficienten  der  höchsten 
Potenzen  in  der  Beihe  von  Functionen  fi(y)y  /t(y),  etc.  zu  betrachten.  Diese 
Coefficienten  mögen,  wenn  y  positiv  ist,  Poi  Pif  9»^  ^41  etc.  heissen. 

Ist  y  negativ,  so  werden  die  Vorzeichen,  da  n  grade  ist,  durch  p^,  —  pj , 
q^,  —  q^,  etc.  angegeben.  Wir  haben  nun  eben  bewiesen,  dass  e  der  bei  dem 
Üebergang  von  der  ersten  Beihe  zur  zweiten  verlorenen  Anzahl  von  Zeichen- 
wechseln gleich  ist. 

§  294.  Wenn  jedes  Glied  der  Beihe  p^,  p^,  g, ,  etc.  dasselbe  Vorzeichen 
hat,  so  werden  offenbar  n  Zeichenwechsel  gewonnen;  es  ist  daher  e  =^  —  n  und 
e  kann  nur  dann  =»  —  n  sein,  wenn  diese  sämmtlichen  Glieder  dasselbe  Vorzeichen 
haben.  In  diesem  Fall  existirt  kein  Nullpunkt  auf  der  positiven  Seite  der  y-Aze. 
Daraus  ergibt  sich  das  folgende  Theorem.  Die  nothwendigen  u/nd  ausreichenden 
Bedingungen,  unter  welchen  der  reelle  Theil  einer  jeden  Wurzel  der  Gleichung 
f(z)  s»  0  negativ  ist,  bestehen  darin,  dass  aUe  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  in 
der  Beihe  f^{y\  f^(y\  etc.  dasselbe  Vorzeichen  haben  müssen^). 

1)  Da  dies  auch  die  Stabilitätsbedingungen  in  der  Dynamik  sind  (§282),  so 
lohnt  es  sich,  in  Kürze  darzustellen,  wie  sich  die  obigen  Betrachtungen  diesem 
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§  295.  Nehmen  wir  zunächst  an,  diese  Coefficienten  hätten  nicht  alle  das- 
selbe Vorzeichen.  Da  die  Gleichung  vom  n^°  Grad  ist,  so  sind  n  -j-  1  Functionen 
in  der  Reihe  /j  (y),  /*,  (y),  etc.  und  daher  im  Ganzen  n  Wechsel  und  Folgen  vor- 
handen. Es  mögen  Ä;  Wechsel  und  n  —  Ä;  Folgen  sein.  Jede  Folge  nun  in  der 
Reihe  y  =  -\-  (x>  verwandelt  sich  in  einen  Wechsel  in  der  Reihe  y^^  —  oo  und 
jeder  Wechsel  in  eine  Folge.  Daraus  folgt,  dass  n  —  k  Wechsel  und  k  Folgen 
in  der  zweiten  Reihe  vorkommen.  Daher  ist  die  Anzahl  e  der  bei  dem  Uebergang 
von  der  ersten  Reihe  zur 'zweiten  verlorenen  Wechsel  gleich  2k  —  n.  Es  ist  aber 
bewiesen  worden,  dass  die  Anzahl  der  NuUpunkte  auf  der  positiven  Seite  der  y- 

Aze  »:  Y  (n -j- ^)  ist;  substituirt  man  fQr  e,  so  wird  daraus  k.    Es  ergibt   sich 

mithin  das  folgende  Theorem:  Wenn  man  die  Beihe  der  CoefficienUn  der  höchsten 
Potenzen  der  Functionen  /i(y),  ft(y),  etc.  bildet,  so  gibt  jeder  Zeichenwechsel  einen 
Nullpunkt  innerhalb  des  positiven  geschlossenen  Weges  und  daher  eine  Wurtd  an, 
deren  reeller  Theil  positiv  ist, 

§  296.    Wir  haben  eine  Regel  nöthig,  nach  der  wir  die  Reihe  der  Coeffidenten 
mit  Leichtigkeit  bilden  können.    Führt  man  die  Rechnung  zur  Ermittlung  des 


speciellen  Fall  anpassen  lassen.  Man  setze  z=^x-\-yi  und  f(e)  ^^P-]-Qi.  Sieht  man 
P  und  Q  als  Functionen  von  x  und  y  an,  so  lassen  sich  zwei  Gurven  P^s  0, 
^  s»  0  aufzeichnen ;  offenbar  entspricht  dann  jeder  Durchschnittspunkt  derselben 
einer  Wurzel  von  f(z)^0.  Die  Gleichungen  dieser  Curven  sind  in  (2),  §  291  in 
Polarcoordinaten  gegeben.  DieCurvePhat  offenbart»  Asymptoten,  deren  Richtungen 
durch  cos  nd  B«  0  und  die  Curve  Q  hat  ebenfalls  n  Asymptoten,  die  aber  durch 
sin  nd  =s  0  gegeben  sind. 

Wir  wollen  zuerst  zeigen,  dass  die  in  §  294*gegebenen  Bedingungen  nöthig 
sind,  wenn  kein  Nullpunkt  auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  existiren  soll.  Man 
ziehe  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius,  der  die  Asymptoten  an  die 
Curve  P  in  Pj,  P,,  .  .  .,  P^  und  die  an  die  Curve  Q  in  Qi^  ^,,  .  .  .,  Q^  treffen 

möge.  Diese  Punkte  wechseln  mit  einander  ab.  Nimmt  man  nur  die  Punkte,  die 
auf  der  positiven  Seite  der  y-Aze  liegen,  so  kann  man  sagen,  die  Curven  P  und 
Q  begännen  bei  diesen  unendlich  weit  entfernten  Punkten  und  sollten  bei  ihrem 
Uebergang  nach  der  negativen  Seite  der  y-Axe  sich  auf  der  positiven  Seite  dieser 
Axe  nicht  schneiden.  Die  Zweige  der  beiden  Curven  müssen  daher  fortwährend 
durch  den  glänzen  Raum  auf  der  positiven  Seite  der  y-Aze  mit  einander  ab- 
wechseln. Auch  ihre  Durchschnittspunkte  mit  der  y-Axe  müssen  altemiren.  Setzt 
man  a;  =»  0  in  den  Gleichungen  P»:  0  und  Q  =  0,  so  erhält  man  ^1(2/)  ^»0, 
/^(y)e.O  (§  292);  diese  Gleichungen  müssen  also  derart  sein,  dass  ihre  Wurzeln 
reell  sind  und  die  Wurzeln  einer  jeden  die  der  andern  trennen  oder  zwischen 
ihnen  liegen.  In  §  292  wurde  dann  gezeigt,  dass  man  die  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Wurzeln  der  einen  Gleichung  die  der  andern  trennen,  praktisch 
mit  Hülfe  des  Stürmischen  Theorems  ermitteln  kann. 

Umgekehrt  lässt  sich  aus  dem  Cauchy'schen  Theorem  ableiten,  dass  die  in 
§  292  gegebenen  Bedingungen  ausreichen.  Denn,  man  nehme  an,  man  wisse,  dass 
die  Dnrchgangspunkte  der  Curven  P  und  Q  durch  die  y-Axe  mit  einander  ab- 
wechselten. Offenbar  passiren  wir  nun  bei  dem  Umgang  um  den  geschlossenen 
Weg,  welcher  von  dem  unendlich  grossen  den  Raum  auf  der  positiven  Seite  der 
y-Axe  begrenzenden  Halbkreis  gebildet  wird,  jeden  P-  und  Q- Zweig  zweimal, 
indem  wir  jeden  in  der  einen  Richtung  auf  dem  Halbkreis  und  in  der  entgegen- 
gesetzten auf  der  y-Axe  kreuzen.  In  §  298  sind  die  aufeinander  folgenden  Zeichen- 
wechsel von  P/Q  gezählt  worden  und  es  wurde  gezeigt,  dass  die  Zeichenwechsel 
einander  balanciren.  Aus  dem  Cauchy'schen  Theorem  folgt,  dass  innerhalb  des 
geschlossenen  Weges  kein  Nullpunkt  liegt. 

lö* 
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grösBten  gemeinschaftlichen  Theilera  von  /i  (y),  f^  (y)  aus  und  verändert  die  Vor- 
zeichen der  Eeste,  so  findet  man  als  erste  drei  Functionen 

A(y)  =  i>oy"— Ay*~*  +  P4,y*''*'  —  etc., 
A(y)  -i>iy'-"*-i>«y""'  +  i>6y""^  -  etc., 

/;(y)  ^  PrP^-P^Pz  yn^^  __ hP^zzJMP^  y— 4  ^  ,^ 

Die  Coefficienten  von  f^  (y)  Zossen  9»c^  abo  aus  denen  von  f^  (y)  und  f^  (y) 
durc^  einfache  kreuzweise  Multiplication  ableiten  und  können  daher  ohne  Weiteres 
niedergeschrieben  werden.  Die  CoefQcienten  von  f^iy)  ergeben  sich  ebenso  durch 
kreuzweise  Multiplication  aus  denen  von  f^{y)  und  f^{y)  u.  s.  f.  Diese  auf  einander 
folgenden  Functionen  kann  man  die  Hülfsfunctionen  nennen. 

§  297.  Erste  Form  der  Regel.  Fasst  man  das  Vorige  zusammen,  so  erhält 
man  die  folgende  Regel.    Wenn  die  Gleichung 

m  =  p«^"  +  Pi  ^"~'  +  Ä^""*  +  •  •  • 

lautet,  so  ordne  man  die  Coefficienten  in  zwei  Zeilen  auf  folgende  Art 

Po9    Pi,    JP47    etc., 

JP11    JPbi    Pbj    etc., 
bilde  durch  kreuzweise  Multiplication  die  neue  Reihe 

PiJP«  — JPftPs      P1P4  —  P0P6    ^^ 
Pi^         '  Pi  '       ' 

und  ebenso  eine  vierte  mittelst  der  beiden  letzten  durch  eine  ähnliche  kreuzweise 
Multiplication.  Fährt  man  so  fort,  so  nimmt  die  Anzahl  der  Glieder  in  jeder 
Reihe  nach  und  nach  ab  und  wir  hören  erst  auf,  wenn  kein  Glied  mehr  übrig  ist. 
Sollen  dann  keine  Wurzeln  vorkommen,  deren  reelle  TheHe  positiv  sind,  so  ist  es 
nöihig  und  ausreichend^  wenn  alle  Glieder  in  der  ersten  Verticalreihe  dasselbe  Vor- 
zeichen hohen.  Wenn  sie  nicht  aMe  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  ist  die  Anzahl 
der  Wechsel  der  ÄnzaM  der  Wurzeln,  deren  reelle  Theile  positiv  sind,  gleich. 

Die  Glieder,  welche  die  erste  Verticalreihe  bilden,  wollen  wir  die  Probe- 
functionen  nennen. 

Da  wir  bei  der  Bildung  der  Horizontalreihen  nur  die  Vorzeichen  nöthig 
haben,  so  kann  man  jede  mit  einer  ganz  beliebigen  positiven  Grösse  multipliciren 
oder  dividiren.     Auf  diese  Art  lassen  sich  oft  complicirte  Brüche  vermeiden. 

§  298.  Gleiehnngen  vod  UDgradem  Grad.  Um  die  Untersuchung  zu  verein- 
fachen, hatten  wir  bisher  vorausgesetzt,  die  Gleichung  sei  von  gradem  Grad.  Es 
sei  n  jetzt  ungrade  und  wie  zuvor 

Man  kann  diese  Gleichung  als  die  Grenze  von 

Po«""^^  +Pl<f"  H +  Pn^  +  Pn^=^ 

betrachten. 

Wenn  h  positiv  und  unbegrenzt  klein  ist,  so  ist  die  hinzugekommene  Wurzel 
reeU  und  negativ  und  schliesslich  gleich  —  h.  Auch  sind  die  Wurzeln  der  beiden 
Gleichungen,  die  innerhalb  des  positiven  geschlossenen  Weges  liegen,  schliesslich 
die  nämlichen. 

Da  n  4-  1  grade  ist,  so  lässt  sich  auf  die  letzte  Gleichung  die  frühere  Regel 
anwenden.    Die  beiden  ersten  Zeilen  sind 
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i>o»    !>«»    etc.,    i)„_i,    p^h, 

Wenn  man  ein  Paar  Zeilen  ausrechnet,  so  erkennt  man  leicht,  dass  in  den 
folgenden  nur  die  letzten  Coefficienten  auf  der  rechten  Seite  h  als  Factor  ent- 
halten. Daher  bleiben  im  Allgemeinen  alle  Probefunctionen  mit  Ausnahme  der 
beiden  letzten  endlich,  wenn  h^mO  gesetzt  wird,  und  auf  ihr  Vorzeichen  hat  es 
keinen  Einflnss,  ob  das  Endglied  p^h  bei  der  Berechnung  der  Reihen  hinzu- 
genommen wird  oder  nicht.  Die  beiden  letzten  Coefficienten  in  der  ersten  Yertical- 
reihe  sind,  wenn  nur  die  Hauptpotenz  von  h  beibehalten  wird,  p^  und  p^h.    Da 

aber  h  positiv  ist,  so  kann  ein  Zeichenwechsel  bei  dieser  Aufeinanderfolge  nicht 
stattfinden*     Man  kann  das  letzte  Glied  p^h  daher  ganz  weglassen,  da  es  zur 

Anzahl  der  Wechsel  nichts  beiträgt.  Daraus  folgt,  daaa  die  Begel  zur  Berechwimg 
der  Anzahl  der  Wurzeln,  deren  reelle  Theile  positiv  sind,  dieselbe  bleibt,  mctg  die 
Gleichung  von  gradem  oder  ungradem  Grctd  sein. 

§  299.  Yeranfaeliiuig  der  Regel,  wenn  nur  Proben  auf  die  Stabilitftt  ver- 
langt werden.  Von  dynamischem  Standpunkt  aus  ist  es  im  Allgemeinen  wichtiger, 
die  Stabilitätsbedingungen  zu  bestinmien,  als  auszurechnen,  wie  oft  sie  durch- 
brochen werden.  Wenn  diese  Bedingungen  aXkin  zu  ermitteln  sind,  so  kann  mcm 
bei  der  Bildung  der  successiven  Hülfsfunctionen  mittelst  der  Begel  der  kreuzweisen 
Multiplication  den  Divisor  jedesmal  weglassen,  vorausgesetzt,  dass  p^  von  Anfang 
an  positiv  gemacht  wird;  denn  dieser  Divisor  muss,  da  er  eine  der  Probefunctionen 
ist,  jedenü^s  positiv  sein. 

Nimmt  man  an,  die  Stabilit&tsbedingungen  seien  erfallt,  so  ergibt  sich  aus 
§  292,  dass  die  richtige  Anzahl  von  Wechseln  nur  dann  am  Anfang  der  Reihen 
verloren  gehen  kann,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  f^  (y)  sämmüich  reell  sind 
und  von  denen  von  /*,  (y)  getrennt  werden,  die  letzteren  Wurzeln  also  au>ch  reeU  sind. 
Weil  nun  femer  bei  dem  Verschwinden  einer  HtQfsfunction  die  beiden  ihr  zur 
Seite  stehenden  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  miissen  die  Wurzeln  von 
f^(y)  s=  0  reeü  sein  tmd  die  von  /*,  (y)  trennen  u.  s.  w. 

Nimmt  man  an,  die  reellen  Theile  der  Wurzeln  der  Gleichung  f(z)^^0  seien 
negativ,  so  müssen  die  reellen  quadratischen  Factoren,  die  aus  diesen  Wurzeln 
bestehen,  positive  Glieder  haben.  Jedes  Glied  der  Gleichung  f(z)  =  0  muss  daher 
positiv  sein.  Aus  den  Definitionen  der  Functionen  f^  (y)  und  f^  (y)  in  §  292  folgt, 
dass  die  Vorzeichen  ihrer  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind  und  da 
ihre  Wurzeln  reell  sind,  so  ist  jede  Wurzel  positiv.  Daher  haben  alle  folgenden 
Hülfsfunctionen  f^(y),  f^i^)-,  etc.  reelle  und  positive  Wurzeln.  Die  Vorzeichen 
ihrer  Glieder  sind  also  abwechselnd  positiv  und  negativ  und  nach  §  297  ist  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  in  jedem  Fall  positiv. 

Auf  diese  Art  kommen  wir  zu  einer  Verallgemeinerung  des  Theorems  in 
§  297.  Setzt  man  voraus,  p^  sei  positiv  gemacht  worden,  so  ergibt  sich  aus  dem 
Vorstehenden,  dass  es  zwar  nöthig  und  hinreichend  ist,  wenn  alle  Glieder  in  der 
ersten  Verticalreihe  positiv  sind,  dass  aber  auch  die  Glieder  in  jeder  Verticaheihe 
positiv  sein  müssen.  Bei  der  Ausfähnmg  des  in  diesem  Paragraphen  angegebenen 
Verfahrens  kann  man  daher  sofort  anhalten,  sobald  man  auf  irgend  ein  negatives 
Glied  trifft  und  daraus  schliessen,  dass  f{z)  einige  Wurzeln  besitzt,  deren  reelle 
Theile  negativ  sind. 

§  300.  Beisp.  1.  Man  gebe  an,  unter  welcher  Bedingung  die  reellen  Wurzeln 
und  die  reellen  Theile  der  complexen  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

«'  +  Pi«'  +  Ä<f  +  P»  =  0 
negativ  sind. 
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Nach  §  296  ist 

/'i(y)  =  y'  — Piy. 

Führt  man  die  in  §  297  angegebene  kreuzweise  Mnltiplication  aus  und  lässt  die 
Divisoren,  wie  in  §  299  gezeigt  wurde,  weg,  so  erhält  man 

/i  (y)  =  (Pi A  —  a)  y »  /i  (y)  —  (^ i>«  —  ä)P8- 

Die  nothwendige  Bedingung  besteht  darin,  dass  Pi,  PiP^ — Pz  und  p^  positiv 
sein  müssen. 

Wir  haben  die  Potenzen  von  y  beibehalten,  um  die  Glieder  zu  trennen,  und 
ebenso  die  negativen  Vorzeichen  in  der  zweiten  Verticalreihe ;  beides  wäre  nicht 
nöthig  gewesen  und  hätte  nach  §  297  unterbleiben  können.  In  diesem  und  dem 
nächsten  Beispiel  ist  die  ganze  Zahlenrechnung  angegeben. 

Beisp.  2.  Man  gebe  die  entsprechenden  Bedingungen  für  die  biquadratische 
Gleichung  an 

A(y)«y*  —PiV^  +  PA 

^«(y)=Piy"  —PzV 

U  (y)  =  {PxP^  — A)  y*  -  PiP^ 
U  (y)  =  { (i^iP,  —  jp»)i>s  — Pi*P4 }  y 

ft  (y)  -=  {  (äI»«  —P^)P^  —Pi^Pa  }PiPi' 

Die  Bedingungen  bestehen  darin,  dass  jp^,  PiP^  —Pzi  (PiPt  —Pi)P9  ^Pi*Pa  ^^^  Pa 
positiv  sein  müssen.    Sie  sind  gleichwerthig  mit  denen  in  §  287. 

§  801.  Zweite  Form  der  Regel.  Wenn  die  Gleichung  einen  sehr  hohen 
Grad  hat,  so  ist  die  Anwendung  der  in  §  297  gegebenen  Regel  etwas  umstöndlich. 
Man  kann  nämlich  den  Einwand  machen,  dass  man  nur  die  erste  Verticalreihe  braucht 
und  doch,  um  sie  zu  erhalten,  alle  andern  niederschreiben  muss.  Wir  tooUen  nun 
eine  MetJiode  ermitteln,  mittelst  deren  man  jedes  Glied  in  der  ersten  VerHcaJ/reihe 
CMS  dem  iiber  ihm  stehenden  ableiten  kann,  ohne  irgend  einen  andern  Ausdruck 
ausser  dem  gesuchten  niederschreiben  zu  müssen. 

Man  beachte,  dass  man  jede  Function  aus  der  über  ihr  stehenden  auf  die- 
selbe Art  erhält.  Die  drei  ersten  Functionen  sind  in  §  297  angegeben  worden. 
Die  erste  und  zweite  Zeile  verwandeln  sich  in  die  zweite  und  dritte,  wenn  man 

statt  jpo,  i?!,      1?,,  Pa,     etc. 

setzt:  p^,^._^.,p.,^^-.?^,etc. (^)- 

P\  Pi  ) 

Daraus  ergibt  sich  die  folgende  Begeh  Um  die  Probefunctionen(%297)  gu  bilden,  schreibe 
man  die  erste,  nämlich  p^,  oMf,  die  zweite  erhält  man  aus  der  ersten,  die  dritte  aus 
der  zweiten  u.  8.  w.  durch  Vertauschung  der  Buchstaben  nach  dem  obigen  Schema  A. 

Bei  diesen  Vertauschnngen  wird  der  Index  immer  grösser,  bis  man  schliesslich 
Null  statt  des  Buchstaben  zu  setzen  hat,  wenn  der  Index  grösser  als  der  Grad 
der  Gleichung  wird. 

Auf  diese  Art  wird  jede  Frobefdnction  aus  der  ihr  vorhergehenden  gebildet, 
bis  man  die  richtige  Zahl  erhalten  hat,  d.  h.  mit  Einschluss  von  p^  eine  mehr,  als 
der  Grad  der  Gleichung  beti^gt. 

§  302.    Beispiel.    Man  bilde  die  Probefunctionen  der  Gleichung  fünften  Chrades 
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Hier  sind  p^,  jp,,  etc.  Null;  jedes  Glied  mit  dem  Factor  p^  verschwindet  daher  in 
der  nächsten  Function.    Die  sechs  Probefunctionen  sind  nach  unserer  Begel 

«      «      «       l>oÄ     „       Pi(i>ii>4— jPo1>5^ 

^   __^SL^ (ftJP»— Poft)'l>t 

und  schliesslich  p^. 

Wenn  man  b  als  eindimensionale  Grösse  deutet,  so  werden  die  Dimensionen 
der  verschiedenen  Coefißdenten  p^^  p^^  etc.  offenbar  durch  ihre  Indices  an- 
gegeben. Man  erhält  somit  eine  Probe  auf  die  Richtigkeit  des  arithmetischen 
Verfahrens,  wenn  man  die  Dimensionen  der  verschiedenen  Glieder  der  Probe- 
functionen zählt. 

§  308.  Verschwindet  eine  Probefiinction,  so  tritt  bei  dieser  Methode  in  der 
nächsten  Probefunction  ein  unendlich  grosses  Glied  auf.  In  diesem  Fall  ersetze 
man  die  verschwindende  Function  durch  eine  unendlich  kleine  Grösse  a  und  ver- 
fahre wie  zuvor.  Ist  z.  B.  p^  =»  0  und  man  schreibt  a  statt  p^ ,  so  werden  die 
sechs  Functionen  p^,  €c,—P(,pJcc,p^,  P^—PtPt/Pti+PoPöVPn^i  Pt-  Man  be- 
trachte  die  ersten  vier  Functionen.  Sind  die  Vorzeichen  von  p,^  und  p^  gegeben, 
so  bleibt,  wie  man  leicht  durch  den  Versuch  findet,  die  Anzahl  der  Wechsel  die 
nämliche,  ob  man  a  als  positiv  oder  negativ  ansieht.  Haben  p^  und  p^  z.  B.  die- 
selben Zeichen,  so  haben  die  mittleren  Glieder  immer  entgegengesetzte  Vorzeichen 
und  es  gibt  grade  zwei  Wechsel;  sind  dagegen  die  Vorzeichen  von  p^  und  p^ 
verschieden,  so  sind  die  mittleren  Glieder  beide  positiv  oder  beide  negativ  und 
es  existirt  nur  ein  Wechsel. 

§  304.  Das  Versehwindeii  einer  HiUfsftiiictioB.  Bei  der  vorstehenden  Theorie 
sind  zwei  Vorbehalte  gemacht  worden. 

1.  Bei  der  Anwendung  des  C au  chy 'sehen  Theorems  wurde  angenommen, 
dass  keine  Nullpunkte  auf  der  ^-Axe  liegen. 

2.  Es  wurde  vorausgesetzt,  dass  P  und  Q  keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
besitzen.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  kommt  man  schliesslich  bei  dem  Aufsuchen 
des  Factors,  um  die  Hülfsfunctionen  f^iy)^  etc.  zu  bilden,  zu  einer  Function, 
welche  dieses  grösste  Mass  ist  und  die  nächste  Function  ist  absolut  Null.  Wir 
werden  daher  von  dem  Vorhandensein  eines  gemeinschaftlichen  Factors  durch  das 
absolute  Verschwinden  einer  Hülfsfunction  in  Eenntniss  gesetzt. 

Offenbar  müssen,  wenn  f(z)^0  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Wurzeln 
hat,  die  graden  und  ungraden  Potenzen  von  z  getrennt  verschwinden.  Aus  der 
Definition  in  §  292  folgt,  dass  /^(y)  und  f^(y)  diese  Wurzeln  gemeinschaftlich  be- 
sitzen. Das  grösste  gemeinschaftliche  Mass  von  f^{y)  und  f^(ff)  muss  daher  als 
Factoren  alle  Wurzeln  von  f{z)  enthalten^  die  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 
Umgekehrt  ist  das  grösste  gemeinschaftliche  Mass  von  fj^(i/)  und  f^(y)  nothwendiger 
Weise  eine  Function  von  y,  die  nur  grade  Potenzen  von  y  enthält*)  und  deren 
Wurzeln,  wenn  sie  gleich  Null  gesetzt  wird,  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 
Diese  Wurzeln  müssen  offenbar  der  Gleichung  f(z)  =  0  genügen. 

Wenn  nun  ein  Nullpunkt  auf  der  y-Axe  liegt,  so  muss  f(z)  Wurzeln  von 
der  Form  ±  k  y —  1  besitzen  und  diese  sind  gleich  und  entgegengesetzt.  Die 
beiden  vorbehaltenen  Fälle  sind  daher  in  dem  einen  Fall  enthalten,  in  welchem 
f^(y)  und  f^(y)  gemeinschaftliche  Factoren  haben. 


1)  Ist  o  =  0,  so  kommt  noch  eine  Wurzel,  nämlich  ;?  =  0,  hinzu,  die  in 
dieser  Bemerkimg  nicht  eingeschlossen  ist.  Diese  Wurzel  lässt  sich  aber  entweder 
durch  Division  aus  der  Gleichung  f{z)=^0  entfernen  oder  in  die  folgende  Er- 
örterung als  Theil  der  Function  tp  (z)  einschliessen. 
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§306.  Das  grösate  gemeinBchafüiche  Mass  von  f^iy)  und  f^(y)  sei  ^(y*). 
Setzt  man  nun  f{z)^si^( — «')qp(5),  so  ist  die  (p{z)  derart,  dass  sie  keine  zwei 
Wurzeln  gleich  und  entgegengesetzt  hat  und  auf  sie  lässt  sich  daher  das  Gauchy'sche 
Theorem  anwenden,  ohne  dass  ein  Fehlschlagen  zu  beftirchten  wäre.  Nach  §  296 
ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  Ton  <p(ji\  deren  reelle  Theile  positiv  sind,  der  Anzahl 
von   Zeichenwechseln    in    den   Coefficienten    der    höchsten   Potenzen   der  Hülfs- 

fnnctionen  von  ip{e)  gleich.  Da  aber  ^( — z*)  reell  wird,  wenn  man  e^^y^ — l 
schreibt,  so  werden  die  Hülfsfunctionen  von  tp  {z\  wenn  man  jede  mit  '^  (y *)  multi- 
plicirt,  die  HtOfsfunctionen  von  f(js).  Das  Auftreten  dieses  g^meinschfdPtlichen 
Factors  hat  keinen  Einfluss  auf  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe. 
Schliessen  wir  also  die  Untersuchung  der  Factoren  von  ip{ — z^  aus  unserer  Be- 
trachtung aus,  so  kann  man  die  Lage  der  übrigen  Nullpunkte  durch  Discussion 
entweder  der  Function  f{z)  oder  (p{z)  ermitteln. 

Zu  der  Begel  in  §  297  lässt  sich  daher  hinzufügen:  Wewn  man  diese  Begel 
anwendet  und  dabei  nur  die  Hülfsfunctionen  benutzt,  die  nicM  voUständig  ver- 
8chu)inden^  so  erhäU  man  die  AnzfM  von  Wurzeln,  deren  reeUe  Theile  positiv  sind 
mit  ÄussMuss  aller  derer,  die  paarumse  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

Die  weggelassenen  Wurzeln  findet  man  selbstverständlich,  wenn  man  die 
letzte  Hülfsfünction,  die  nicht  vollständig  verschwindet,  gleich  Null  setzt.    Schreibt 

man  y}/ — l='Zf  so  lassen  sich  die  entsprechenden  Wurzeln  der  ursprtUiglichen 
Gleichung  ableiten. 

Wie  man  sieht,  gibt  es  fOr  jedes  Paar  complezer  Wurzeln  von  y  einen 
Werth  von  jar,  dessen  reeller  Theil  positiv  ist  und  fOr  jedes  Paar  reeller  Wurzeln 

von  y  zwei  Werthe  von  z  von  der  Form  -j-  ky —  1.  Die  ersten  zeigen  eine  in- 
stabile, die  letzteren  eine  stabile  Bewegung  an,  wie  in  §  288  erklärt  wurde. 

§  806.  Gewöhnlich  lässt  sich  die  Beschaffenheit  dieser  Wurzeln  am  leichtesten 
durch  Auflösung  der  Gleichung  finden,  die  man  erhält,  wenn  man  die  letzte 
Hülfsfünction  gleich  Null  setzt.  Wird  dies  aber  zu  umständlich,  so  empfiehlt  sich 
das  Stürmische  Theorem.  Da  die  Potenzen  von  y  in  allen  Hülfsiimctionen 
jedesmal  um  zwei  abnehmen,  so  lässt  sich  das  Stürmische  Verfahren  zur  Er- 
mittlung des  grössten  gemeinschaftlichen  Masses  genau  so  ausführen,  wie  in  §  297 
beschrieben  wurde.  Man  kann  auch  ebenso  wie  in  §  296  zeigen,  dass  für  jeden 
Zeichen  Wechsel  in  den  Stürmischen  Functionen,  wenn  i/=r-foc  ist,  ein  Paar 
imagii^er  Werthe  von  y  ezistirt.  Dies  liefert  einen  zweiten  Zusatz  zu  der 
B«gel  in  §  297: 

Sobald  man  bei  der  Bildung  der  suceessiven  HtUfsfunctumen  auf  eine  trifft, 
die  vollständig  verschwindet,  setze  man  statt  ihrer  den  Differentialquotienten  der 
letzten  von  denen,  die  nicht  verschwinden  und  fahre  dann  fort,  die  folgenden 
Functionen  aiuf  dieselbe  Art  wie  bisJter  zu  bilden.  Jeder  Zeidiemoechsel  in  der 
ersten  Verticalreihe  zeigt  dann  eine  Wurzel  an,  deren  reeller  Theil  positiv  ist.  Die 
reellen  Theile  der  übrigen  Wurzeln  sind  negativ  oder  Null. 

§  307.    Gleiche  Wnneln.    Aus  §  283  ist  bekannt,  dass,  wenn  eine  einzelne 

Wurzel  von  der  Form  a  -f-  ^V — 1  sei  es  StabiliUlt  oder  Instabilität  anzeigt, 
mehrere  gleiche  Wurzeln  dasselbe  thun  mit  Ausnahme  des  Falles,  in  welchem 
aasO  ist.     In  diesem  Fall   geben,   während   einzelne  Wurzeln  von  der  Gestalt 

i&y — 1  auf  Stabilität  hinweisen,  mehrere  gleiche  Wurzeln  Instabilität  an.  Es 
ist  daher  im  Allgemeinen  wichtig  zu  bestimmen,  ob  sich  die  Wurzeln  von  der 
letzteren  Gestalt  wiederholen  oder  nicht. 

Haben  die  gleichen  Wurzeln  die  erste  Form  und  kommen  keine  andern  vor, 
die  ihnen  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  so  wird  bei  der  Benutzung  des 
C  au chy 'sehen  Theorems  ihre  Anzahl  vollständig  gezählt.     Haben  die  gleichen 
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Wurzeln  die  zweite  Gestalt,  nämlich  it  2)}^ —  1,  so  treten  sie  in  dem  gemeinschaft- 
lichen Factor  ^  (—  g*)  auf.  Wenn  sich  nun  die  Gleichung  -^  ( —  2?")  =  0  auflösen 
lässt,  so  erkennen  wir  sofort,  ob  die  sich  wiederholenden  Wurzeln  die  erste  oder 
zweite  Form  haben.  Löst  man  die  Gleichung  nach  dem  Stürmischen  Theorem 
auf  (§  806)  und  h&lt  wie  gewöhnlich  bei  der  ersten  Stürmischen  Function  an, 
die  nicht  verschwindet,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  diese  gleichen  Wurzeln  so 
gezählt  werden,  als  ob  sie  eine  Wurzel  wären.  Die  letzte  Stürmische  Function, 
die  nicht  verschwindet,  liefert  durch  ihre  Factoren  die  Gruppen  gleicher  Wurzeln, 
wobei  eine  Wurzel  in  jeder  Gruppe  verloren  geht.  Differenzirt  man  diese  Function 
und  fährt  so  fort,  wie  in  §  297  beschrieben  wurde,  so  wenden  wir  in  Wirklichkeit 
das  Stürmische  Theorem  von  Neuem  auf  diese  Function  an  und  kommen  so  zu 
einer  zweiten  Stürmischen  Function,  die  Gruppen  gleicher  Wurzeln  enthält,  wobei 
in  jeder  Gruppe  zwei  Wurzeln  verloren  gehen.  Auf  diese  Art  lässt  sich,  wenn 
man  das  Verfahren  fortsetzt,  die  Anzahl  der  Wiederholungen  zählen. 

Zahlenbeispiele.    Zu  bestimmen,  wie  viele  Wurzeln  der  Gleichung 

reelle  positive  Theile  haben. 

Bildet  man  die  beiden  ersten  Horizontalreihen,  wie  in  §  297,  so  erhält  man 

y"        1,    -1,    1,         1,    -1,    1, 
y»         1,    -2,    8,    -2,         1, 

worin  wir  auf  die  linke  Seite  die  höchste  Potenz  der  Hülfsfdnctionen  gesetzt  und 
die  in  der  zweiten,  vierten  und  sechsten  Yerticalreihe  in  §  292  gegebenen  negativen 
Vorzeichen  weggelassen  haben.  Man  bemerke,  dass  das  Auftreten  negativer 
Glieder  zeigt,  dass  die  Gleichung  eine  instabile  Bewegung  angibt  (§  299).  Hat 
man  also  nwr  die  Frage  der  Stabilität  oder  Ingtabilität  zu  entscheiden,  so  hört  das 
Verfahren  bei  dem  ersten  negtxtiven  Vorzeichen  auf.  um  die  übrigen  Regeln  zu 
erläutern,  fahren  wir  fort,  wie  folgt. 

Nach  der  Regel  in  §  297  hat  man 

y«         1,     -2,     3,     -2,     1. 

Die  Zahlen  sind  die  gleichen,  wie  die  in  der  letzten  Linie;  daher  verschwindet 
die  nächste  HtOfsfunction  vollständig.    Folglich  ist 

^(— 5")  =  ;»*— 2««  +  3ä*— 22r»4-l. 

Nach  §  806  ersetze  man  die  nächste  Function  durch  den  Differentialquotienten 


1 

8, 
2, 

_- . 

12, 
8, 

12,     —  4,  di-vidire  durch  4 
8,    -1, 

»•(" 

1 

8' 

8 

—  — ,          1,  multiplicire  mit  2 

l- 

1, 

«, 

-  3,          2, 

y' 

«, 
1, 

— 

8, 
1, 

8,  dividire  durch  8 
1, 

y* 

2, 
1, 

— 

2, 
1, 

2 ,  dividire  durch  2 
1. 

Hier  verschwindet  die  nächste  Function  von  Neuem.  Gleiche  Wurzeln  erhält 
man  abo  aus  der  Gleichung  z* — z^-^-l^O,  Die  Beschaffenheit  der  Wurzeln 
findet  man  durch  ihre  Auflösung.  Sieht  man  davon  ab,  so  kann  man  auch  (§  307) 
die  nächste  Function  durch  den  Differentialquotienten  ersetzen 
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—  2 :  man  dividire  durch  2 


y' 


|4,     -2; 
12,     -1, 


y^  —  1 ,         2 ,  nach  Moltiplication  mit  2 

y        8, 

y*        2. 

Aus  der  ersten  Verticahreihe  erkennt  man,  dass  vier  Zeichenwechsel  vor- 
handen sind.  Es  gibt  daher  vier  Wurzeln,  deren  reelle  Theile  positiv  sind.  Man 
überzeugt  sich  leicht  davon,  wenn  man  beachtet,  dass  man  der  gegebenen  Gleichung 
die  Form  {z^  —  ä*  +  1)*  (£?■  +  £?+  1)  !=  0  geben  kann.  In  diesem  Beispiel  sind 
alle  Zahlenrechnungen  ausgeführt  worden. 

Beisp.  2.    Man  zeige,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

;?*  +  2iEr»  +  Ä*  +  1  ==  0, 

Z^  +  2;?'  +  4.Z^  +  42f*  +  ^Z*  4-  6i2f»  +  7^:»  +  42?  +  2  =  0 

den  Stabilitätsbedingungen  nicht  genügen. 

Beisp.  3.    Man  zeige,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

z^  +  3^'  -I-  5^;«  -f  4£f  -^.  2  «  0, 

;?•  +  £r*  +  6i2?*  +  f>z^  +  1\Z^  +  62r  +  6  =  0 

den  Stabilitätsbedingungen  genügen. 

Die  in  diesem  Abschnitt  gegebenen  Stabilitätsbedingungen  sind  dem  dritten 
Kapitel  der  Stability  of  Motion  des  Verfassers  entnommen.  Andre  Methoden 
zur  Bestimmung  der  Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  «=  0  findet  man  ebendaselbst  im 
zweiten  Kapitel.  Ueber  die  Bedingungen  für  eine  biquadratische  Gleichung  hielt 
der  Verfasser  einen  Vortrag  in  der  Mathematical  Society,  1874.  Die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  mit  specieller  Berücksichtigping  des  unbestimmten 
Falles  ist  ein  Auszug  aus  einer  Abhandlung  des  Verfassers  in  den  Proceedings  of 
ihe  Mathematical  Society,  1888. 


Kapitel  VH. 

Freie  und  erzwungene  Schwingangen  Yon  Systemen. 

Freie  Schwingimgeii. 

§  308.  Der  Unterschied  zwischen  freien  nnd  erzwungenen  Schwingangen 
wird  im  n&chsten  Abschnitt  erklärt  werden.  Die  folgende  grobe  Unterscheidung  reicht 
indessen  für  den  Augenblick  hin:  Wenn  die  an  einem  System  angreifenden  Kräfte 
nur  Yon  den  Abweichungen  der  verschiedenen  Massenpunkte  von  ihrer  ungestörten 
Bewegung  abhängen,  so  enthält  jedes  Glied  der  Bewegungsgleichungen,  wie  in 
§  257  erklärt  wurde,  die  ersten  Potenzen  der  Goordinaten.  Die  Bewegungs- 
gleichungen nehmen  alsdann  die  ihnen  in  §  310  dieses  Kapitels  gegebene  Gestalt 
an.    Die  Schwingtmgen  eines  solchen  Systems  heissen  freie. 

Ausser  diesen  Klüften  können  noch  andre  vorhanden  sein,  die  von  äussern 
Ursachen  herrühren,  welche  Functionen  der  Zeit  sein  können  und  vielleicht  nicht 
verschwinden,  wenn  sich  das  System  in  seiner  ungestörten  Lage  befindet.  Solche 
Kräfte  schreibt  man  in  der  Regel  auf  die  rechte  Seite  der  Bewegungsgleichungen, 
um  damit  anzudeuten,  dass  ihre  Wirkung  nach  andern  Grundsätzen  zu  beurtheilen 
ist,  wie  die  der  übrigen  Kräfte.  Die  durch  diese  Kräfte  erzeugten  Schwingungen 
heissen  erewwngene. 

§  309.  Einleitende  Uebersiclit.  Die  Sätze  in  diesem  Abschnitt  sollen  zur 
Untersuchung  der  kleinen  Schwingungen  eines  Systems  dienen,  das  von  vielen 
Goordinaten  abhängt.  Da  sie  aber  allgemeine  Anwendung  finden,  so  sind  sie  in 
rein  mathematischer  Form  gegeben.  Es  wird  auf  kein  dynamisches  Princip  Bezug 
genommen  und,  wenn  dynamische  Ausdrücke  gebraucht  werden,  so  geschieht  es 
nur  zur  Erklärung. 

Wir  fangen  damit  an,  die  Gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  n  abhängigen 
Variablen  in  ihrer  allgemeinsten  Form  zu  nehmen,  obgleich  diese  allgemeinste 
Form  in  der  Dynamik  nicht  vorkommt.  Alsdann  werden  zwei  typische  Gleichungen 
abgeleitet  und  aus  diesen  die  Hauptsätze  in  dem  Abschnitt  gefolgert. 

Der  erste  Schritt,  der  bei  der  Auflösung  simultaner  Gleichungen  gethan 
werden  muss,  besteht  in  der  Bildung  einer  gewissen  Determinante  (§  262).  Die 
allgemeine  Form  der  Lösung  und  die  Stabilität  der  resultirenden  Bewegung 
hängen  von  den  Wurzeln  dieser  Determinante  ab.  Wenn  die  reellen  Theile  der 
Wurzeln  positiv  sind,  so  ist,  wie  in  §  282  erklärt  wurde,  die  Bewegung  instabil. 
Es  wird  gezeigt^  dass  zwei  Sätze  sich  unmittelbar  atts  den  typischen  Gleichungen 
ergeben.  Wenn  die  Functionen,  die  hier  Ä,  B,  C  genannt  werden,  definite  Formen 
sind,  so  wird  gezeigt,  (1),  dass  die  reellen  Wurzeln  der  Determinante,  wie  allgemein 
die  Gleichungen  au<^  sein  mögen,  nicht  positiv  sein  können  und  dass  (2),  wenn  die 
Gleichungen  den  einfacheren  Charakter  haben,  der  in  der  Dynamik  vorkommt,  der 
reelle  Theü  jeder  complexen  Wurzel  negativ  ist. 

Wendet  man  unsre  Gleichungen  auf  den  Fall  an,  in  welchem  das  System 
um  eine  Gleichgewichtslage  schwingt,  so  erkennt  man,  dass  die  Function  A  der 
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lebendigen  Kraft,  ^  der  Dissipationsfunjbtion  und  C  dem  Potential  der  Restitutions- 
kräfte entspricht. 

Der  erste  dieser  Sätze  wurde  yon  Lagrange  und  Lord  Kelvin  för  den 
Fall  aufgestellt,  in  welphem  die  Gleichungen  die  Schwingungen  des  Systems  um 
eine  Gleichgewichtslage  darstellen.  Den  zweiten  findet  man  in  einer  Abhandlung 
des  Verfassers  on  the  Stabüity  of  Motion,  jedoch  in  andrer  Form.  Er  findet 
sich  auch  in  der  letzten  Ausgabe  von  Thomson  und  Tait's  JVoturaZ  Fhüosophy. 
Man  vergleiche  auch  einen  Vortrag,  den  der  Verfasser  im  April  1B83  vor  der 
Matfaematical  Society  in  London  gehalten  hat. 

§  310.  Die  Wurzeln  der  Fnndamentaldeterminante.  Es  sei  eine 
beliebige  Anzahl  abhängiger  Yariablen  x^  y^  z  etc.  vorhanden^  die  mit 
Hülfe  ebenso  vieler  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  con- 
stanten  GoefGicienten  durch  t  ausgedrückt  werden  sollen.  Die  Gleichungen 
mögen  sein^  welche  sie  wollen^  man  kann  ihnen  jedenfalls  die  bequeme 
Gestalt  geben 

+      (A^d^  +  B^d  +  C^)z  +  etc.  =  0 , 
etc.  +  ^^'  +  ^^'  =  0 , 

worin  das  Symbol  8  die  Differentiation  nach  t  angibt  und  die  Reihen- 
folge der  Indices  unwesentlich  ist,  also  A^^  =  A^^  ist  u.  s.  w. 

Wie  man  sieht,  sind  zwei  Systeme  von  Gliedern  vorhanden, 
(1)  solche,  die  von  den  Buchstaben  A,  B,  C  abhängen  und  für  sich 
allein  eine  symmetrische  Determinante  bilden;  (2)  solche,  die  von  den 
Buchstaben  1),  £>  F  abhängen  und  für  sich  allein  eine  schiefe  Determi- 
nante bilden. 

§  311.  Aus  den  in  Kap.  9,  Bd.  1  angegebenen  Gründen  kann  man 
die  von  A  abhängigen  Glieder  die  EffecHvkräfte,  die  von  B  abhängigen 
die  Widerstandskräfte  und  die  von  C  abhängigen  die  Bestitutionskräfte 
nennen.  Im  Allgemeinen  fehlen  die  Glieder,  die  von  den  Buchstaben 
D  und  F  abhängen.  Die  von  dem  Buchstaben  E  abhängigen  kommen 
vor,  wenn  man  die  Schwingungen  um  einen  Zustand  der  Bewegung 
untersucht,  B[ap.  3,  §  112.     Wir  nennen  diese  Kräfte  centrifugaie. 
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Setzt  man 

^  =  T  Ai«*  +  Ai^y  +  i^sy*  H — , 

SO  kann  man  die  Glieder  in  den  verschiedenen  Gleichungen^  die  von 
Ay  B,  C  herrühren,  schreiben 

ox    ^       ox    ^    ax^         oy    *       oy    ^    cy^ 

Man  kann  daher  -4,  jB,  hez.  C  die  Potentiale  der  Effedivkräßej  Widerstands-' 
hräfte  und  Bestitutionshräfte  nennen, 

§  312.  Wenn  man  die  Bewegungsgleichungen  mit  den  Lagrange- 
schen für  die  Schwingungen  um  eine  Gleichgewichtslage  vergleicht 
(Kap.  2),  so  sieht  man,  dass  die  Function  Ä  nur  positiv  sein  kann. 
Diese  Schwingungen  sind  daher  ebenfalls  stabil,  wenn  die  Function  C 
stets  positiv  ist. 

So  kommt  es  häufig  vor,  dass  die  drei  Functionen  Ä^  B,  C  oder 
einige  von  ihnen  derart  sind,  dass  sie  fwr  alle  reellen  Grössen,  die  man 
statt  Xy  y,  jSy  etc.  einsetzen  kann,  dasselbe  Vorzeichen  behalten  und  nur 
dann  Ntdl  werden,  wenn  x,  y,  etc.  sämnUlich  Null  sind.  Solche  Functionen 
werden  definite  lormen  zweiten  Orades  genannt.  Siehe  §  60  und  die 
Note  am  Ende  des  Bandes  über  die  Bedingungen,  unter  welchen  eine 
quadratische  Gleichung  eine  definite  Form  ist. 

§  313.  Die  Art,  wie  die  Differentialgleichungen  in  §  310  auf- 
zulösen sind,  wurde  in  Kap.  VI  erklärt,  m^^y  m^,  etc.  seien  die  Wurzeln 
der  Fundamentaldeterminante,  die  wir  hier  nicht  niederzuschreiben 
brauchen.  Die  Determinante  ist  dieselbe,  wie  die,  welche  in  §  262  durch 
das  Symbol  ^(ß)  dargestellt  wurde.  Wir  wollen  annehmen  die  Wurzeln 
seien  ungleich,  indem  wir  den  Fall  gleicher  Wurzeln  als  Grenzfall  un- 
gleicher Wurzeln  betrachten.  Die  Auflösung  kann  man  dann  so  schreiben 


X  =  x^e"^' -i- x^e"^' + 
g  =  etc. 


dx/dt  =  <e"''+  x^'e'^'-\ 

dy/dt  =  y.'e'^^' +  y.'e'^' +  > '  • 
etc.  =  etc. 

worin  x^' ^^  x^m^^,  y/  =  yi%,  etc.,  x^' =  x^m^,  etc.  ist. 

Hier  enthalten  x^^,  y^,  z^,  etc.  als  gemeinschaftlichen  Factor  eine 
Integrationsconstante,  x^^y^,  etc.  eine  zweite  u.  s.  w.  Die  Form  dieser 
Constanten  braucht  man  hier  nicht.  Es  reicht  hin,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  (Jaefficienten,  die  zu  einer  reellen  Exponentialgrösse  gehören,  selbst 
reeU  sind.     Andrerseits  nehmen  die  Coefficienten  (x^,  x^,  etc.),  wenn 

m^,  Wj  ein  Paar  complexer  Wurzeln  sind,  die  Form  P+  QY~  i  ^^* 
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§  314.  Die  erste  Gleichung.  Substituirt  man  die  ersten  Glieder 
der  obigen  Werthe  von  Xj  y,  Zy  etc.  in  die  Gleichungen  §  310,  so  er- 
hält man  ein  System  von  Gleichungen,  das  sich  von  ihnen  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  m^  statt  S  und  x^y  y^,  etc.  statt  x,  y,  etc.  steht. 
Multiplicirt  man  sie  bezüglich  mit  x^^y^y  etc.  und  addirt  die  Resultate, 
so  hat  man 

(^11  x^^  +  2A^^x^y^  +  etc.)  m^*  +  {B^^x^^  +  2B^^x^y^  +  etc.)  m,  + 

+  (C^ii^i'  +  ^C^^x^y^  +  etc.)  =  0. 

Man  beachte,  dass  die  Glieder,  welche  von  den  Buchstaben  D,  E,  F 
abhängen,  aus  dieser  Gleichung  vollständig  verschumnden  sind. 

Ebenso  bemerke  man,  dass  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  m 
die  doppelten  Functionen  A,  B,  C  sind,  wenn  man  a;i,  yi,  etc.  staU 
Xy  y,  etc.  setzt. 

§  315.  Satz  L  lieber  reelle  Wurzeln.  Man  kann  unmittelbar 
die  drei  folgenden  Sätze  ableiten: 

(1)  Wenn  die  Potentiale  Ä,  B,  C  entweder  Null  oder  definite 
Functionen  sind  und  wenn  alle  drei  dasselbe  Vorzeichen  haben^  so  kann 
die  Ftmdamentaldeterminante  keine  reelle  positive  Wurzel  haben. 

Wäre  nämlich  m^  reell,  so  würden  die  Coefficienten  x^^,  y^,  etc. 
reell  sein.    Die  Summe  dreier  positiver  Grössen  wäre  mithin  Null. 

(2)  Wenn  keine  Widerstandskräfte  vorhanden  sind,  d.  h.  wenn  der 
Ausdruck  B  fehlt  und  wenn  die  Potentiale  A  und  C  definit  sind  und 
beide  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  kann  die  Fundamentaldeterminante 
kerne  reelle  positive  oder  negative  Wurzel  haben. 

(3)  Wenn  A,  B,  C  definite  Functionen  sindy  das  Vorzeichen  von 
B  aber  dem  von  A  und  C  entgegengesetzt  ist,  so  kann  die  Fundamental- 
determinante  keine  negative  Wurzel  haben. 

Diese  Sätze  gelten  y  mögen  Glieder  in  den  Differentialgleichungen 
vorkommen,  die  von  den  Functionen  Dy  E,  F  abhängen  oder  nicht. 

Man  beachte  auch,  dass  die  Ftmdamentaldeterminante  nur  dann  eine 
Wurzel  gleich  Null  haben  ka/nn,  wenn  das  Potential  G  auch  für  von 
Null  verschiedene  reelle  Werthe  der  Coordinaten  verschwinden  kann.  Wenn 
z.  B.  die  Coordinate  x  m  C  fehlt  (§  98),  so  verschwindet  C,  wenn  die 
übrigen  Coordinaten  Null  sind,  x  dagegen  endlich  ist.  In  diesem  Fall 
kann  m^  Null  sein.  Fehlen  auch  die  Kräfte,  die  von  B  abhängen,  so 
kann  die  Determinante  zwei  Wurzeln  gleich  Null  haben. 

Wenn  zwei  Wurzeln  gleich  Null  vorkonunen,  so  müssen  Glieder  wie  nt-\-  a 
zu  einigen  der  Ausdröcke  für  die  Coordinaten  in  §  313  addirt  werden.  Wenn  die 
An&ngsbedingungen  nicht  derart  sind,  dass  sie  die  Constanten  n  und  a  zu  Null 
machen,  so  sollten  diese  Glieder  in  den  Ausdrücken  0  =  /"(Q,  (p  =  l^(t),  etc., 
die,  wie  in  §  267  erklärt  wurde,  die  stationäre  Bewegung  angeben,  eingeschlossen 
sein.  Das  Auftreten  dieser  Glieder  zeigt  eine  geringe  Aenderung  in  der  stationSren 
Bewegung  an,  am  welche  das  System  nach  der  Voraussetzung  schwingt. 


Das  Theorem  über  die  complexen  Wurzeln  (§  814—317).  239 

§  316.  Die  zwei  Gleichungen.  Genau  wie  in  §  314  wollen  wir 
wieder  das  erste  Glied  eines  jeden  der  Werthe  von  x,  y,  etc.  in  die 
Bewegungsgleichungen  einsetzen ^  dann  aber  die  Gleichungen  mit 
x^f  fffj  etc.  multipliciren  und  die  Resultate  addiren.    Man  erhält  so 

[^11^1^2  +  A2Ky2  +  ^Vi)  +  -^sCyi^  +  y^^d  +  etc.]  w^^ + 

+  [-^11^1^  +  etc.]mi  +  [(^u^i^i  +  e*^]  = 

=  A«  (^1%  —  ^^i)  +  A«  (Jfi^i  —  y«^i)  +  etc.]  m^«  + 

+  l^iii^iVi  —  ^iVi)  +  etcJ  ^  +  [-^12(^1%  —  ^2^1)  +  etc.]. 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  die  GoeMcienten  anders  schreiben^ 
indem  wir  die  Hälfte  der  Reihen  durch  ihre  ersten  Glieder  darstellen 
und  die  Indices  a,ii  Ä,  B,  etc.  weglassen.  Die  Gleichung  erhält  dann 
die  Gestalt 

^{^i^%)^i^+Si^i^)nh+C{x^^)=D{x^y^)m^^ 

Auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich 

Ä{x^x^)m^^  +  B{xj^x^)m^  +  C{x^x^)  =  —  B{x^y^m^^  — 

—  E(x^y^)m^—F(x^y^). 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  dann  die  beiden  folgenden 
ableiten 

Ä(x^Xj)inj*+  B{x^x^m^  +  C{Xy^x^  =  0 

A{a^x^n^^  +  B{x^x^)m^  +  C{x^x^  =  0 j  ' 

von  denen  die  erste  mit  der  schon  in  §  314  gefundenen  übereinstimmt. 

Wir  bemerken  hier,  dass  die  Functionen  Ä(xx)y  B(xx)y  C{xx) 
in  Wirklichkeit  dieselben  sind,  wie  die,  welche  wir  früher  einfach  mit 
Äj  Bj  C  bezeichnet  haben  und  femer,  dass  D{x^yi)'=0,  E{x^y^=^0 
^(phVi)  =  0  ist. 

§  317.    Wir  wollen  nun  annehmen,  in  der  Fundamentaldeterminante 

käme  ein  Paar  complexer  Wurzeln  vor  von  der  Form  Wj  =  r  +|)|/ —  1 , 

w«8  — r — pY —  1.    Die  Werthe  von  a:,  y,  etc.,  die  in  §313  gegeben 
wurden,  werden  dann 

^  =  (^  +  ^2)e''^  cos  pt  +  (x^  —  x^)y —  1  /'sin  j?^  +  etc. , 
y  =  (yi  +  Vi) e''' cos pt  +  {y^  —  y^)Y^^  e'' sin pt  +  etc., 
die,  passend  abgekürzt,  lauten 

X  =  Xi6'''cos^^  +  :X,e'''sinjp^  +  x^e""'^-] 

y=  Yj^e 'cos pt-{-  Y^€''smpt  +  y^e"*''\ 

g  B=  etc. 

Wenn  2[^'  =  rXj  +  |)JX^  und   X^' = — pXi-\'  rX^  etc.  ist,  so  wird 
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dx/dt  ==  XjVcos  pi  +  X^'e'^smpt  +  x^'e^*-{- 

etc.  =  etc* 

§  318.  Wir  kehren  nun  zu  den  ersten  beiden  Gleichungen  in 
§  316  zurück  und  dividiren  sie  durch  %  bez.  m^,  Addirt  man  zuerst 
und  subtrahirt  dann  die  Resultate^  so  bekommt  man 

und  durch  Substitution 

4.A{x^x^)  =  A{X^X,)  +  A(X^X^)\ 

-2i)(a;,y,)y=T=2)(X,r,)    ) 

mit  ähnlichen  Resultaten  für  die  andern  Buchstaben.  Aus  diesen 
Gleichungen  folgt  auch^  dass  A{x^x^y  wenn  A  eine  definite  FuncHon 
ist,  nicht  nur  redt  ist,  sondern  aüUch  stets  dasselbe  Vorzeichen  wie  A  hat. 
Aehnliche  Bemerkungen  gelten  für  die  Functionen  B  und  C. 

Wenn  die  Functionen  D,  E,  F  fehlen,  so  reduciren  sich  die  beiden 
ersten  Gleichungen  in  diesem  Paragraphen  auf 

A{x^x^2r  +  -BC^i^s)  =  0 
-  A{x,x,)  (r^  +  p^)  +  G{x,x,) '^ 

es  sei  denn,  dass  p  =  0  wäre,  d.  h.  die  Wurzeln,  die  complex  an- 
genommen wurden,  reell  wären. 

Den  Gleichungen  kann  man  die  bequeme  Form  geben 

woraus  sich  r  und  p  ergibt,  wenn  die  Schwingungsamplituden  be- 
kannt sind. 

§  319.  Satz  n.  Complexe  Wurzeln.  Aus  den  Gleichungen  in 
§  318  lässt  sich  unmittelbar  das  folgende  Theorem  ableiten: 

(1)  Die  Fundamentaideterminante  möge  symmetrisch  sein,  d.  h.  die 
Functionen  D,  E,  F  mögen  verschwinden.  Die  Potentiale  A  und  B  seien 
deßnit  und  von  demselben  Vorzeichen ,  während  C  eine  definite  Function 
sein  kann  oder  nicht.  Der  reelle  Theü  einer  jeden  comptexen  Wurzel 
muss  (üsdami  negativ  und  von  Nuü  verschieden  sein.  Verschwindet  das 
Potential  -B,  so  ist  der  reelle  Theü  einer  jeden  solchen  Wurzel  Nuü. 

Wenn  die  Potentiale  A  und  C  definit  sind  und  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  so  können  complexe  bez.  imaginäre  Wurzeln  nicht  vor- 
kommen. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  in  §  318. 
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(2)  Wenn  die  von  D  und  F  abhängigen  Glieder  in  den  Ghichungen 
fehlen  y  wahrend  die  von  E  abhängigen  entweder  vorhanden  sind  oder 
nicht,  und  wenn  die  drei  Potentialfunctionen  Ä,  B,  C  deßnit  sind  und 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  ist  der  redle  Uieü  r  einer  jeden  complexen 
Wwred  negativ  und  nicht  Null.  Wenn  die  Widerstandskräfte,  d.  h.  B, 
Ebenfalls  fehlen,  so  ist  der  reelle  Theil  einer  jeden  complexen  Wurisel  NuU. 

(3)  Wenn  die  von  D  und  E  abhängigen  Glieder  fehlen,  dagegen 
die  Yon  F  abhängigen ,  nicht  nothwendiger  Weise  auch,  und  wenn 
A^  Bj  C  definit  sind  und  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  muss  der 
reelle  Theil  r  einer  jeden  complexen  Wurzel  negativ  sein  oder,  wenn 
er  positiv  ist,  kleiner  als  p. 

§  820.  Beisp.  1.  Wenn  Ä  eine  definite  Function  ist,  zu  beweisen,  dass 
{Aipc^x^)]*  immer  kleiner  als  das  Product  A{x^x^)'  A(a^x^)  ist. 

Beisp.  2.  Wenn  J  (m)  die  Determinante  der  Bewegung  ist,  J^^  (m)  der  Minor 
des  ersten  Elementes  der  ersten  Zeile,  x^  y^ ,  etc.  die  Minoren  der  ersten  Zeile  und 
m  irgend  eine  Grösse  bedeutet,  die  nidit  nothwendiger  Weise  eine  Wurzel  von 
J{m)  zu  sein  braucht,  die  Identität 

-4 (a^i Äj) m*  +  B {x^ Xj)m  •}-  C{a^a^)  =^  d (w)  J^ (m) 
zu  beweisen. 

Beisp.  8.  Wenn  m^ ,  m^  zwei  beliebige  Grössen  sind,  die  nicht  nothwendiger 
Weise  Wurzeln  der  Determinante  /i{m)  zu  sein  brauchen,  zu  beweisen,  dass 


-ä  (asj «,)  iiij*+  B  («1  x,)  Wj  +  C  {o\  oj,) 


I  =•  ^  (»*i)  A  (»4)    ist- 


Beisp.  4.  Wenn  die  Determinante  symmetrisch  ist  und  die  Potentiale  A  und 
C  definit  sind  und  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  wShrend  das  Potential  B 
ein  beliebiges  Vorzeichen  haben  kann,  so  sind  sänmiÜiche  Wurzeln  der  Deter- 
minante reell. 

Beisp.  5.  Wenn  die  von  F  und  E  abhängigen  Glieder  fehlen,  dagegen  die 
von  JD  abhängigen  nicht  nothwendiger  Weise  auch,  und  wenn  die  drei  Potentiale 
J.,  B^  C  definit  sind  und  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  muss  der  reelle  Theil  r 
einer  jeden  complexen  Wurzel  entweder  negativ  sein  oder,  wenn  er  positiv  ist, 
kleiner  als  p, 

§  321.  Die  Wirkung  der  Widerstandskräfte  anf  die  Sehwingnngen  nm  eine 
Gleiehgewielitslage.  Ein  System  möge  um  seine  Gleichgewichtskge  schwingen, 
ohne  dass  Widerstandskräfte  wirken,  und  die  Functionen  B,  D,  E^  F  mögen 
daher  sämmtlich  Null  sein.  Wir  nehmen  auch  an,  die  Functionen  A  und  C  seien 
definit  und  hätten  dasselbe  Vorzeichen. 

Aus  den  Bewegungsgleichungen  in  §  810  ist  dann  sofort  ersichtlich,  dass  die 
Bewegungsdeterminante,  nämlich  diß)^  nur  grade  Potenzen  von  S  enthält.  Sie  ist 
selbstverständlich  dieselbe,  wie  die  in  Kapitel  n  besprochene  Lagrange'sche 
Determinante.   Sowohl  aus  Kapitel  U  als  aus  den  Paragraphen  816  und  319  dieses 

Kapitels  folgt,  dass  alle  Wurzeln  der  Gleichung  z/  (d)  ==  0  die  Gestalt  ±  py —  1 
haben.    Irgend  eine  Coordinate  wird  daher  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

rc  =B  Xj  cos  pt  -{■  X^  hm  pt  '\'  '  •  • 
dargestellt. 

Nun  mögen  einige  kleine  Widerstandskräfte  an  dem  System  angreifen.  Wir 
führen  dann  die  Glieder  in  die  Bewegungsgleichungen  ein,  die  von  der  Function  B 
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abhängen  und  nehmen  an,  die  so  eingeführten  Kräfte  seien  so  klein,  dass  wir  die 
Quadrate  der  Coefficienten  der  Function  B  yemachlässigen  können.  Wir  bringen 
dies  dadurch  zum  Ausdruck,  dass  wir  Toraussetzen,  jeder  Coefficient  enthalte 
einen  Factor  x,  dessen  Quadrat  zu  yemachlässigen  ist.  Wir  wollen  nun  den  Ein- 
fluss  dieser  Zusatzkräfte  auf  die  frühere  Bewegung  ermitteln. 

Wir  beziehen  uns  hierbei  wieder  auf  die  Bewegungsgleichungen  in  §  810.  Es 
seien  ^^  (d),  d^  iß)  die  Bewegungsdeterminanten  Tor  und  nach  der  Einführung 
dieser  Widerstandskräfte.    Die  Determinantengleichung  wird  also 

d^  iß)  -  ^,  iß)  +  5„  dl,,  iß)  +  etc.  =  0, 

worin  das  Symbol  I  die  Ünterdeterminanten  der  Elemente  Ton  z/,  iß)  angibt,  wie 
in  Kapitel  YI  erklärt  wurde. 

Man  kann  der  Gleichung  die  Form  /l^iß)  '\'  %Stp  iß)  »^  0  geben,  worin  9  iß) 

nur  grade  Potenzen  Ton  9  enthält    Da  jpj/ —  1  eine  Wurzel  TOn  /i^  iß)  «->  0  ist, 

so  möge  die  entsprechende  Wurzel  der  neuen  Gleichung  py —  1  -f-  **  s^üii  worin 
also  r  eine  kleine  reelle  oder  imaginäre  Grösse  ist,  deren  Quadrat  vernachlässigt 
werden  kann.    Nach  dem  Taylor*schen  Satz  ist 

« 

Daraus  folgt,  weil  ^,'  {d)  nur  ungrade  Potenzen  von  9  enthält,  dass  r  noth- 
wendiger  Weise  reell  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Correction  ftlr  jede  Wurzel  der  Determinanten- 
gleichung bei  der  Einführung  der  Widerstände  reell  sein  muss.  Das  bedeutet 
aber,  dass  die  Correction  für  den  imaginären  Theil  der  Wurzel  von  dem  Quadrat 
der  Widerstände   abhängt.    Die  Hingufügwng  von  r  zu  dem  reellen   Theü  der 

Wurzel  führt  eine  reelle  Exponentuügrösse  e^'  als  Factor  in  die  Amplitude  der 
Schwingungen  ein.  Die  Addition  zu  dem  imaginären  Theil  ändert  die  Periode  der 
Schwingung  (§  317).  Die  Perioden  der  Schwingungen  werden  also  nur  durch  die 
Quadrate  kleiner  Grössen  beeinflusst,  wenn  die  Widerstandskräfte  eingeführt  werden. 

§  822.  Die  Reihe  für  eine  beliebige  Coordinate  nimmt  jetzt  die  (Gestalt  an 
(siehe  §  317) 

a;  =  Zjc'''  cos  j?e  -f-  Z,c'''  sin  j?*  -f  •  •  •, 

worin  p  dieselbe  Bedeutung,  wie  zuvor,  hat  und  r  nach  §  819  negativ  ist.  Bei 
denselben  gegebenen  Anfangswerthen  von  «,  y,  etc.,  dx/dt^  dy/dt,  etc.  werden 
die  Goefficienten  X^,  etc.  nur  durch  Glieder  verändert,  die  den  Factor  x  ent- 
halten und  diese  Aenderungen  können,  da  die  Goefficienten  selbst  klein  sind,  ver- 
nachlässigt werden. 

Den  Werth  von  r  kann  man  aus  den  Gleichungen  am  Ende  des  §  818  ab- 
leiten. Wären  die  Widerstände  Ntdl,  so  würden  die  reellen  Ezponentialgrössen 
fehlen  und  die  YerhältniBse  X^/X^,  ^i/^s  sämmtlich  gleich  sein.  Bei  kleinen 
Widerstandskräften  unterscheiden  sich  diese  Verhältnisse  durch  Cbrössen,  die  den 
kleinen  Factor  x  enthalten.  Daraus  folgt,  dass  die  Verhältnisse  jB(Z,Z,)/Jl(Xi2ri) 
und  B  {X^  ^)/^  (-^  ^t)  ebenfalls  gleich  sind,  wenn  man  das  Quadrat  der  kleinen 
Grösse  verwirft.    Der  Ausdruck  für  r  reducirt  sich  daher  auf  die  einfache  Form 

^^_^B{X,X0_        1  -Bn^i*+2-B,,X,r,.f  ... 


2  AiX^X,)  2^^^X,«+2^,X,r,  -f  ... 

Das  heisst  also  in  Worten,  wie  man  aus  §  73  erkennt:  Der  ZaMenwerih  von  r  ist 
für  irgend  eine  Hauptschwingung  die  Hälfte  des  VerhäUnisses  des  mittleren  Werthes 
der  Dissipationsfwnction  zu  dem  mittleren  Werth  der  kinetis<^ien  Energie  für  diese 
Schwingung. 
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§  323.  Wir  wollen  annehmen^  ein  System  befinde  sich  in  einem 
gegebenen  Bewegungszustand^  der^  wie  in  §  257  erklärt  wurde,  durch 
die  Goordinateu  0  =  Oq^  9?  =  9?o^  ®*^-  definirt  ist,  worin  Öq,  9?^,  etc. 
bekannte  Functionen  der  Zeit  sind.  Wir  werden  diese  Bewegung  manch- 
mal die  ungestörte  Bewegung,  zuweilen  auch  die  stationäre  Bewegung 
nennen.  Wenn  das  System  jetzt  auf  irgend  eine  Axt  gestört  wird,  so 
setzen  wir  ö  =  Öq  +  a?,  9?  =  9?o  "h  y?  ^^-f  wobei  x,  y,  etc.  so  klein 
sind,  dass  wir  ihre  Quadrate  yemachlässigen  können.  Diese  Störung  kann 
die  Folge  einer  kleinen  Momentankraft  sein,  und  das  System  möge  dann 
seinen  Schwingungen  um  die  ungestörte  Bewegung  überlassen  bleiben. 

Doch  können  auch  continuirliche  Kräfte  an  dem  System  angreifen, 
welche  Schwingungen  um  die  ungestörte  Bewegung  hervorzurufen  suchen. 
Da  die  Schwingwng  der  Systeme  der  Gegenstand  unsrer  Untersuchung 
ist,  so  werden  wir  annehmen,  diese  Sjräfte  seien,  wenn  sie  existiren, 
periodisch.  Wir  können  annehmen,  die  Function  f{ß)y  welche  eine  solche 
Kraft  darstellt,  sei  nach  dem  aus  der  Trigonometrie  bekannten  Ver- 
fahren in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt;  wie  z.  B. 

f{f)  =  P6"-*'sin(A^  +  «)  +  P'^^'^'^sin  (A7  +  a')  +  etc. 

Jedes  dieser  Glieder  heisst  eine  störende  Kraft,  Der  Coefficient  des 
trigonometrischen  Factors  eines  jeden  Gliedes  soll  die  Grösse  oder 
Amplitude  dieses  Gliedes  genannt  werden.  Der  Winkel  Xt  -{-  a  heisst 
zuweilen  die  Phase  oder  auch  das  Argument  und  der  Goefficient  X  die 
Frequenz, 

Es  kommt  oft  vor,  dass  die  reellen  Exponentialgrössen  in  dem 
Ausdruck  für  die  Kraft  fehlen.  Dieser  Fall  wird  daher  im  Folgenden 
eingehender  untersucht  werden.  Will  man  auf  das  Fehlen  der  reellen 
Exponentialgrösse  aufitnerksam  machen,  so  nennt  man  die  störende  Krafb 
oft  eine  pemumente.  Tritt  die  reelle  Exponentialgrösse  mit  negativem 
Exponenten  auf,  so  heisst  die  Kraft  wohl  auch  (periodisch)  gedämpft. 

Manchmal  ist  nicht  die  Kraft  gegeben,  sondern  ein  Punkt  des 
Systems  gezwungen,  auf  eine  gegebene  Art  zu  schwingen.  Alsdann 
besteht  eine  bekannte  Beziehung  zwischen  den  Goordinaten  des  Systems 
von  der  Form 

aa?  +  6y  +  Cj?  +  etc.  =  6rc"~^'sin(i;^  +  y), 

worin  a,  b,  c,  etc.,  G,  g,  etc.  gegebene  Constanten  sind.  Es  können 
auch  mehrere  ähnliche  Relationen  zwischen  einigen  oder  sämmtlichen 
Goordinaten  bestehen.  In  solchen  Fällen  nehmen  wir  an,  diese  ge- 
gebenen Beziehungen  seien  in  die  Differentialgleichungen  eingeschlossen, 
obwohl  sie  aus  einer  Lagrange'schen  Function,  wie  in  §  111,  nicht  ab- 
geleitet  werden   können.     Man   kann   dann  die  in  §  326  angegebene 
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Methode  zur  ErmitÜimg  der  entsprechenden  erzwungenen  Schwingung 
benutzen. 

Die  EraftC;  welche  an  denü  System  angreifen  ^  werden  dadurch  in 
die  Bewegungsgleichungen  eingeführt^  dass  man  sie  zerlegt  oder  die 
Momente  nimmt;  sie  werden  auf  diese  Art  mit  Cosinussen  oder  Längen 
multiplicirty  welche  Functionen  der  Goordinaten  sind.  Da  die  Quadrate 
kleiner  Grössen  vernachlässigt  werden^  so  setzen  wir  für  diese  Factoren 
ihreWerthe  in  der  Gleichgewichtslage  oder  bei  der  stationären  Bewegung^ 
um  welche  das  System  schwingt.  In  dem  ersten  Fall  sind  die  Factoren 
constante  Multiplicatoren  derEraft^  in  dem  zweiten  können  sie  periodische 
Functionen  von  t  sein.  Wenn  z.  B.  die  Kraft  P  sin  A^  durch  Zerlegung 
P  sin  A^  cos  ff}  wird  und  wenn  f  =  fit  (wie  beim  Problem  des  Kreisels 
in  §  207)  ist,  so  ersetze  man  das  Product  durch  zwei  trigonometrische 
Ausdrücke y  deren  Phasen  (A  +  ft)^  und  deren  Amplituden  constant 
sind.  Die  Perioden  dieser  neuen  Kräfte  sind  die  der  ursprünglichen 
Kraft  in  Bezug  auf  die  stationäre  Bewegung  ^=ft^.  Diese  Complication 
kommt  dagegen  nicht  vor,  wenn  das  System  um  eine  Gleichgewichts- 
lage schwingt. 

§  324.  Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  zweiter  Ordnung 
stehen  in  §  310;  in  der  Dynamik  freilich  fehlen  im  Allgemeinen  die 
Glieder,  welche  Ton  den  Functionen  D  und  F  abhängig  sind.  Die  Art, 
wie  die  Gleichungen  gebildet  werden,  wenn  die  Widerstandskräfte  fehlen, 
wurde  in  §  111  erklärt.  Sind  diese  Widerstände  Yorhanden,  so  kann 
man  annehmen,  die  Gleichungen  hätten  die  Form 

{AiS'+B,,d+  CJ^+(^"*'+^^*+^^^)y+ . .  .  =  Pe-*'sin(A^+  «), 

6  uC.  '    '  ■  6  vC.  ■ 

worin  auf  der  rechten  Seite  nur  eine  störende  Kraft  in  jeder  Gleichung 

als  Muster  angegeben  wurde. 

Der  Kürze  halber  empfiehlt  es  sich,  die  Gleichung,  in  welcher  eine  störende 
Kraft  auftritt,  auf  eine  einfache  Art  zu  bezeichnen.  Die  erste  Gleichung 
erhält  man  aus  den  Lagrange'schen  (§  111)  durch  Differentiation  nach  6  oder  x; 
die  zweite  durch  Differentiation  nach  (p  oder  y.  Man  kann  daher  kurz  sagen,  die 
Kraft  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  wirke  direct  auf  die  Coordinate  x 
und  indirect  auf  y,  z,  etc.,  femer  die  auf  der  rechten  Seite  der  zweiten  Gleichung 
wirke  direct  auf  y  und  indirect  auf  x,  z,  etc. 

§  325.  Erzwungene  und  freie  Schwingungen.  In  der  Lehre  von 
den  Differentialgleichungen  wird  bewiesen^  dass  die  Auflösung  dieser 
Gleichungen  zu  Ausdrücken  für  die  Coordinaten  ^i,  ^^^  etc.  führt^  welche 
zwei  Gruppen  Ton  Termen  enthalten.  Die  erste  Gruppe  heisst  ein 
particuläres  Integral  und  besteht  aus  irgend  einer  Auflösung;  die  durch 
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irgend  ein  noch  so  eingeschränktes  Verfahren  erhalten  wird.  Die  zweite 
Gruppe  enthält  alle  Integrationsconstanten^  heisst  die  Zusatjsfunction  und 
stellt  den  Werth  der  Coordinate  dar^  wenn  alle  störenden  Kräfte  auf 
der  rechten  Seite  weggelassen  werden.  Die  Zusatzfünction  ist  daher 
dieselbe,  wie  die  in  dem  ersten  Abschnitt  dieses  Kapitels  besprochene 
und  gefundene  Lösung. 

Die  Zusatzfunctionen  in  den  Ausdrücken  für  die  Goordinaten  geben 
alle  möglichen  Schwingungen  des  Systems  um  die  ungestörte  Bewegung, 
wenn  keine  störenden  Kräfte  an  ihm  angreifen.  In  der  Dynamik  heissen 
sie  die  natürlichen  oder  freien  Schtvingungen  des  Systems, 

Die  particulären  Integrale  für  die  yerschiedenen  Goordinaten^ 
welche  die  Wirkungen  einer  störenden  Kraft  anzeigen^  heissen  die 
durch  diese  Kraft  erzumngenen  Schmngungen.  Dieser  Definition  ent- 
sprechend kann  man  jedes  particuläre  Integral  als  die  erzwungene 
Schwingung  ansehen.  In  der  Dynamik  ist  es  Gebraiuih,  aus  dem 
particulären  Integral  den  Theil  vollständig  auszuscheiden^  den  man  in  die 
Zusatzfundion  einschliessen  kann.  Der  Best  heisst  dann  die  erztvungene 
Schwingung, 

Die  erzwungene  Schwingung  stellt  die  ganze  Wirkung  einer 
störenden  Kraft  auf  ein  System^  dessen  Anfangsbedingungen  geg^en  sind, 
nicht  dar.  um  die  ganze  Wirkung  zu  finden^  nehme  man  das  allgemeine 
Integral  und  bestimme  die  Constanten  mit  Hülfe  der  Anfangsbedingungen. 
Offenbar  können  die  Werthe  Ton  x^  y,  etc.  Terme  aus  der  Zusatz- 
fünction enthalten^  welche  noch  zu  dem  particulären  Integral  hinzu- 
kommen. 

Eine  freie  Schwingung  bedeutet  nicht  Aothwendiger  Weise  eine 
Hauptschwingungy  obwohl  der  Ausdruck  manchmal  in  diesem  Sinn  ge- 
braucht wird  (§§  58  und  116).  Jede  Bewegung^  welche  durch  eine 
beliebige  Anzahl  Ton  Gliedern^  die  aus  der  Zusatzfimction  entnommen 
sind,  dargestellt  wird^  ist  eine  freie  Bewegung.  Das  Wort  ^^frei^'  soU 
den  Gegensatz  zu  ^^erzwungen^^  angeben. 

Den  Ausdruck  „Zusatzfünction*^  hat  Liouville  in  Bd.  13  des  Jou/mal  Pöly- 
teehnique,  1832  in  einem  Artikel  über  gebrochene  Differentialquotienten  gebraucht. 
Auch  in  Gregory^s  Examples,  1841  kommt  er  vor.  Die  Unterscheidung  von 
Wellen  in  „freie"  und  „erzwungene**  findet  man  in  Airy's  Tides  and  Waves 
(Art.  278),  die  in  der  Encyclopaedia  Metropolitana,  1842  veröffentlicht  sind. 

§  326.     Die    erzwungene   Sehwingnng   zn   ermitteln,     um    ein 

particuläres  Integral  für  irgend  eine  Kraft  Pc~**sin(A< -(- a)  zu  er- 
mitteln, folgen  wir  den  früher  in  Eap.  6  erklärten  Methoden.  Wenn 
2/(d)  die  Determinante  der  Bewegung  ist  und  Ii(S),  /^(d),  etc.  die 
Minoren  des  ersten,  zweiten,  etc.  Elementes  in  derjenigen  Horizontal- 
reihe  von  ^(d)  sind,  welche  der  Gleichimg  entspricht,  in  welcher  die 
Kraft  vorkommt,  so  hat  man 
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Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  diese  Operatoren  bei  jeder  der 
Goordinaten  zu  zwei  trigonometrischen  Ausdrücken  führen«  Diese 
beiden  Ausdrücke  bilden  die  erzwungene  Schwingung  in  der  betreffenden 
Coordinate. 

§  327.  Zur  Ausführung  der  durch  die  obigen  Functionen  Ton  9  angegebenen 
Operationen    benutzen    wir    die    folgende    einfache    BegeL     Um    die    Operation 

F{9)  =  -^  tm  Fe""*  ^^  {Xt  +  a)  auszuführen,  setze  man  ^  «  —  x  +  XY^^ 
und  redticire  den  Opertxtor  auf  die  Form  L  -^  M  \-^  1.   Das  gesuchte  BesuUat  ist 


darm  Fe'"  (i  +  Mj)  ^^  (It  +  «). 


Ist  die  Kraft  permanent,  so  ist  x  =»  0  und  es  ergibt  sich  unmittelbar,  dass 
die  folgende  erevnmgene  Schwingung  ebenfalls  permanent  ist.  Wenn  die  Periode 
einer  erzwungenen  Schwingung  der  einer  freien  Schwingung,  welche  sich  nicht 
wiederholt,  nahezu  gleich  ist,  so  sind  die  Grössen  der  erzwungenen  Schwingungen 
in  den  yerschiedenen  Goordinaten  ungef&hr  denen  der  freien  Schwingungen  in 
denselben  Goordinaten  proportional;  siehe  auch  §  343. 

Um  die  obige  Regel  zu  beweisen,  bemerke  man,  dass  nach  §  265 

ist,  worin  w  «=  —  %  -}-  X  y —  1 .  Ersetzt  man  nun  den  imaginären  Theil  der  Ex- 
ponentialgrösse  durch  seinen  trigonometrischen  Werth  und  setzt  die  reellen  und 
imaginären  Theile  auf  jeder  Seite  der  Gleichung  einander  gleich,  so  ergibt  sich 
das  Resultat  unmittelbar. 

§  328.    Beisp.    Wenn  die  Determinante  J  (8)  eine  Anzahl  a  von  Wurzeln 

hat,  von  denen  jede  gleich  m,  d.  h.  —  x  4~  ^V — ^i  i*^^)  ^^  nimmt  das  Resultat 
eine  unendliche  Gestalt  an.  Man  beweise,  dass  in  diesem  Fall  der  Operator  sich 
durch 

ersetzen  lässt,  worin  die  Goefficienten  nach  dem  binomischen  Satz  gebildet  sind 

und  jd^{9\  etc.  den  a*«^  Differentialquotienten  von  -^(^),  etc.  angibt.  Jede  dieser 
Operationen  kann  jetzt  nach  der  in  dem  letzten  Paragraphen  angegebenen  Regel 
ausgefahrt  werden. 

Um  es  zu  beweisen,  ersetze  man  die  Wurzel  m  durch  m  -|-  A,  worin  dann 
sp&ter  h  gleich  Null  gesetzt  ¥rird.    Man  findet 


'={j(«)^'  +  . ..  +  £_[,(.),«']  5_)/[^(«)|l}. 


Die  ersten  a  Glieder  dieser  Reihe  kann  man  bei  jeder  Goordinate,  obwohl 
sie  unendlich  gross  sind,  in  die  Zusatzfunction  verweisen;  siehe  §  266.  Die  Lösung 
wird  daher  durch  das  (a  -f  1)^  Glied  gegeben.  Sie  reducirt  sich  nach  dem 
Leibnit  zischen  Theorem  zur  Ermittelung  des  a*®°  Differentialquotienten  eines 
Productes  auf  den  oben  angegebenen  Operator. 

§  329.  Beisp.  Ein  Massenpunkt,  wie  z.  B.  die  Erde,  beschreibt  eine  nahezu 
kreisförmige  Bahn  um  das  Gentrum  einer  Kraft,  deren  Anziehung  umgekehrt  wie 
das  Quadrat  des  Abstandes  variirt.  Femer  greifen  zwei  störende  Kräfte  an  ihm 
an,  die  durch  P  sin  Z^  und  Q  %mXt  dargestellt  werden  und  die  Richtung  des 


L^ 


VerBchwinden  der  freien  Schwingungen  (§  326 — 331).  247 

Radiusvectors  bez.  senkrecht  zu  ihm  haben.   Wenn  die  Polarcoordinaten  r,  6  durch 
r'=:^a'\'Xf  ß^^nt-^-y  gegeben  sind,  zu  beweisen,  dass  die  Bewegungsgleichungen 

(^«»_  3n*)x  —  2an9y  =«  P  sin  Xn 

2ndx  4-  «^*y  =  ^  sin  Xtf 

sind.    Man  zeige  auch,  dass  die  erzwungenen  Schwingungen  durch 

X  —  -i Ti  smXt—  TT-?— ^TtTCOSZ*, 

n*  — Z*  l(n*  —  X*)  ' 

2nP  _   ,    (Sn*  +  i')Q    .    ,^ 

y  =  — TT-i TiT  cos It  +     ,,,  ' — ~~  sin  I« 

bestimmt  werden. 

Wenn  die  Periode  der  Kraft  entweder  deijenigen  in  der  kreisförmigen  Bahn 
nahezu  gleichkommt  oder  sehr  lang  ist,  so  wird  die  erzwungene  Schwingung 
sehr  gross,  siehe  §  845.  Auf  einen  andern  wichtigen  Punkt  wird  in  §  354  hin- 
gewiesen. 

§  330.  Rnbige  nnd  zitternde  Bewegimg.  Wir  haben  angenommen^ 
das  System  sei  im  Stande,  in  irgend  einem  Zustand  stationärer  Be- 
wegung zu  bleiben,  grade  wie  ein  Bieif  in  einer  yerticalen  Ebene  über  den 
Boden  rollt.  In  Wirklichkeit  aber  schwingt  in  Folge  gewisser  kleiner 
Störungen  das  System  nach  beiden  Seiten  dieser  stationären  Bewegung, 
wobei  der  Betrag  der  Störung  fOr  jede  Goordinate  stets  durch  die 
Summe  der  natürlichen  und  erzwungenen  Schwingungen  dargestellt 
wird.  Ist  die  Periode  einer  dieser  Schwingimgen  klein,  so  geht  das 
System  schnell  von  der  einen  auf  die  andre  Seite  seiner  mittleren  oder 
stationären  Bewegung  über.  Die  mittlere  Bewegung  scheint  alsdann 
dem  Auge  eine  eiUemde  zu  sein.  Sind  dagegen  die  Perioden  aller 
Schwingungen  sehr  lang,  so  geht  der  Wechsel  Ton  der  einen  Seite  der 
mittleren  Bewegung  auf  die  andre  so  langsam  vor  sich,  dass  er  als 
Schwingung  kaum  wahrzunehmen  ist.  Die  mitüere  Bewegung  heisst 
dann  eine  ruhige. 

§  331.  Verschwinden  der  freien  Schwingongen.  Wenn  ein  System 
durch  eine  continuirliche  permanente  störende  Kraft  in  Schwingung 
gesetzt  wird,  so  werden,  wie  wir  gesehen  haben^  zwei  Arten  von 
Schwingungen  erzeugt,  freie  und  erzwungene.  Sind  keine  Widerstands- 
kräfte Torhanden,  so  bleiben  beide  während  der  Bewegung  neben- 
einander fortbestehen.  Treten  aber  solche  Strafte  auf,  so  wird  durch 
sie  in  die  freie  Schwingung  eine  Exponentialgrösse  eingeführt,  in  Folge 
deren  ihre  Amplitude  beständig  abnimmt,  imd  die  freie  Schwingung 
daher  schliesslich  unbemerkbar  wird  (§  319).  Die  Amplitude  der  er- 
zwungenen Schwingung  vermindert  sich  jedoch  nicht  in  demselben 
Masse.  Denn  die  störende  Kraft  hat,  da  sie  permanent  ist,  keinen 
reellen  Exponentialfactor  und  in  §  323  ist  daher  x  =  0.  Die  resultirende 
erzwungene  Schwingung  ist  daher  auch  permanent,  §  327.  Auf  diese  Art 
wird  die  Schwingung  des  Systems  schliesslich  von  den  Anfangsbedingtmgen 
unabhängig    und    nur   von   den   erzwungenen    Schwingungen   abhängig. 
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Die  Ton  einer  permanenten  störenden  Kraft  hervorgerufene  erzwungene 
Schwingung  heisst  daher  zuweilen  die  permanente  Schwingung. 

§  332.  Es  ist  manchmal  urichtig,  die  GescJiwindigkeiten,  mit  denen 
die  verschiedenen  freien  Schwingungen  unter  dem  Einfluss  der  Widerstands- 
hräfte  m  verschwinden  suchen,  miteinander  eu  vergleichen.  Offenbar 
hangen  sie  von  der  Qrosse  des  negativen  Exponenten  r  in  dem  durch 

die  Widerstände  eingeführten  Exponentialfactor  e    ab.    Da  dieser  Factor 

nicht  nothwendiger  Weise  in  allen  Gliedern  derselbe  zu  sein  braucht, 

so  nehmen  die  sammtlichen  freien  Schwingungen  nicht  mit  derselben 

Geschwindigkeit   ab.     Einige   können  unmerkbar  geworden  sein,   ehe 

noch  die  Grösse  anderer  sich  sehr  geändert  hat. 

Wenn  die  Anfangsamplituden  irgend  einer  Hanptschwingung  für  alle  Coordi- 
naten  bekannt  sind,  bo  lässt  sich  der  Werth  yon  r  för  diese  Schwingung  aus  den 
Gleichungen  in  §  318  ableiten.  Schwing^  aber  das  System  um  eine  Gleich- 
gewichtslage und  sind  die  Widerstandskräfte  klein,  so  nimmt  der  Ausdruck  für 
r  die  sehr  einfache  Form  in  §  822  an.  Wenn  Xj ,  Yj ,  etc.  die  Amplituden  ftlr 
die  Coordinaten  x,  y,  etc.  irgend  einer  freien  Hauptschwingung  sind,  so  wird 
dieser  Ausdruck 

worin  die  lebendige  Kraft  und  die  Dissipationsfunction  durch 

2ii  =  -4iia;'«-f2^,a?'y'H ,    2J?«  J?ji«*+  2B^^x*y  -\ 

gegeben  sind. 

Wie  man  diesen  Ausdruck  fOr  r  zu  benutzen  hat,  wird  am  besten  an  einigen 
Beispielen  gezeigt. 

§  333.  Beisp.  1.  Wir  wollen  uns  denken,  eine  homogene  dichte  Kette  be- 
stehe aus  einer  Reihe  gleicher  sehr  kleiner  Punkte,  yon  denen  jeder  die  Masse  m 
habe  und  die  durch  sehr  kurze  Fäden  verbunden  wären,  von  denen  jeder  die 
Länge  2  und  keine  Masse  habe,  x,  y,  etc.  seien  die  Verschiebungen  der  Massen- 
punkte eines   solchen  Fadens  bei  z.  B.  seitlichen  Schwingungen.    Die  lebendige 

Kraft  ist  dann  durch  —Smx**  gegeben.     Man  nehme  an,   der  Widerstand  der 

Atmosphäre  würde  d/wrch  eine  verzögernde  an  jedem  Massenpwnkt  angreifende  Kraft 
dargestellt,  die  wie  seine  ahsoli^  Geschtoindigkeit  variirt.  Man  beweise,  dass  die 
Dissipationsfunction  B  sich   durch  2jB  ^s  S^mx*  ausdrücken  lässt.     Setzt  man 

Yoraus,  %  sei  für  alle  Massenpunkte  dasselbe,  so  ergibt  sich  unmittelbar  r=  —  -^%, 

die  proportionale  Wirkung  des  Widerstandes  der  Luft  auf  aUe  freien  Schwingungen 
ist  daher  die  nämliche. 

Beisp.  2.  Wenn  die  Massenpunkte  der  Kette  statt  seitlich  der  Länge  nach 
schwingen,  so  ist  der  Widerstand  der  Luft  geringer  wie  zuvor,  während  die 
Wirkung  der  Zähigkeit  oder  unvollkommenen  Elasticität  mehr  hervortritt.  Wir 
wollen  annehmen,  sie  würde  durch  eine  Reihe  von  KiAften  dargestellt,  die  der 
Compression  oder  Ausdehnung  benachbarter  Massenpunkte  widerstehen  und  jede 
Kraft  sei  der  relativen  Geschwindigkeit  der  beiden  Massenpunkte,  zwischen  denen 
sie  eine  Äction  und  BeacUon  ausübt,  proportional.  Man  beweise,  dass  die  Dissi- 
pationsfunction B  durch  2B  ==  Z%m(af  —  f/y  dargestellt  werden  kann. 

Allgemein  gesprochen  ist  also  r  für  die  Art  Schwingung  am  grüssten,  bei 
welcher  der  Unterschied  der  Amplituden  der  Schwingungen  nebeneinander  liegender 
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Massenpunkte  am  grösBten  ist.  Schwingungen  dieser  Art  verschwinden  am  schnellsten, 
weil  die  Zähigkeit  der  relativen  Geschwindigkeit  proportional  ist,  während  diejenigen^ 
bei  welchen  die  benachbarten  Massenpufücte  sich  nahezu  zusammenbewegen,  noch 
lange  Zeit  nachher  sichtbar  bleiben  können.  Man  drückt  dies  manchmal  kurz  aus, 
indem  man  sagt,  die  Wirkung  der  Zähigkeit  bestehe  darin,  dass  sie  die  kurzen 
Wellen  vor  den  langen  vemit^itet, 

Beisp.  3.  Wenn  die  Goordinaten  so  gewählt  werden,  dass  die  Dissipations- 
fnnction  und  die  lebendige  Kraft  die  Grestalt 

annehmen,  so  liegt  der  Werth  von  r  für  jede  Hauptschwingung  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Brüche  B^^/2A^^^  JB,,/2^2,,  etc.  Man  bemerke,  dass 
diese  Grenzen  von  der  Kräftefunction  unabhängig  sind  und  daher  immer  die  näm- 
lichen bleiben,  die  Kräfte  mögen  sein,  welche  sie  wollen. 

Beisp.  4.  Die  Membrane,  welche  das  obere  Fell  einer  Trommel  bildet, 
schvdngt  seitwärts,  wenn  sie  geschlagen  wird.  Falls  der  Widerstand  der  Luft  gering 
ist  und  wie  die  absolute  Geschwindigkeit  eines  jeden  Massenpunktes  yariirt,  zu 
zeigen,  dass  alle  freien  Schwingungen  denselben  reellen  Exponentialfactor  haben. 

Beisp.  5.  Man  erkläre,  warum,  wenn  successive  Töne  auf  einem  musikalischen 
Instrument  erzeugt  werden,  jeder  Ton  von  dem  vorhergehenden  nicht  merkbar 
beeinflusst  wird.    Siehe  §  881. 

§  334.  Herschers  Theorem  Aber  die  Periode  der  erzwungenen 
Schwingung.  Aus  der  Yergleichung  der  Glieder  in  §  327^  welche  die 
erzwungene  Schwingung  ausmachen^  mit  dem  Glied^  welches  die  störende 
Kraft  bildet,  ergibt  sich,  dass  die  Periode  der  erzwungenen  Schwingung 
dieselbe  ist,  wie  die  der  Kraft,  durch  welche  sie  veranlasst  wird.  Wenn 
daher  irgend  eine  periodische  Sförungswrsache  an  einem  System  schwingender 
Massenpurücte  angreiß,  so  richten  sich  die  erewwngenen  Schwingungen  nach 
der  Periode  der  sie  erzeugenden  Ursache.  Dieses  wichtige  Theorem  ver- 
dankt man  Sir  J.  Herschel,  der  es  zuerst  in  seiner  Theory  of  Sound 
aufstellte  (Encyc.  Met.  1830).  Sein  Beweis  ist  jedoch  von  dem  hier 
gegebenen  durchaus  verschieden. 

Man  kann  den  Satz  verallgemeinem.  Die  störende  Kraft  und  die 
resultirende  erzwungene  Schwingung  haben  nicht  nur  dieselbe  Periode, 
sondern  auch  dieselbe  reelle  Exponentialgrösse.  Wenn  daher  die 
Fundamentaldeterminante  keine  gleichen  Wurzeln  hat,  so  haben  beide 
dieselbe  allgemeine  Form  oder  denselben  Typus.  Eine  permanente  Kraft 
erzeugt  eine  permanente  Schwingung,  eine  verschwindende  Schwingung 
ist  die  Folge  einer  verschwindenden  Kraft. 

Bei  dem  Beweis  dieses  Theorems  wurde  angenommen,  es  sei  das 
System  schwingender  Massenpunkte  so  beschaffen,  dass  man  die  Quadrate 
der  Verschiebungen  vernachlässigen  kann. 

Das  Theorem  gilt  auch  nur  fOr  erzwungene  Schwingungen.  Will 
man  daher  den  Herschel'schen  Satz  auf  die  absolute  sichtbare  Be- 
wegung anwenden,  so  muss  man,  von  der  Anfangsbewegung  an  ge- 
rechnet, soviel  Zeit  verstreichen  lassen,  dass  die  freien  Schwingungen 
allmählig  aufhören  können.     Siehe  §  331. 
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§  886.  Als  Beispiel  zu  diesem  Princip  fBhren  wir  an:  Wenn  ein  tönender 
Körper,  wie  z.  B.  eine  Trommel,  Schwingungen  in  der  Luft  yerursacht,  so  ist  die 
Periode  oder  Höhe  des  in  der  Luft  und  dem  Ohr  erzeugten  Tones  dieselbe,  wie 
die  des  tönenden  Körpers. 

§  886.  £in  andres  Beispiel  hat  Herschel  gegeben.  Ein  Lichtstrahl  falle 
auf  eine  ihn  brechende  Substanz,  z.  B.  Glas.  Die  Schwingungen  des  einfallenden 
Lichtes  erregen  Schwingungen  innerhalb  des  Glases.  Sie  dauern  so  lange,  wie 
die  erregende  Ursache  wirkt  und  bilden  daher  die  erzwungene  Schwingung.  Die 
Periode  des  gebrochenen  Lichtes  ist  nach  dem  IHerBchePschen  Theorem  die 
nämliche,  wie  die  des  einfallenden  Lichtes. 

Es  gibt  aber  auch  einige  Ausnahmen.  So  hat  Sir  G.  Stokes  in  den  Phil. 
Trans.,  1862  darauf  hingewiesen,  dass  die  Periode  des  ultravioletten  Lichtes  bei 
dem  Durchgang  durch  gewisse  Substanzen  so  yerl&ngert  werden  kann,  dass  es  sichtbar 
wird.  Prof.  Tyndall  femer  erhitzte  mittelst  der  ultrarothen  Stralilen  ein  Platin- 
plättchen  bis  zum  Weissglühen  und  yerkürzte  auf  diese  Art  die  Perioden  so,  dass 
die  Schwingungen  sichtbar  wurden.    Siehe  seine  Bede  Lectwre,  1866. 

Um  zu  begreifen,  woher  diese  Ausnahmen  kommen,  mnss  man  sich  erinnern, 
dass  die  Bestitutianskräfte  der  ersten  Potent  der  Verriiehwngen  proportional  an- 
genommen, d.  h.,  nur  die  ersten  Potenzen  von  x,  y,  etc.  beibehalten  wurden.  Nun 
können  die  Moleküle  eines  Körpers  aus  kleineren  dicht  zusammengepackten 
Atomen  zusammengesetzt  sein.  Wenn  die  fraglichen  Schwingungen  derart  sind, 
dass  sich  nur  die  Moleküle  untereinander  bewegen,  so  können  diese  Yerrückungen 
im  Vergleich  mit  den  Abständen  der  Moleküle  von  einander  so  klein  sein,  dass 
die  Bestitutionskrafb  ^(£),  welche  die  Folge  einer  Verschiebung  |  eines  Moleküls 
ist,  durch  die  erste  Potenz,  die  in  der  Mac  Laurin^schen  Entwicklung  Torkommt, 
ersetzt  werden  kann.  Wenn  aber  die  Schwingungen  derart  sind,  dass  sich  die 
dicht  zusammengepackten  Atome  eines  jeden  Moleküls  untereinander  bewegen,  so 
kann  die  Restitutionskraft  nicht  länger  wie  die  erste  Potenz  der  Verrückung 
yariiren.  Die  Gleichungen  in  §  824  können  für  die  erste,  aber  nicht  für  die  letzte 
Bewegungsart  gelten.  Genaueres  findet  man  in  Sir  G.  Stokes*  Abhandlung, 
S.  649  u.  660. 

Offenbar  kann  die  Bewegung  von  der  oben  beschriebenen  sehr  verschieden 
sein,  wenn  die  Quadrate  und  Guben  der  kleinen  Grössen  nicht  vernachlässigt  werden 
können.  Es  wird  dies  besonders  auffallend,  wenn  die  Glieder  erster  Ordnung 
fehlen.  Ein  elementares  Beispiel  wurde  in  Bd.  1,  §  460  besprochen,  bei  welchem 
eine  Schwingung  zu  der  Differentialgleichung  S^ß  -j-  a6'  =  0  führte.  Es  wurde 
gezeigt,  dass  die  Periode  weit  entfernt  davon  ist,  constant  zu  sein,  vielmehr  umgekehrt 
wie  der  Schwingungsbogen  variirt.  Wenn  wir  hier  eine  störende  Krafb  durch  den 
Ausdruck  P  sin  Xt  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  darstellen,  so  kann 
der  Gleichung  offenbar  nicht  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  6  =  Q  smlt 
genügt  werden,  die  Periode  der  erzwungenen  Schwingung  ist  daher  nicht  die- 
selbe, wie  die  der  Kraft. 

§337.  Die  VergrSsseniiig  der  Wirkung  störender  Kräfte.  Bei  dyna- 
mischen Problemen,  wie  sie  in  der  Natur  vorkommen,  hat  man  oft 
mit  einem  System  zu  thun,  welches  frei  um  eine  mittlere  Lage  schwingt 
und  an  dem  eine  Menge  kleiner  Kräfte  angreift,  welche  diese  Bewegung 
zu  stören  sucht.  Einige  können  sehr  klein,  andre  grösser  sein.  Ist 
es  nun  gestattet,  die  kleinen  im  Vergleich  mit  den  grösseren  ausser 
Acht  zu  lassen?  Vielleicht  ist  die  Anzahl  der  Kräfte  zu  gross,  als  dass 
man  die  Wirkung  einer  jeden  untersuchen  könnte.   OfiPenbar  haben  wir 
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hier  irgend  eine  Begel  nothig,  die  uns  bei  der  Auswahl  derjenigen  Kräfte 
leitet,  welche  die  bedeutendste  Wirkung  haben.  In  der  Theorie  der  Pla- 
neten z.  B.  kommt  bei  jedem  Planeten  eine  zahllose  Menge  von  Störungs- 
ursachen seiner  Bewegung  vor.  Es  würde  nicht  möglich  sein,  die 
wirkliche  Bewegung  ohne  ein  Princip  zu  bestimmen,  das  uns  in  den 
Stand  setzte,  die  Kräfte,  welche  unmerkliche  Störungen  erzeugen,  zu 
yemachlässigen. 

An  einem  System  mögen  zwei  permanente  störende  Kräfte  an- 
greifen, welche  durch  die  zwei  Glieder  Psin(A^-(-a)  und  Q sin.  (fit '\-ß) 
in  der  ersten  Gleichung  des  §  324  dargestellt  seien.  Die  entsprechenden 
erzwungenen  Schwingungen  in  der  Goordinate  x  sind  durch 

gegeben,  worin  1(9)  der  Minor  des  auf  x  bezüglichen  Terms  in  der 
ersten  Zeile  der  Determinante  2/  (8)  ist.  Diese  Coefficienten  enthalten  den 
Operator  i  und  ihre  Grösse  hängt  daher  Ton  A  und  ft  ab.  Daraus  schliessen 
wir,  dctös  die  Wirkungen  der  versdUedenen  permanenten  störenden  Kräfte, 
die  unter  ähnlichen  Bedingungen  an  derselben  Coordinate  angreifen^  nickt 
ihrer  OrSsse  einfcu^  proportional  sind,  sondern  von  ihren  Perioden  abhängen. 

§  338.  Ohne  uns  jedoch  auf  permanente  störende  Kräfte  zu  be- 
schränken, wollen  wir  die  erzwungene  Schwingung  betrachten,  die  durch 

die   störende  Kraft  Pö""*'  sin  Xt  hervorgerufen  wird.     Setzt  man  wie 

früher  (§  327)  m  =  —  x  +  xy — 1,  so  ist  die  resultirende  erzwungene 

Schwingung  der  Coefficient  von  Y^^  in  |jjj  Pe"^'  =  P^ e^^' .    Wenn 

m  einer  Wurzel  von  ^(ä)  =  0  nahezu  gleich  kommt,  so  ist  der 
Nenner  dieses  Ausdrucks  sehr  klein.  Die  Typen  aber  der  freien 
Schwingungen  sind,  wie  in  §  262  gezeigt  wurde,  durch  2/  (m)  «=  0  ge- 
geben. Daraus  folgt,  dctss  eine  störende  Kraß,  deren  Periode  und  reeUe 
Exponentudgrösse  nahezu  dieselben  sind,  wie  die  irgend  einer  freien 
Schumgung,  eine  grosse  erzwungene  Schwingung  hervorruft, 

§  339.  Gewöhnlich  hat  eine  störende  Kraft  den  permanenten 
Typus  P  sin  (Xt  +  «)•  Wenn  keine  Widerstandskräfte  auftreten,  so 
gibt  es  in  dem  System  freie  permanente  Schwingungen  von  der  Form 
J.  sin  (p^  +  a)  und  wenn  X  irgend  einem  Werth  von  p  nahezu  gleich 
ist,  so  erzeugt  die  störende  Kraft,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  eine 
vergrösserte  erzwungene  Schwingung.  Die  Widerstandskräfte  führen 
aber  reelle  Exponentialgrössen  als  Factoren  der  freien  Schwingungen 
ein  (§  319).  Der  Typus  der  störenden  Kraft  ist  daher  nicht  mehr  der 
nämliche,  wie  der  einer  freien  Schwingung.  Daraus  ergibt  sich,  dass 
eine  Wirkung  der  Widerstände  auf  eine  störende  permanente  Kraft,  welche 
sonst  eine  vergrösserte  erzwungene  Schwingung  erzeugen  würde,  darin  he- 
steht,  diese  Schwingung  zu  modificiren  und  in  Grenzen  zu  hdUen. 
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§  840.  Als  einfaches  Beispiel  zu  diesem  dynamischen  Princip  wollen  wir 
den  Fall  einer  schweren  Sc^iikel  betrachten,  welche  durch  eine  Bethe  leidOer  Stösse 
und  Züge,  wenn  sie  rechtzeitig  angebracht  werden,  so  sehr  leicht  in  heftige  Schwingung 
gesetzt  werden  kann.  Stossen  wir,  wenn  die  Schaukel  sich  von  uns  entfernt  und 
ziehen  wir,  wenn  sie  sich  nähert,  so  wird  ihr  Gang  beständig  beschleunigt  und 
der  Schwingungsbogen  bei  jedem  folgenden  Lauf  grösser.  Eine  solche  Reihe 
von  abwechselnden  Stössen  und  Zügen  ist  praktisch  das,  was  wir  eine  permanente 
störende  Erafb  genannt  haben,  deren  Periode  dieselbe,  wie  die  der  freien  Schwingung 
der  Schaukel,  ist.  Wenn  dagegen  die  Periode  deijenigen  der  freien  Schwingung 
sehr  ungleich  ist,  so  können  zwar  einige  Stösse  und  Züge  den  Schwingungsbogen 
noch  yergrössem,  jedenfalls  kommt  aber  eine  Zeit,  zu  der  sich  die  Wirkung  um- 
kehrt. Die  Kraft  wirkt  der  Bewegung  der  Schaukel  entgegen  und  die  Schwingungen 
nehmen  ab,  gerade  wie  sie  vorher  zugenommen  haben. 

Auf  dieselbe  Art  werden  schwere  Kirchenglocken  gewöhnlich  in  Bewegung 
gesetzt,  indem  man  die  Seile  rechtzeitig  anzieht.  Um  die  Schwingung  zu  yer- 
grössem, sollte  jedes  Seil  nur  dann  gezogen  werden,  wenn  es  herabkommt. 

Ein  grosses  schweres  Schiff  kann,  wenn  man  seine  Schwingungsdauer  zu  be^ 
stimmen  wünscht,  dadurch  zum  Bollen  gebracht  werden,  dass  man  einen  Trupp 
Leute  zur  richtigen  Zeit  über  das  Deck  quer  hin  und  her  laufen  lässt;  die  Leute 
müssen  bergan  laufen.  Einige  interessante  Beispiele  zu  diesem  aUgemeinen  Prin- 
cip werden  auch  in  TyndalTs  SatMd,  1867,  S.  101  gegeben. 

Es  ist  allgemein  bekannt,  dass  eine  Klaviersaite,  die  der  äusseren  Luft  aus- 
gesetzt wird  und  auf  welche  die  Schwingungen  dieses  Mittels  einwirken,  manch- 
mal durch  diese  Bewegung  nicht  beeinflusst  zu  werden  scheint  und  zu  einer  andern 
Zeit  einen  Ton  yon  sich  gibt.  Die  Saite  wird  nämlich  zwar  immer  in  Bewegung 
gesetzt;  wenn  jedoch  die  Stösse  der  Luft  nicht  in  den  richHgen  Intervallen  einander 
folgen,  so  ist  die  erzeugte  Bewegung  zu  gering,  um  merkbar  zu  sein.  Hat  aber 
einer  der  in  der  Luft  existirenden  Töne  dieselbe  Periode  wie  einer  der  Töne  der 
Saite,  so  sucht  der  Druck  der  Luft  auf  die  Saite,  wie  die  oben  beschriebenen 
Stösse  auf  das  Pendel,  die  Bewegung  beständig  zu  yergrössem. 

Auf  der  andern  Seite  wird  die  Litensität  dieses  speciellen  Tones  in  der  Luft 
um  den  der  Saite  mitgetheilten  Betrag  geschwächt,  während  die  Stärke  der 
übrigen  in  der  Luft  existirenden  Töne  unbeeinflusst  bleibt.  So  entzieht  eine 
Klayiersaite  oder  ein  anderer  schwingender  Körper  dem  umgebenden  Mittel  die- 
selben Töne,  die  sie  in  der  Luft  erzengen  würden,  wenn  sie  auf  andre  Art,  als 
durch  die  Luft,  in  Bewegung  gesetzt  werden. 

Durch  Ausdehnung  dieser  Theorie  auf  die  Schwingungen  des  Lichtes  zeigte 
Sir  6.  Stokes,  dass  ein  Körper  zu  gleicher  Zeit  eine  Lichtquelle  sein  kann,  in- 
dem er  Strahlen  yon  bestimmter  Periode  ausgibt  und  ein  absorbirendes  Mittel, 
in  dem  er  Strahlen  von  derselben  Periode,  die  durch  ihn  gehen,  auslöscht  Auf 
diese  Art  gab  er  eine  dynamische  Erklärung  der  Entdeckung  Foucault^s  und 
Kirchhof f*s,  dass  die  dunklen  Fr aunho fernsehen  Linien  im  Sonnenspectrum 
yon  der  Anwesenheit  solcher  Substanzen  in  der  Sonnenatmosphäre  herrühren, 
die  sonst  die  entsprechenden  hellen  Linien  erzeugen.  PhHosophicäl  Magazine, 
März  1860. 

Helmholtz  benutzte  dieses  Princip  bei  seinen  Versuchen  mit  den  Tönen 
musikalischer  Listrumente.  Siehe  seine  „Lehre  yon  den  Tonempfindungen",  Braun- 
schweig 1877.  Wenn  er  einen  aus  einer  unbekannten  Mischung  yerschiedener 
Töne  bestehenden  Ton  analysiren  wollte,  so  stellte  er  eine  über  einen  Resonanz- 
boden gespannte  Membrane  in  die  Nähe.  Sie  yerrieth  durch  ihre  Schwingungen 
sofort  die  Gegenwart  irgend  welcher  Töne  yon  ihrem  eignen  System  yon  Perioden. 

Tyndall  femer  beschreibt  die  merkwürdige  Wirkung  eines  Tones  auf  eine 
in  einer  Pfeife  eingeschlossene  Flamme,  wenn  die  Höhe  des  Tones  mit  dem  der 
Pfeife  übereinstimmte. 
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§  841.  Ein  weiteres  Beispiel  liefert  das  Bollen  der  Schiffe  auf  der  See.  Das 
Schiff  hat  seine  eigene  natürliche  Schwingung,  wozu  dann  noch  die  erzwungene 
kommt,  die  der  Schwingung  der  Wellen  folgt.  Wenn  die  Perioden  beider  zeitlich 
zusammenfallen,  so  kann  das  Rollen  des  Schiffes  sehr  stark  werden.  White  er- 
wähnt in  seinem  Manwü  of  Naval  Arckitecture  mehrere  interessante  Beispiele 
dafür.  Nachdem  er  darauf  hingewiesen,  dass  ein  fast  unmerklicher  Wogengang 
gewisse  Schiffe  in  starkes  Bollen  bringt,  berichtet  er  vom  Achilles,  einem  Schiff,  das 
in  dem  Rufe  eines  besonders  ruhigen  Ganges  stand  und  welches  bei  seiner  Abfahrt 
Ton  Portland  in  fast  vollständiger  Windstille  stärker  rollte,  als  an  der  Küste  von 
Irland  bei  sehr  schwerem  Wetter.  Auch  bei  dem  Kreuzen  der  combinirten  eng- 
lischen Geschwader  im  Jahre  1871  zeigte  sich,  dass  der  Monarch,  der  im  Sturm 
die  meisten  anwesenden  Schiffe  an  ruhigem  Gang  weit  übertraf,  bei  einer  Ge- 
legenheit (möglicher  Weise  in  Folge  der  nahen  Uebereinstimmung  der  natürlichen 
Periode  der  Schiffes  mit  der  der  Wellen)  in  langen  Wellen  stärker  rollte,  als  die 
wegen  ihres  Rollens  im  schlimmsten  Rufe  stehenden  Schiffe.  In  einer  späteren 
Abhandlung,  die  er  yor  der  Institution  of  Naval  Architects,  1894  yorlas,  führte 
White  aus,  wie  die  Perioden  der  Wellen  in  einigen  ähnlichen  Fällen  gemessen 
wurden  und  dass  sie  mit  denen  der  Schiffe  übereinstimmten. 

Beisp.  Eine  Reihe  von  Wellen  geht  über  das  Meer,  deren  Rücken  senkrecht 
zur  JB-Aze  sind  und  bedeutenden  Abstand  Ton  einander  haben.  Die  Höhe  des 
Wassers  für  irgend  einen  Punkt  x  zu  irgend  einer  Zeit  i  sei  durch  s=^HcoBn{ct — x) 
gegeben.  Die  Wirkung  des  Flüssigkeitsdruckes  auf  ein  schwimmendes  Schiff,  das 
seine  Breitseite  den  Wogen  zukehrt,  werde  durch  ein  Paar  dargestellt,  das  dem 
Winkel  z.  B.  k(6  —  9)  proportional  ist,  den  der  Mast  mit  der  Normalen  zur 
Welle  macht,  wobei  6,  9  die  Winkel  sind,  die  der  Mast  und  die  Normale  mit  der 
Yerticalen  bilden.    Man  beweise,  dass  die  Schwingungen  des  Schiffes  durch 

p^nH 

d  =  X  sin  (jpt  -f  y)  +    ,^  ^,^,  sin  «  (c*  —  x) 

bestimmt  werden,  worin  k*/p  das  Trägheitsmoment  des  Schiffes  und  X,  y  zwei 
Integrationsconstante  bedeuten. 

Man  zeige,  dass  2n/p  die  Schwingungsperiode  des  Schiffes  in  stillem  Wasser 
ist,  und  dass,  wenn  diese  Periode  viel  kürzer  als  die  der  Wellen  ist,  die  Masten 
stets  fast  senkrecht  auf  der  Welle  stehen;  wenn  sie  dagegen  viel  länger  ist,  dass 
dann  das  Verdeck  fast  horizontal  bleibt  (siehe  auch  §  846).  Man  beweise  auch, 
dass  man,  wenn  die  Periode  des  Schiffes  derjenigen  der  Welle  auf  unbequeme  Art 
nahe  kommt,  dem  Uebelstand  abhelfen  kann,  indem  man  die  Geschwindigkeit  oder 
die  Bewegungsrichtung  des  Schiffes  ändert. 

§  842.  Ein  anderes  Beispiel  zu  diesem  Princip  liefern  Capitain  Kater 's  Ex- 
perimente zur  Bestimmung  der  Länge  des  Secundenpendels.  Es  war  wichtig,  fest- 
zustellen, ob  der  Stützpunkt  seines  Pendels  vollkommen  fest  läge.  Er  benutzte  dazu 
ein  empfindliches  und  einfaches  Instrument,  das  ein  Uhrmacher  Hardy  erfunden 
hatte  und  welches  die  geringste  Bewegung  der  Stütze  sofort  verrathen  hätte. 
Es  besteht  aus  einem  Stahldraht,  dessen  unterer  Theil  in  das  Messingstück, 
welches  ihn  trägt,  eingefügt  und  so  plattgeschlagen  ist,  dass  er  eine  empfindliche 
Feder  bildet.  Auf  dem  Draht  kann  man  ein  kleines  Getwicht  gleiten  lassen,  mit 
dessen  Hülfe  man  ihn  in  derselben  Zeit  eine  Schwingung  machen  lassen  kann,  wie 
das  Pendel,  zu  dessen  Untersuchung  er  dienen  soll.  Ist  das  Gewicht  auf  diese  Art 
eingestellt,  so  wird  er  auf  das  Material  gesetzt,  an  dem  das  Pendel  befestigt  ist. 
Liegt  das  Material  nicht  vollkommen  fest,  so  wird  die  Bewegung  dem  Draht 
miigetheilt,  der  das  Pendel  dann  bei  seinen  Schwingungen  begleitet.  Diese 
geistreiche  Erfindung  war  ihrem  Zweck  durchaus  angemessen  und  lieferte  den 
ausreichenden  Beweis  für  die  Stabilität  des  Aufhängungspunktes.  Siehe  Phil. 
Trans,  1818, 
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§  348.  In  §  ^838  wurde  gezeigt,  dass  eine  störende  Kraft  eine  grosse 
Schwingung  in  x  henrorrofen  kann,  wenn  der  Nenner  J(fi)  in  seiner  Periode  klein 
ist.  Der  Operator  J(^,  der  in  dem  Z&hler  auftritt,  kann  dies  aber  ändern.  Ist 
z.  B.  das  Resultat  der  Operation  mit  der  Ünterdeterminante  Hß)  NuU,  so  rer- 
schwindet  die  erzwungene  Schwingong. 

Diese  Ünterdeterminanten  sind  nun  gerade  die  Operatoren,  die  zur  Ermitt- 
lung der  freien  Schwingungen  gebraucht  werden.    In  §  262  haben  wir  z.  B. 

x^I{9)  [Typus]. 

Wenn  also  irgend  eine  der  freien  Schwingungen  in  einer  der  Goordinaten 
fehlt,  wobei  sie  jedoch  in  den  andern  yorhanden  sein  kann,  so  bringt  eine 
störende  Kraft  yon  nahezu  derselben  Periode  keine  grosse  erzwungene  Schwingung 
in  dieser  Coordinate  hervor.  Daraus  folgt,  dass  eine  störende  Kraft  in  irgend  einer 
CoardineOe  nur  dann  eine  grosse  erzwungene  Schwingung  erzeugen  kann,  wenn  in 
dieser  Coordinate  eine  freie  Schwingung  von  nahezu  derselben  Periode  stattfindet, 
welche  nahezu  dieselbe  reelle  ExponentialgrÖsse  enthält, 

§  344.    Wenn  die  Kraft  nahezu  Fe~^^  sin  (Xt  -f  a)  gleich  ist,  so  kann  es 

Torkommen,  dass  a  Wurzeln  der  Determinante  ä{^  gleich  — %  -f-  X\ —  1  sind, 
w&hrend  der  Minor  J(^)  keine  solchen  Wurzeln  besitzt.  Vergleicht  man  die  Ans- 
drflcke  für  die  erzwungenen  Schwingungen  in  den  Goordinaten  x^  y^  etc.  in  §  326, 
so  erkennt  man,  dass  in  diesem  Fall  die  erzwungene  Schwingung  «-mal  dorch 
eine  kleine  Grösse  dividirt  wird.  Man  sagt  daher,  sie  werde  cr-mal  yergrössert. 
Wenn  aber  ß  solche  Wurzeln  in  dem  Minor  I(ß)  vorkommen,  so  wird  die  er- 
zwungene Schwingung  (a  —  ^mal  vergrössert.  Aus  §  272  ist  ersichtlich,  dass 
alsdann  die  Coordinate  x  in  den  Coefficienten  ihrer  freien  Schwingung  Potenzen 
von  t  aufwärts  bis  zur  (a  —  ß — l)-ten  hat.  Wir  schliessen  daraus,  dass  die  er- 
zwungene  Schwingung  in  irgend  einer  Coordinate  einmal  mehr  vergrössert  wird,  als 
die  höchste  Potenz  von  t  beträgt,  welche  in  dieser  Coordinate  in  Verbindung  mit  den 
freien  Schwingungen  von  nahezu  derselben  Periode  vorkommt 

§  346.  Wir  wollen  als  Beispiel  einen  Planeten  betrachten,  der  einen  Kreis 
um  die  Sonne  beschreibe,  welche  in  dem  Mittelpunkt  des  Ejreises  festliegen 
möge.  Der  Badiusvector  r  ist  dann  einer  Constanten  gleich  und  die  Länge 
0  =  nt  -|-  €•  Wenn  der  Planet  leicht  gestört  wird  und  nur  die  Anziehung  der 
Sonne  auf  ihn  wirkt,  so  beschreibt  er  eine  Ellipse  von  kleiner  Excentricität  e. 
Die  darauf  folgenden  Aenderungen  im  Badiusvector  und  der  Länge  sind  klein  und 
können  durch  die  Grössen,  die  wir  x  und  y  genannt  haben,  dargestellt  werden. 
Aus  der  Lehre  von  der  elliptischen  Bewegung  wissen  wir,  dass  nahezu 

X  ^^  a  —  ae  cos  {nt  -f  a), 
y  =s  6t  +  c  -f  2«  sin(n*  -f-  a) 

ist,  worin  a,  &,  c  kleine  Grössen  sind  und  ^n/n  die  Periode  des  Planeten  bedeutet. 
Sie  sind  selbstverständlich  die  freien  Schwingungen.  Vergleicht  man  sie  mit  dem 
Typus  sin  (It  -j-  a),  so  sieht  man,  dass  zwei  freie  Schwingungen  in  x  vorkommen^ 
nämlich  X  =»  n  und  1  »»  0.  In  dem  Ausdruck  für  y  gibt  es  dagegen  drei  freie 
Schwingungen,  nämlich  X^^n  und  zwei  gleiche  Werthe  von  X,  von  denen  jeder 
Null  ist.  Diese  gleichen  Werthe  führen  die  Glieder  mit  Potenzen  von  t  ein,  wie 
in  §  266  erklärt  wurde. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  irgend  eine  kleine  permanente  periodische  Kraft 
eine  vergrösserte  Störung  sowohl  im  Badiusvector  als  der  Länge  des  Planeten  hervor- 
bringt, wenn  ihre  Periode  der  des  Planeten  nahezu  gleich  oder  sehr  lang  ist.  Da 
es  zwei  gleiche  freie  Perioden  in  der  Länge  gibt^  deren  Typus  X^^O  ist,  und  nur 
eine  in  dem  Badiusvector,  so  werden  diese  kleinen  störenden  Kräfte,  deren  Perioden 
sehr  lang  sind,  zweimal  in  ihren  Wirkungen  auf  die  Länge  und  einmal  in  dem 


Die  Verminderung  der  Wirkung  etOrender  Kräfte  (§  848—349).  255 

Badiusveetar  vergrössert.  Wenn  daher  irgend  solche  Kräfte,  wie  diese,  an  dem  Planeten 
angreifen,  so  mnss  man  ihre  Wirkung  untersuchen.  Kleine  störende  Kräfte,  deren 
Grösse  unter  dem  Normalmass  deijenigen  kleinen  Grössen  bleibt,  die  noch  bei- 
behalten werden,  können  nur  dann  ausser  Acht  bleiben,  wenn  ihre  Perioden  Ton 
den  soeben  angegebenen  yerschieden  sind. 

Diese  Regeln  helfen  uns,  in  der  Theorie  des  Mondes  und  der  Planeten  die 
Werthe  der  störenden  Kräfte  abzuschätzen.  Sie  setzen  uns  in  den  Stand,  aus  der 
grossen  Menge  kleiner  Kräfte  die  auszuscheiden,  die  merkbare  Wirkungen  auf 
die  Bewegung  der  Planeten  hervorbringen  können;  siehe  §  387. 

§346.  DieVermindernngderWirkungstSrender  Kräfte.  Wir  wollen 
den  Ausdruck  in  §  326  für  die  erzwungene  Schwingung^  welche  die 
Folge  einer  continuirlichen  störenden  Kraft  ist^  wieder  aufnehmen. 
Wir  bemerken  vor  Allem,  dass  der  Nenner  des  Goefficienten  höhere 
Potenzen  von  X  enthält,  als  der  Zahler.  Um  sich  davon  zu  überzeugen, 
beachte  man  nur,  dass  die  Determinante  der  Bewegung  ^{S)  zwei 
Potenzen  Ton  d  mehr  hat,  als  irgend  einer  ihrer  Minoren.  Es  ergibt 
sich  daher,  dass  in  der  Qrenze,  wenn  X  sehr  gross  ist,  d.  h.  wenn  die 
Periode  der  störenden  Kraft  viel  Meiner  ist  als  die  irgend  einer  freien 
Schwingwng,  die  erzeugte  eretoungene  Schtüingvng  im  Allgemeinen  un- 
'bedeutend  isL 

§  347.  Wir  bemerken  weiter,  dass,  wenn  der  Typus  einer  conti- 
nuirlichen  störenden  Kraft  f{t)^  welche  direct  auf  die  Coordinate  x 
wirkt,  derart  ist,  dass  er  der  Differentialgleichung  I^  (Ö)  f(t)  =  0  genügt, 
die  erzwungene  Schwingung  in  der  Coordinate  x  gänzlich  yerschwindet. 
I^  (d)  =  0  ist  nun  die  Determinantengleichung,  deren  Wurzeln  die 
freie  Schwingung  ergeben,  wenn  die  Coordinate  x  gezwungen  wird. 
Null  zu  sein.  Es  ergibt  sich  daher,  dass,  wenn  der  Typus  einer  störenden 
Kraft y  wdche  direct  auf  irgend  eine  Coordinate  x  wirkt,  naheeu  derselbe 
ist,  wie  irgend  eine  der  Arten  freier  Schwingung,  falls  x  genöihigt  wird, 
NuU  0u  sein,  die  erzwwngene  Schwingung  in  x  sdvr  klein  ist    Siehe  §  343. 

§  848.  Beisp.  An  einem  gespannten  Faden,  dessen  Enden  A  und  B  fest- 
liegen, greift  in  einem  Punkt  C  eine  seitliche  permanente  stOrende  Kraft  an. 
Wenn  die  Periode  der  Kraft  einer  der  Perioden  eines  mit  derselben  Spannung  aus- 
gestreckten Fadens  gleich  ist,  der  aber  entweder  die  Länge  ÄC  oder  CB  hat,  zu 
zeigen,  dass  die  erzwungene  Schwingung  den  Punkt  C  nicht  stört.  Wenn  die 
F&den  AC,  CB  keine  freie  Periode  gemeinschaftlich  haben,  zu  zeigen,  dass  der 
eine  Faden  durch  die  erzwungene  Schwingung  nicht  bewegt  wird. 

Man  kann  dies  auch  aus  elementaren  Betrachtungen  ableiten.  Man  halte 
den  Faden  bei  C  fest  und  setze  den  Theil  AC  in  Bewegung,  während  CB 
in  Ruhe  bleibt.  Die  Componente  des  Drucks  bei  C  senkrecht  zum  Faden  stellt 
eine  permanente  stOrende  Kraft  dar,  deren  Periode  deijenigen  einer  der  freien 
Schwingungen  von  AC  gleich  ist.  Ersetzt  man  den  Druck  durch  die  störende 
Kraft,  so  ist  .^C  in  Schwingung  und  CB  in  Ruhe. 

§  349.     Die  Vermindenuig  der  Wirkung  der  Momentankrälte. 

Während  sich  ein  Maschinensystem  in  einem  Zustand  stationärer  stabiler 
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Bewegung  befindet,  kann  es  plötzlichen  Stössen  ausgesetzt  sein,  deren 
Wirkung  man  möglichst  zu  yermindem  suchen  muss.  Wir  wollen  in 
Kürze  die  Mittel  besprechen,  die  uns  zu  diesem  Zweck  zur  YerfQgung 
stehen. 

Wenn  der  Stoss  seine  Arbeit  yerrichtet  und  aufgehört  hat  zu 
wirken,  so  ist  das  System  aus  seinem  normalen  Bewegungszustand  yer- 
schoben.  Es  beginnt  alsdann  um  diesen  Zustand  zu  schwingen.  Eine 
Wirkung  des  Stosses  besteht  also  darin,  dass  er  ein  neues  System 
freier  Schwingungen  einführt.  Wenn  Widerstandskräfte  vorhanden  sind, 
so  fangen  diese  freien  Schwingungen  an  allmählich  aufzuhören  und 
das  System  sucht  einen  Zustand  stationärer  Bewegung  anzunehmen. 
Eine  Methode,  die  Wirkungen  störender  Momentankräfte  m  corrigiren, 
besteht  also  darin,  dass  man  die  Widerstandskräfte  vergrössert. 

Die  Widerstände,  welche  man  zu  diesem  Zweck  absichtlich  auf 
den  Ghmg  der  Maschine  wirken  lässt,  sollten  richtig  angeordnet  werden. 
Sie  dürfen  die  stationäre  Bewegung  nicht  stören  und  ihre  Wirkung 
muss  erst  beginnen,  wenn  die  Maschine  von  ihrem  normalen  Gang  ab- 
weicht. Ein  Beispiel  dazu  wurde  in  §  105  bei  der  Besprechung  des 
Regulators  gegeben. 

§  350.  Die  thatsächliche  Wirkung  eines  Stosses  X  auf  irgend  eine  Coordi- 
nate,  wie  z.  B.  x,  l&49st  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  in  §  118  ableiten.  Ist  jJ 
die  Determinante  der  quadratischen  Form^,  wobei  ^A^^A^^x*-^  2A^^xy  4~  *  *  * 
und  Jjj  der  Minor  des  Elements  A^^  ist,  so  haben  wir 

dx,  —  dx^^(I^JJ)X. 

Wenn  es  daher  darauf  ankommt,  die  Wirkung  der  Momentankraft  X  zu 
vermindern,  so  kann  man  eine  neue  Vorrichtung  an  der  Maschine  anbringen  oder 
ihre  Theile  derart  anders  anordnen,  dass  die  Determinante  d  im  Vergleich  mit 
I  so  viel  als  möglich  yergrössert  wird. 

Ist  die  Function  A  positiv  und  definit,  so  ist  ihre  Determinante  J  positiv. 
Man  kann  dann,  wie  im  nächsten  Paragraphen  geschieht^  zeigen,  dass  das  Verhältniss 
von  j^j  zu  ^  im  Allgemeinen  durch  Addition  des  Quadrates  einer  linearen  Function 
von  XD,  y,  etc.  zu  der  Function  A  verringert  wird.  Nun  ist  aber  die  quadratische 
Function  A  mit  accentuirten  Coordinaten  ein  Theil  des  Ausdrucks  für  die  lebendige 
Eraft  in  §  111  und  stets  eine  positive  Function.  Wenn  daher  irgend  eine  Ad- 
dition zu  der  lebendigen  Kraft  gemacht  wird,  so  ist  die  entsprechende  Addition 
zu  dieser  Function  ebenfalls  positiv  und  kann  als  die  Summe  einer  Anzahl 
Quadrate  linearer  Functionen  ausgedrückt  werden.  Im  Allgemeinen  lassen  sich 
daher  die  directen  Wirkungen  van  Stössen  auf  ein  System  dadurch  schwächen,  dass 
man  seine  lebendige  Kraft  vergrössert. 

Man  erreicht  dies  in  der  Begel  dadurch,  dass  man  ein  Sckioungrad  an  der 
Maschine  anbringt.  Die  lebendige  Kraft  rotirender  Körper  ist  Mk^m\  worin  Mk* 
das  Trägheitsmoment  des  Körpers  für  die  Axe  und  co  die  Winkelgeschvnndigkeit 
bedeutet.  Der  Vortheil  bei  der  Benutzung  eines  Bades  besteht  darin,  dass  man 
bei  einer  gegebenen  Quantität  von  Zusatzmaterie  die  additiven  Glieder  durch 
VergröBserung  des  Trägheitsradius  beliebig  vergrössem  kann. 

§  361.  Beisp.  1.  Wenn  die  Coordinaten  so  gewählt  werden,  dass  der  Factor 
zweiten  Grades,  der  zu  dem  quadratischen  Ausdruck  für  2^  hinzugefügt  wird,  die 


Das  Interyall  zwischen  Ursache  und  Wirkung  (349--d6d).  257 

Form  (ly*  hat,  unter  y  irgend  eine  Ton  x  verschiedene  Coordinate  verstanden,  zu 
zeigen,  dass  aus  In/J  das  Verhaltniss  (/n  +  fi-^jVC-^  +  ^J,,)  wird,  worin 
z/,  die  zweite  ünterdeterminante  ist,  die  man  durch  Weglassen  der  beiden  ersten 
Horizontal-  und  Yerticalreihen  erhält,  und  worin  der  Index  eines  jeden  J,  wie  ge- 
wöhnlich, das  Element  angibt,  dessen  Unterdeterminante  /  ist.  Man  zeige  auch, 
dass  das  zweite  Yerhältniss  um  Ii^^(i/J{J-^nJ^^)  kleiner  als  das  erste  ist. 
Femer,  dass  diese  Differenz  positiv  oder  NM  ist  %md  einen  endlichen  Grenzwerth 
hcU,  wenn  ft  tmendlich  gross  wird. 

Beisp.  2.  Wenn  der  Factor  zweiten  Grades,  der  zu  dem  quadratischen  Aus- 
druck für  2  J.  hinzugefügt  wird,  it{ax  -\-  by  -\-  ce  -{-  •  •  •)*  ist,  zu  zeigen,  dass  die 
directe  Wirkung  einer  durch  X  dargestellten  Momentankraft  auf  die  Coordinate 
X  durch  diese  Addition  zu  der  Trägheit  nicht  geändert  wird,  wenn 

a*I,,*+  iabl,,l,,  +  6'J,,«  + 0 

ist. 

§  352.  Das  Intervall,  nach  welchem  die  Phase  der  Wirkung  anf 
dieselbe  Phase  der  Ursache  folgt.  Wenn  irgend  eine  störende  Erafk 
abwechselnd  die  Abweichung  des  Systems  yon  seiner  ungestörten  Lage 
zu  yermehren  und  zu  Termindem  sucht^  so  ist  es  nicht  noihwendiger 
Weise  richtig^  dass  diese  Abweichimg  thatscuMicJi  zunimmt,  wenn  die 
Kraft  eine  Vermehnmg  anstrebt,  oder  abnimmt,  wenn  sie  auf  eine  Ver- 
minderung ausgeht  um  sich  davon  zu  überzeugen,  bemerke  man,  dass 
nach  §  326  die  erzwungene  Schwingung,  die  durch  die  störende  Kraft 
Per**  sin  (A^  +  ^)  hervorgerufen  wird, 

Pc-*'{isin(A^  +  «)+  Jf  cos(A^  +  a)}  = 

=  PyL^  +  W  6-*'  sin(A^  +  a  +  arc  tg  M/L) 
ist 

Bei  dieser  Transformation  muss  offenbar,  wenn  die  Quadratwurzel 
in  dem  GoefGicienten  als  positiv  angesehen  wird,  der  zu  der  Phase 
addirte  Winkel  derart  sein,  dass  sein  Sinus  dasselbe  Vorzeichen  wie  Jtf, 
sein  Cosinus  dasselbe  wie  L  hat.  Die  Folge  ist,  dass  alle  möglichen 
Werthe  der  Aenderung  der  Phase  um  Vielfache  von  2ä  differiren. 

Wenn  man  den  Ausdruck  für  die  erwungene  Schwingung  mit  dem 
für  die  störende  Kraft  vergleicht,  so  sieht  man,  dass  ihre  Maxima  nicht 
gleichzeitig  eintreten.  Das  Maximum  der  Schwingung  kommt  später 
als  das  der  Kraft,  und  das  Intervall  beträgt  —  (1/A)  arc  tg  (M/L). 
Ebenso  folgt  jede  Phase  der  Schwingung  oMf  die  entsprechende  Phase  der 
Kraß  nach  demselben  IntervaM. 

Die  Aenderung  der  Phase  in  irgend  einer  Coordinate  hängt  auf 
solche  Art  von  den  Werthen  von  L  imd  M  für  diese  Coordinate  ab. 
Sie  lassen  sich  auf  die  in  §  327  angegebene  Art  leicht  ermitteln;  dort 

wurde   gezeigt,   dass   man   L  +  My —  1    erhält,   wenn   man  in  dem 

Operator  I{d)/^{d)   für   diese  Coordinate   *  =  —  x  +  A)/-^^^  setzt 

§  368.   Wenn  die  störende  Kraft  permanent  ist,  d.  h.  die  Form  Psin  {Xt-\-a) 
hat,  und  wenn  die  Widerstandskräfte  yemachlässigt  werden,  so  enthält  die  Deter- 
minante /i{ß)  nur  grade  Potenzen  yon  9.    Wir  schliessen  daher  aus  §  326,  dass, 
Bovtb,  Dyruunik.  n.  17 
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wenn  die  ünterdeterminante  I(d)  auch  nur  grade  Potenzen  von  d  entihaU,  die  Phase 
der  erzwungenen  Schwingung  dieselbe  wie  die  der  Kraft  oder  um  tc  grösser  ist, 
EntMU  die   ünterdeterminante  I(d)  nw  wngrade  Potenzen,  so  ist  die  Phase  der 

Schwingimg  «t»  i  y «  grösser  als  die  der  Kraft. 

Betrachtet  man  die  directe  Wirkung  einer  Kraft  auf  eine  Ooordinate,  so  ent- 
halt der  Minor  I{d)  ebenso  wie  die  Determinante  /J(9)  nur  grade  Potenzen  von  9, 
Wenn  die  centrifugalen  Kräfte  fehlen,  wie  es  z.  B.  der  Fall  ist^  wenn  das  System 
um  eine  Gleichgewichtslage  schwingt,  so  gibt  es  in  jedem  Minor  nur  grade  Potenzen 
von  d.  In  diesen  Fällen  ist  die  erzwungene  Schwingung  einfach  ein  positives  oder 
negatives  Vielfache  der  störenden  Kraft  ohne  weitere  Äenderung  der  Phase. 

§  354.  Beisp.  Ein  Massenpunkt  beschreibt  eine  nahezu  kreisförmige  Bahn 
um  das  Centrum  einer  Kraft,  die  ihn  nach  dem  Newto naschen  Gesetz  anzieht, 
und  eine  permanente  störende  Kraft  wirkt  längs  des  Radiusvectors  auf  ihn  ein. 
Man  zeige,  dass  der  Massenpunkt  sich  in  jedem  Augenblick  innerhalb  der  mitt- 
leren kreisförmigen  Bahn  befindet,  wenn  die  Kraft  nach  aussen,  und  ausserhalb, 
wenn  sie  nach  innen  wirkt,  vorausgesetzt,  dass  die  Periode  der  Kraft  kleiner  ist, 
als  die  des  Massenpimktes  auf  seiner  ungestörten  Bahn  um  das  Centrum  der  Kraft, 
umgekehrt  dagegen  verhält  es  sich,  wenn  die  Periode  der  störenden  Kraft  grösser 
ist,  als  die  des  Massenpunktes.  Würde  eine  ähnliche  Unterscheidung  der  Fälle 
eintreten,  wenn  die  Centralkraft  umgekehrt  wie  eine  Potenz  des  Abstandes  an- 
zöge, die  grösser  als  3  ist?    Siehe  §  329. 


Zweite  Annähernngen. 

§  355.  Bei  dem  Versuch;  die  Schwingungen  eines  dynamischen  Systems 
zu  ermitteln^  gehen  wir  im  Allgemeinen  mit  fortgesetzten  Annähenmgen 
vor.  Zuerst  yernachlässigen  wir  alle  Quadrate  der  kleinen  Grössen 
und  erhalten  so  ein  System  linearer  Differentialgleichungen.  Wir  losen 
diese  auf^  setzen  die  B^esultate  in  die  Glieder  zweiter  Ordnung  ein  und 
behandeln  diese  Functionen  von  t  als  störende  Kräfte.  Alsdann  werden 
die  ihnen  entsprechenden  erzwungenen  Schwingungen  gesucht.  Die 
Operation  wird  dann  als  dritte  Annäherung  wiederholt  u.  s.  w. 

Wie  man  sich  aus  §  337  erinnert,  bringt,  wenn  die  Widerstands- 
kräfte klein  sind,  eine  permanente  störende  Kraft,  deren  Periode  der 
irgend  einer  der  freien  Schwingungen  nahezu  gleich  ist,  eine  vergrösserte 
erzwungene  Schwingung  hervor.  Daraus  folgt,  dass  eine  kleine  Kraft 
von  der  richtigen  Periode,  die  in  den  Differentialgleichungen  nur  auf- 
treten würde,  wenn  Glieder,  sagen  wir,  der  dritten  Ordnung  eingeschlossen 
würden,  Schwingungen  in  den  Goordinaten  verursachen  kann,  die  von 
der  zweiten  oder  ersten  Ordnung  sind. 

Wenn  wir  daher  unsere  Bestdtate  bis  auf  irgend  eine  gegebene  Ordnung 
genau  haben  wollen,  so  müssen  mr  diejenigen  periodischen  Glieder  höherer 
Ordnung  in  den  Differentialgleidmngen  mr  PrOfwng  beibehalten,  deren 
Perioden  irgend  einer  der  freien  Schwingungen  nahezu  gleich  sind. 

Man  sieht  auch  ein,  wie  wichtig  es  ist,  mit  grösseren  Annäherungen 
vorzugehen.   Jene  kleinen  Glieder,  die  so  grosse  erzwungene  Schwingungen 
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hervorbringen,  erscheinen  vielleicht  erst,  wenn  man  die  Glieder  höherer 
Ordnung  untersucht.  Es  könnten  uns  also  wichtige  Schwingungen 
entgehen,  wenn  man  es  bei  der  ersten  Annäherung  bewenden  liesse. 

§  366.  Bei  der  Substitntion  der  ersten  Annäherung  in  die  Glieder  höherer 
Ordnung  kommt  es  zuweilen  vor,  dass  permanente  störende  Kräfte  erscheinen, 
deren  Perioden  genau  die  nämlichen  sind,  wie  die  einiger  der  freien  in  der  ersten 
Annahenmg  eingeschlossenen  Schtcingtmgen.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ändert,  wie 
in  §  328  gezeigt  wurde,  die  erzwungene  Schwingung  ihren  Charakter.  Die  Lösung 
enthält  jetzt  Glieder  mit  Potenzen  von  t  als  Factor.  Diese  Glieder  werden,  da 
sie  nicht  durch  die  richtigen  Ezponentialfactoren  in  Schranken  gehalten  sind 
(§  283),  so  gross,  dass  sich  das  System  weit  von  dem  durch  die  angenäherte 
Lösung  bezeichneten  Zustand  entfernt. 

Das  heisst  dann  freilich  soviel  als,  dass  unsere  erste  Annäherung  der  Wahr- 
heit nicht  nahe  genug  kommt,  um  auch  nur  als  Annäherung  Dienste  leisten  zu 
können.  In  den  meisten  dynamischen  Problemen  werden  die  störenden  Kräfte  als 
Functionen  der  Coordinaten  gegeben  und  alsdann  durch  die  angenäherte  Lösung 
als  Functionen  der  Zeit  ausgedrückt.  Die  Ausdrücke  für  die  Kräfte  selbst  sind 
also  nur  Annäherungen.  £s  kann  daher  yorkommen,  dass,  wenn  man  eine  ge- 
nauere erste  Annäherung  an  die  Bewegung  erhalten  kann,  die  kleinen  Glieder, 
welche  eine  so  grosse  Abweichung  von  der  ersten  Annäherung  anzeigen,  nicht 
auftreten. 

Um  eine  hinreichend  genaue  erste  Annäherung  an  die  Bewegung  zu  finden, 
reicht  es  vielleicht  nicht  hin,  die  Losung  der  Differentialgleichungen  bei  Ver- 
nachlässigung aller  Glieder  höherer  Ordnung  zu  adoptiren.  Wir  müssen  in  diese 
Differentialgleichungen  alle  jene  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung  einsMiessen,  welche 
die  Bewegung  wesentlich  beeinflussen.  Erst  die  Lösung  dieser  modificirten  Gleichungen^ 
wenn  eine  ermittelt  werden  kann,  ist  cds  erste  Annäherung  zu  nehmen. 

Wir  wollen  die  Sache  in  etwas  anderer  Form  wiederholen.  Die  erste  An- 
näherung umfasst  alle  grössten  Glieder  in  den  Ausdrücken  für  die  Coordinaten 
und  kann  im  Allgemeinen  als  Darstellung  der  sichtbaren  Bewegung  des  Systems 
adoptirt  werden.  Eine  störende  Kraft  nun,  wie  die  eben  beschriebene,  welche  an 
dem  System  angreift,  ändert  die  sichtbare  Bewegung  beträchtlich  und  umgekehrt 
wird  üire  eigene  Periode  durch  die  Aenderung  der  Bewegung  modificirt.  Das 
System  nimmt  daher  einen  neuen  Zustand  stationärer  Bewegung  mit  Schwingungen 
um  diese  stationäre  Bewegung  an.  Wir  werden  dadurch  genöthigt,  die  frühere  erste 
Annäherung  zu  yerlassen  und  eine  solche  zu  benutzen,  die  als  permanente  Dar- 
stellung der  neuen  sichtbaren  Bewegung  dienen  kann. 

Untersucht  man  eine  solche  neue  erste  Annäherung  näher,  wie  in  den  fol- 
genden Beispielen,  so  findet  man  oft,  dass  sie  denselben  allgemeinen  Charakter 
wie  die  frühere  hat  und  sich  nur  dadurch  wesentlich  von  ihr  unterscheidet,  dass 
die  freie  Schwingung,  deren  Periode  die  nämliche  war  wie  die  der  Kraft,  modifi- 
cirt  wurde.  Wir  schliessen  daraus,  dass  eine  kleine  störende  Kraft,  wenn  sie  gänz- 
lich oder  zum  TheÜ  eine  Function  der  Coordinaten  ist  und  dieselbe  Periode  wie 
eine  freie  Schwingung  des  Systems  hat,  die  Wirkung  haben  kann,  diesen  Typus 
freier  Schwingung  aus  dem  System  zu  entfernen  und  ihn  durch  einen  andern  Typus 
von  verschiedener  Periode  zu  ersetzen. 

§  357.  Ehe  wir  zu  der  allgemeinen  Theorie  übergehen,  wollen  wir  die  Art 
des  Verfahrens  an  einem  einfachen  Beispiel  erläutern. 

Ein  Massenpunkt  schwingt  in  einer  graden  Linie  um  ein  Kraftcentrum,  dessen 
Anziehung  in  dem  Abstand  x  durch  p*x  -f-  ß^'  dargestellt  wird.  Man  finde  die 
Datier  einer  kleinen  Schwingung. 

17* 
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Die  BewegungBgleichüng  ist  offenbar 

d^x/dt^  +  p^Ä  =  —  (Ja:» (1). 

Bei  der  ersten  Annäherung  vernachlässigen  wir  das  Glied  auf  der  rechten  Seite^ 
weil  es  yon  der  dritten  Ordnung  kleiner  GrOssen  ist.    Man  findet  dann 

ar  =  Jf  sin  (!>*  +  a) (2). 

Um  eine  zweite  Annäherung  zu  erhalten,  substituiren  wir  diesen  Ausdruck 
in  das  vorher  yemachlässigte  Glied.    Man  hat 

d»a;/dt«-f  p«a:  =  —  Y/'^M^sinCpe  +  a)  — 8in3(p<  +  o)}.     .    (3). 

Das  erste  trigonometrische  Glied  auf  der  rechten  Seite  hat  dieselbe  Periode, 
wie  die  Schwingung,  welche  die  erste  Annäherung  darstellt  und  modificirt  daher 
diese  Annäherung  (§  356).  Um  seine  Wirkimgen  einzuschliessen,  muss  Gleichung 
(2)  geändert  werden.  Diese  geänderte  Lösung  muss  bei  ihrer  Substitution  in  die 
Differentialgleichung  die  linke  Seite  nicht  gleich  Null  wie  zuvor,  sondern  einer 
sehr  kleinen  Grösse,  nämlich  der  kleinen  störenden  Kraft,  gleich  machen.  Als  ver- 
suchsweise Lösung  wollen  wir  daher  dieselbe  allgemeine  Form  beibehalten.  Die 
Buchstaben  M  und  a  dienen,  da  sie  unbestimmt  sind,  noch  weiter  als  allgemeine 
Symbole;  nur  wollen  wir  p  durch  p  -|-  ft  ersetzen,  worin  /it  eine  kleine  Grösse  be- 
deutet, die  durch  die  störende  Kraft  zu  bestimmen  ist.  Wir  geben  daher  der 
ersten  Annäherung  die  Form 

Ä  =  3f  sin{(|)  + f*)« -)- a) (4). 

Geht  man  nun  zur  zweiten  Annäherung  über,  so  hat  man 

d^x/dt^  -f  p^x  =  —  j/JüPsin  {Cp  +  ^)*  +  «}  • 

Ist  die  Gorrection  erfolgreich  gewesen,  so  muss  dieser  Gleichung  durch  unsere 
verbesserte  erste  Annäherung  genügt  werden.  Substituirt  man,  so  ergibt  sich, 
dass  dies  der  Fall  ist,  wenn 

J|f{_(p-|_^)«4-p«}«_l/jj|f8,    also  nahezu    |*  =  -^^3f« 

ist. 

Die  Schwingungen  des  Massenpunktes  um  das  Kräftecentrum  werden  daher 
sehr  nahekommend  durch  Gleichung  (4)  dargestellt.  Die  Wirkung  der  störenden 
Kraft  —  ßx*  besteht  dcmn,  dass  sie  die  Schtoinffungsdauer  um  eine  Grösse  verkürzt, 
die  von  dem  Quadrat  des  Bogens  abhängt, 

§  S68.  Wäre  die  Anziehungskraft  statt  der  oben  gegebenen  p*X'\-ß{dx/dty 
gewesen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  dieses  Verfahren  uns  im  Stich  gelassen  hätte. 

Nimmt  man  die  erste  Annäherung  wie  vorher  an  und  substituirt  in  die 
Differentialgleichung,  so  erhält  man 

d^x/dt*  +  p^x  =  —  Y  ßM^  { 8  cos  {pt  -)-  a)  +  cos  8  (pt  +  «) } . 

Wir  wollen,  wie  früher,  das  zweite  trigonometrische  Glied  vernachlässigen  und 
versuchen,  das  erste  in  unsere  erste  Annäherung  einzuschliessen.  Ninunt  man  die 
verbesserte  Form  (4)  an  und  substituirt,  so  würde  man  finden 

^{-(P  +  ^)'+i>M8m{(l)  +  f*)<  +  «)-- |p3f»co8i  (p  +  |*)t-fa). 

Diese  Gleichung  kann  aber  durch  irgend  einen  constanten  Werth  von  f»  nicht  er- 
füllt werden.  Die  Wirku/ng  dieser  störenden  Kraft  besteht  daher  nicht  lediglidi 
darin,  dass  sie  die  Schwingungsdauer  ändert. 
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§  369.    Beisp.    Ein  Massenpunkt  beschreibt  eine  nahezu  kreisförmige  Bahn 

um  ein  Eräftecentrum,  dessen  Anziehung  im  Abstand  r  durch  ii(u*-\-  ßu^)  dar- 
gestellt wird,  worin  u  den  reciproken  Werth  von  r  bedeutet.  Wenn  ß  sehr  klein 
ist,  zu  zeigen,  dass  die  Bahn  nahezu  durch 

t*  =  « { 1  +  «  cos  (cö  —  a) } 
gegeben  ist,  worin 

ccl—i(Ja'—>(n— 2){l  +  -i-(n-8){n  — 4)c«-fetc.} 

ist,  Yorausgesetzt,  dass  das  Quadrat  von  ß  vemachlässigt  werden  kann.  Dieses 
Beispiel  ist  die  Modification  eines  Falles,  der  in  der  Theorie  des  Mondes  vor- 
kommt. 

§  360.  Allgemeine  Theorie.  Nachdem  wir  die  Art,  wie  die  Glieder  höherer 
Ordnung  zu  behandeln  sind,  an  yerschiedenen  Beispielen  erl&utert  haben,  wollen 
wir  jetzt  den  Gegenstand  allgemeiner  betrachten.  Unsere  Aufgabe  besteht  darin, 
die  erste  angenäherte  Lösung  so  zu  modificvren,  dass  sie  die  Wirkungen  kleiner 
Kräfte,  deren  Perioden  dieselben  wie  die  der  freien  Schtoingungen  sind,  wenn  dies 
Überhaupt  möglich  ist,  in  sich  einschliesst  (§  866).  Das  allgemeine  Resultat,  zu  dem 
wir  kommen,  wird  in  der  üebersicht  am  Ende  der  Untersuchimg  gegeben. 

Wir  nehmen  an,  die  linken  Seiten  der  Differentialgleichungen  enthielten 
alle  ersten  Potenzen  der  kleinen  Coordinaten  x,  y,  z,  etc.  Sie  erhalten  daher  die 
Gestalt,  die  ihnen  in  §  324  oder  allgemeiner  in  §  262  'gegeben  wurde.  Die 
störenden  Kräfte  werden  auf  die  rechten  Seiten  gebracht  und  enthalten  Potenzen 
und  Producte  der  Coordinaten  x,  y,  etc.  und  ihrer  Differentialquotienten,  die  höher 
als  die  erste  Potenz  sind.  Diese  sämmtlichen  störenden  Kräfte  wurden  daher, 
yemachlässigt  werden,  wenn  man  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  berücksichtigen 
wollte.  Wir  nehmen  auch  an,  diese  störenden  Kräfte  seien  nicht  explicite 
Functionen  der  Zeit.  Ist  diese  letzte  Bedingung  nicht  erfallt,  so  muss  die  fol- 
gende Entwicklung  etwas  modificirt  werden. 

§  361.  Um  die  Symbole  einfacher  zu  gestalten,  wollen  wir  die  Exponential- 
werthe  der  Sinusse  und  Cosinusse  nehmen.  Die  erste  Annähenmg,  die  man  erhält, 
wenn  alle  Glieder,  die  über  die  erste  Ordnung  hinausgehen,  in  der  Differential- 
gleichung yemachlässigt  werden,  sei 

Ä  =  3f,c'^'+3f,e'^'  +  .-.,    y  — iVic'"^'  +  JV,c'^'+-..,  etc.  =  etc.  .    (1), 

worin  m^,  fi^,  etc.  die  reellen  oder  imaginären  Wurzeln  der  Determinante  J{d) 
sind  (§  262).  Um  eine  zweite  Aimäherung  zu  erhalten,  substituiren  wir  diese 
Werthe  Yon  x,  y,  etc.  in  die  verschiedenen  kleinen  Glieder,  die  zuvor  vernach- 
lässigt worden  waren.  Nimmt  man  ein  Glied,  welches  die  Producte  und  Potenzen 
der  Yariabelen  enthält,  so  ergibt  das  Resultat  der  Substitution  störende  Kräfte 
von  der  Form 

worin  die  Ordnung  des  Gliedes  /'+^H ^-    Wenn  diese  Grössen  /*,  g,  etc. 

derart  sind,  dass  irgend  eine  Anzahl  Beziehungen  von  der  Form 

f^h+g^h-i ^^ '    '    '    W 

besteht,  so  gibt  es  genau  ebensoviele  unter  diesen  störenden  Kräften,  welche  den 

Typus  Pe^  *  haben.  Die*  erzwungenen  Schwingungen,  die  aus  ihnen  hervorgehen, 
erhält  man  durch  Benutzung  des  Operators  I{d)//i(d);  sie  sind  offenbar  unendlich 
gross.  Um  sie  in  die  erste  Aimäherungeinzuschliessen,  ersetzen  wir  die  Glei- 
chungen (1)  durch 

a;  =  3fie"»'-f -af,c"*'  +  ..-,    y  =  iVic"»' +2V,e"«'H etc.  =  etc.   .    (4), 
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worin  M^  N,  etc.  nicht  nothwendiger  Weise  dieselben  Grössen,  wie  zuvor,  zu  sein 
brauchen,  und  jedes  n  nur  wenig  von  dem  entsprechenden  tn  yerschieden  ist.  Sub- 
stituirt  man,  wie  früher,  so  erhält  man  natürlich  eine  störende  Kraft  von  der 
Form  (2),  nur  dass  an  die  Stelle  der  tn  jedesmal  ein  n  tritt.  Nimmt  man  an,  die- 
selben Beziehungen  beständen  zwischen  den  Exponenten  wie  zuYor,  nän[ilich 

f'^i+9*h-\ =«1 (ß), 

so  hat  diese  Kraft  den  Typus  Pe^^  ^  Auch  andere  Beziehungen  ähnlich  denen  unter 
(6)  mit  dem  unterschied,  dass  n,  oder  ti^,  etc.  statt  n^  auf  der  rechten  Seite 
steht,  können  vorkommen;  sie  führen  dann  andere  störende  Kräfte  ein,  deren 
Wirkungen  ebenfalls  in  die  neue  erste  Aimäherung  einzuschliessen  sind. 

Diese  Kräfte  inbegriffen,  kann  man  die  Differentialgleichungen  in  der  Form 

ftt{^x  +  f,,{d)y  + Q^e^r'+Q^e^*+...\      ....    (6) 

etc.  =  etc.  ) 

schreiben,  worin  die  Functionssjmbole  fii{9)  etc.  der  Kürze  wegen  gebraucht 
werden.  Ist  es  uns  gelungen,  die  Wirkungen  dieser  störenden  Kräfte  in  unsere 
neue  erste  Annäherung  einzuschliessen,  so  müssen  die  in  (4)  gegebenen  Werthe 
von  X,  y,  etc.  diesen  Differentialgleichungen  genügen.   Durch  Substitution  erhält  man 

/iiK)^.+/i.(w.)2Vi+ P. 

/i.(«i)-M,+/-„(n.)JV,  + Q,    1 (7) 

etc.  =  etc. 

und  ähnliche  Gleichungen  für  jede  der  übrigen  störenden  Kräfte. 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  M  als  willkürlich  anzusehen,  indem  ihre 
Werthe  dazu  bestimmt  sind,  den  Anfangsbedingungen  der  Bewegung  zu  genügen. 
Wir  haben  die  Aufgabe,  die  Werthe  der  übrigen  CoefBcienten  zu  ermitteln,  d.  h. 
der  N  und  der  in  den  Gliedern  der  M  vorkommenden  n.  Diese  WerUhe  der  n 
müssen  auch  den  Beziehungen  (5)  genügen.  Nimmt  man  an,  diese  Probe  sei  ge- 
macht, so  haben  wir  Werthe  der  Coordinaten  gefunden,  die  den  Differential- 
gleichungen bis  zur  ersten  Ordnung  genügen  und  die  störenden  Kräfte,  welche 
die  Stabilität  des  Systems  zu  bedrohen  schienen,  enthalten. 

§  362.  Jede  der  Kräfte  P,  Qy  etc.  kann  aus  verschiedenen  Gliedern  von  ver- 
schieden kleiner  Ordnung  bestehen.  Von  dem  kleinsten  wird  aber  vorausgesetzt, 
dass  es  von  höherer  Ordnung,  als  die  Coefficienten  M^  iV,  etc.  ist.  Nimmt  man 
nur  die  niedrigsten  Potenzen,  die  in  P,  Q,  etc.  vorkommen,  so  kann  man  leicht 
eine  erste  Annähenmg  an  die  Werthe  von  n^,  n,,  etc.  finden.  Durch  Auflösung 
der  Gleichungen  (7)  ergibt  sich 

M,  J{n,)  =  P,  /„  (n,)  +  Q,  I^,  (n,)  +  etc., 

worin  Iii{n),  etc.,  wie  gewöhnlich,  die  Minoren  der  Determinante  z/(n)  sind.  Es 
sei  n^  =^  m^ -{-  (ii  y  «i  =  wi,  -}-  fi, ,  etc.  Da  alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
kleiner  als  M^  sind,  so  kann  man  in  diesen  Gliedern  «t^  »»  m^,  n^ «»  m,,  etc. 
setzen.    Beachtet  man  nun,  dass  z/(mj)«rO  ist,  so  hat  man 

Auf  dieselbe  Art  erhält  man 

3f,  ^1^  Ih^-Ptlu  («i)  +  Q*  1*1  (»»,)  +  etc. 
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Die  Kräfte  Pj,  etc.  sind  Functionen  von  M^,  Ni,  etc.,  M,,  N^,  etc. 
Aus  den  Gleichungen  (7)  ergibt  sich  aber,  dass  die  Verhältnisse  von  M^^N^,  etc. 
sich  von  den  Verhältnissen  der  ünterdeterminanten  In{m^),  -^nC^)  ^tc.  durch 
Grössen  von  der  Ordnung  P/M  unterscheiden.  Man  kann  daher  bei  der  Berechnung 
der  Werthe  von  P^ ,  etc.  fär  N^ ,  etc.  die  Grössen  N^ ,  etc.  mit  Hülfe  dieser  Ver- 
hältnisse substituiren.  Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (8)  sind  also  sänunt- 
lich  bekannte  Functionen  der  willkürlichen  Grössen  M  und  der  Wurzeln  der 
Determinantengleichung  /J(d)  =  0. 

Die  Grössen  /*,  g,  etc.  sind  gewöhnlich  positive  ganze  Zahlen.  In  diesem 
Fall  sind  die  Ordnungen  der  Grössen  P,  etc.  nicht  kleiner  als  f-^-g-^-etc.  Daraus 
folgt,  dass  die  Correctionen  fd^,  /u,,  etc.  mindestens  die  Ordnung  f-\-g-\-etc.  —  1 
haben. 

§  368.  Uebersieht  fih^T  die  Resultate.  Die  Resultate  der  Gleichungen  (8) 
lassen  sich  in  eine  Regel  bringen. 

Wir  gehen  mittelst  der  ersten  Annäherung,  nämlich  x^=M^^*^  die  durch 
Vernachlässigung  aller  Glieder  höherer  Ordnimg  in  den  Differentialgleichungen 
gefunden  wurde,  zur  zweiten  Annäherung  über.  Man  nehme  an,  man  käme  in 
Folge  gewisser  Beziehungen,  wie  z.  B. 

f^  +  gm^  +  etc.  =  m^ 

zu  störenden  Kräften  Pj  «^',  P^c*^',  etc.  Diese  würden  in  der  Coordinate  x  un- 
endlich grosse  Glieder  erzeugen,  wenn  wir  die  Operatoren  I{d)/J{d),  etc.,  wie  ge- 
wöhnlich, anwenden  wollten  (§  326).  Statt  ihrer  benutzen  wir  die  Operatoren 
I{d)/J'(d)j  etc.,  indem  wir  einfach  J{d)  durch  /^\d)  ersetzen.    Das  Resultat  sei 

X  =  He^^  -f  Ke^*  -\-  etc.,  worin  H  und  K  Potenzen  von  Jf^ ,  3fj,  etc.  enthalten, 
die  höher  sind,  als  die  erste.  Den  Wirkungen  dieser  störenden  Kräfte  kann  dann 
bei  der  nächsten  Annäherung  dadurch  Rechnung  getragen  werden,  dass  man  statt 
der  ersten  Annäherung 

setzt,  worin  fc^  =:  H/M^ ,  ft,  »» K/M^,  etc.  ist,  vorausgesetzt,  dass  diese  neuen  Ex- 
ponenten den  Beziehungen  ffu^  -|-  ^fS  4~  ^^-  ^  i^^  f  ^^'  gen^en. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt, '  so  besteht  die  Wirkung  einer  störenden  Kraft 
von  demselben  Typus  und  derselben  Periode  wie  die  einer  freien  Schwingung 
darin,  dass  sie  diesen  Typus  aus  dem  System  entfernt  und  durch  einen  andern 
Schwingungstypus  ersetzt,  der  sich  um  so  weiter  von  dem  ursprünglichen  ent- 
fernt, je  grösser  die  Amplitude  der  Schwingung  ist. 

§  364.  Beispiele.  Ein  Pendel  schwingt  in  einem  sehr  dünnen  Mittel,  dessen 
Widerstand  durch  eine  qucidratische  Ftmction  der  Geschwindigkeit  dargestellt' wird; 
man  söü  die  Bewegung  finden. 

$  sei  der  Winkel,  den  die  Gerade,  welche  den  Stützpunkt  0  mit  dem  Schwer- 
punkt G  des  Pendels  verbindet,  mit  der  Verticalen  macht.  Femer  sei  gs=^ln\ 
worin  l  die  Länge  des  gleichwerthigen  einfachen  Pendels  bedeutet.  Dann  ist  die 
Bewegungsgleichung 

^'Ö  ,     ,  .  ^         ^    de        (dsy 

g^  +  n«sme^ 2x^-^--.,(^j        (1), 

worin  2x  und  ft  die  Widerstandscoefßcienten,  dividirt  durch  das  Trägheitsmoment 
des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Aufhängungsaze,  sind.  Da  0  klein  ist,  können  wir 
der  Gleichung  die  Form  geben 
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Da  femer  x  und  B  sehr  klein  sind,  bo  könnte  man  zuerst  annehmen,  es 
reiche  ffir  eine  erste  Aimäherung  hin,  alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite  zu  ver- 
nachlässigen. Dies  liefert  0  =  a  sin  nt,  wobei  t  so  gemessen  wird,  dass  t  und  6  zu- 
gleich verschwinden.    Durch  Substitution  in  die  kleinen  Glieder  erhält  man 


^r^  4- w*d  =  —  2xn*acosnt4-  —  n*a"  sin  n*  + etc., 
und  daraus 

ß^^aamnt  —  xa*  sin  nt  +  tä  ♦**'*  cos  nt  +  etc. 


Diese  Zusatzglieder  enthalten  t  als  Factor  und  zeigen,  dass  unsere  erste  An- 
näherung der  Wahrheit  nicht  nahe  genug  kam  und  die  Bewegung  nur  während 
einer  kurzen  Zeit  darstellt.  Um  eine  hinreichend  nahe  erste  Annäherung  zu  er- 
halten, müssen  wir  das  kleine  Glied  %%dB/dt  in  sie  einschliessen.  Man  hat  daher 

Dies  liefert  ö^  ac"~*' •  sin  wt,  worin  der  Kürze  wegen  *?•  —  h*«iii*  ge- 
setzt wurde. 

Bei  der  zweiten  Annäherung  vernachlässigen  wir  alle  Glieder  von  der  Ord- 
nung a'  oder  a'x,  wenn  sie  nicht  nach  der  Integration  auf  die  in  §  344  erklärte 
Art  sich  Geltung  verschaffen.    Wir  erhalten  so 

^  +  2x  ^  +  n'a y  fia'm*c"-**'(l  -f  cos  2iii«)  -\- 

+  ^  n*a»c~"**'(3  sin  mt  —  sin  3w«)  -f 

-f-  -i-  fia*xc""^*'(—  X  +  »  cos  2wt  +  2to  sin  %mt\ 

worin  alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite,  die  auf  das  erste  folgen,  von  der  dritten 
Ordnung  und  zu  vernachlässigen  sind,  wenn  sie  sich  keine  Geltung  verschaffen. 
Um  darüber  in^s  Klare  zu  kommen,  betrachten  wir  zuerst  den  allgemeinen  Fall 

^ -f  2 X  ^ -)- n*d  «  c-''''^  (^  sin  rmt  +  JB  cos  rm^. 
dt  dt 

Setzt  man 

B  =  e~^^\L  sin  rmt  +  3f  cos  rmt) 

und  substituirt,  so  findet  man 

X,  { (p  _  l)«x«  -)-  w«(l  —  r«) }  -)-  2  (p  -^  1)  Krw3f  =  A\ 
3f  { (p  —  1)'  X*  +  w»  (1  —  r«) }  —  2  (|)  —  1)  xr wi  =  JB  J 

X  ist  nun  sehr  klein;  ist  daher  r  nicht  der  Einheit  gleich,  so  wird  nahezu 


m«(l— r«)'  w»(l  — r«)' 

ist  aber  r  =»  1 ,  so  hat  man  nahezu 

—  JB  Ä 


2(i>  — l)xw'  2(|)— l)xm 

Der  Fall  p^^\  kommt  in  unserem  Problem  nicht  vor.  Es  ergibt  sich,  dass  nur 
solche  Glieder  in  der  Differentialgleichung,  in  denen  r^^l  ist,  das  Anwachsen 
derjenigen  Glieder  in  dem  Werth  von  x  verursachen,  in  deren  Nenner  die  kleine 
Grösse  x  auftritt:    In  der  Differentialgleichung  ist  daher  das  einzige  Glied  dritter 


Schwingungen  des  Pendels  (§  864).  265 

Ordnang,  welches  beibehalten  werden  muss,  das  erste.    Man  erhält  so,  wenn  man 
nacheinander  ra=0,  r  =  2,  r^^l  setzt, 

ö««^-«'ginm<-^'e-**'+^«-»''cos2m«  +  ^^e-»''co8me. 

2  '6  '   82xw 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Bewegung  nur  während  einem  Schwung  des 
Pendels;  wenn  das  Pendel  sich  auf  den  Rückweg  begibt,  wechselt  ft  das  Vorzeichen. 
Wir  wollen  annehmen,  das  Pendel  bewege  sich  von  links  nach  rechts  und  die 
Länge  der  Bogen  des  Abstieges  and  Aufstieges  suchen. 

Zu  dem  Zweck  sei  dS/dt^O.  Die  Gleichung  sei  in  der  Form  Os^f{t)  ge- 
schrieben.   Wenn  wir  nun  alle  kleinen  Glieder  Temachlässigen,  so  verschwindet 

dS/dt,  wenn  mt  —  +  —  «  ist,  sagen  wir,  wenn  <^  j^  ^  ^^^-  Setzt  man  <=  —  ^+^» 
worin  x  eine  kleine  GrOBse  bedeutet,  so  hat  man 

m-n-T)+n-T)x^o. 

Nun  ist 

f(f)  rs  a«~"*'  (m  cos  mt  —  x  sin  mt)  — 

_(i5!«-»««(_a,  +  ^C0B«int  +  ?^«n2int)  + 
2  \  3  o  / 

+  5s «""•*'  ( —  m  sin  mt  —  3 x  cos  mt). 

Ofi  Xf9t 

Eine  hinreichend  genaue  Annäherung  an  denWerth  yon  f\£)  findet  man  durch 
Differentiation  des  ersten  Gliedes  yon  f*{t).    Man  erhält  so 


f»*a:«=  — «  — —  fdax—  —  n*«*/*» 


das  zweite  Glied  kann  man,  da  es  kleiner  als  die  beiden  andern  ist,  vemach- 
lässigen.    Femer  findet  man  den  Bogen  des  Abstieges 

{a6*^+|ft«V*^-ma:(xa«!*^+in«a»e««7xm)}. 

Um  den  Bogen  des  Aufstieges  zu  ermitteln,  setze  man  t"->T-f  y-  Dies 
liefert  m*yea  —  x —  —  n*«'/*  'u^d  den  Bogen  des  Aufstieges 

e  =  «ej-«^-|-^a>e-»*^~»iy(xa6-**^+^n«a»e-»*7x»i). 

In  diesen  Ausdrücken  für  die  Bogen  des  Ab-  und  Aufstieges  sind  die  Glieder, 
welche  x  und  y  enthalten,  sehr  klein  und  können  unter  der  Annahme,  x  sei  nicht 
äusserst  klein,  vernachlässigt  werden^)- 

Nun  ist  a  f3r  jeden  Schwung  des  Pendels  verschieden;  wir  müssen  daher  a 
eliminiren.    u^  und  ü^^i  seien  zwei  aufeinander  folgende  Bogen  des  Abstieges 

und  Aufstieges  und  X'^e^"^  ^  X  also  etwas  kleiner  als  die  Einheit.    Man  erhält 
dann  ^  ^ 

^1^1^  1  ^  SIS 

und  durch  Elimination  von  a  nahezu 


1)  Werden  die  genannten  Glieder  nicht  vernachlässigt,  so  erhält  man  als 
Gleichung,  welche  die  successiven  Bogen  des  Ab-  und  Aufstieges  verbindet, 

_1 X 9     n  O- 1^^  -J_  **'^    1  —  3,* 

t*,    'ü^i       T  **  ^^ + *"  +  321;:;^  ~ä^"  ■ 

Es  ist  aber  nahezu  1 — X^^^ ,  das  Zusatzglied  ist  daher  im  Vergleich  mit  dem 

beibehaltenen  sehr  klein.        ^ 
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worin  nahezu 


c  =  ;r-.    ,    ,,  =  - und     r« 18t. 


Die  aufeinander  folgenden  Bogen  sind  daher  derart,  dass  1/u^  -j-  1/c  das  all- 
gemeine Glied  einer  geometrischen  Beihe  ist,  die  den  gemeinschaftlichen  Factor  g**/"* 
hat.    Das  VerJioltniss  irgend  eines  Bogens  u^  zu  dem  folgenden  u^,^  ist 


"••  -e>»r^  !=(,««!•  _i) 


U    ,  t  c 

und  nimmt  mit  dem  Bogen  beständig  ab.  In  irgend  einer  Beihe  von  Schwingungen 
ist  das  Verhältniss  zuerst  grösser  und  später  kleiner  als  sein  mittlerer  Werth. 
Dies  stimmt  mit  den  Versuchen  überein. 

Die  Schwingwngsdauer  zu  finden,  f^,  t^  seien  die  Zeiten,  zu  welchen  sich 
das  Pendel  auf  der  äussersten  Linken  und  Rechten  seines  Schwingungsbogens  be- 
findet.   Dann  ist 

«       X        n*a^  ^        n       x        n^a* 

^ ""      ¥~w      32mx*  *  "~¥"~in"~32mx* 

Die  Schwingungsdauer  von  der  einen  äussersten  Lage  bis  zur  andern  t^  —  t^ 

ist  —  •     Sie  hängt  nicht  von  dem  Bogen  ab ,  bleibt  also  während  der  Bewegung 

constant.  Die  Dauer  ist  jedoch  nicht  genau  dieselbe  wie  im  luftleeren  Kaum, 
sondern  etwas  grösser;  die  Differenz  hängt  von  dem  Quadrat  der  kleinen  Grösse  % 
ab.     Siehe  §  321. 

Dass  die  Schwingungszeit  von  einer  Lage  augenblicklicher  Buhe  zur  nächsten 
von  dem  Bogen  unabhängig  ist,  hat  für  die  Fälle,  dass  (1)  der  Widerstand,  wie  die 
Geschwindigkeit  variirt  und  dass  er  (2)  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional ist,  Poisson  in  seinem  Traitd  de  Micanique  bewiesen,  Art.  186  u.  f. 

Beisp.  2.  Ein  starrer  Körper  wird  an  zwei  gleich  langen  und  parallelen  Fäden 
aufgehängt,  die  an  zwei  Punkten  befestigt  sind,  welche  in  Bezug  auf  eine  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  verticale  Hauptaxe  symmetrisch  gelegen  sind.  Man 
dreht  ihn  um  diese  Aze  durch  einen  kleinen  Winkel  und  überlässt  ihn  dann  sich 
selbst,  um  seine  kleinen  endlichen  Schwingungen  auszufahren.  Man  untersuche 
die  Beduction  auf  unendlich  kleine  Schwingungen.    [Smith's  Prize.] 


Kapitel  Vm. 

Bestimmung  der  Integrationsconstanten  durch  die 

Anfangslbedingnugen. 

Die  Methode  der  Isolirimg. 

§  365.  unsere  Aufgabe  in  diesem  Kapitel  lässt  sich  mit  wenigen 
Worten  angeben.  Wenn  irgend  eine  Anzahl  simultaner  Differential- 
gleichungen mit  Constanten  Coefficienten  gegeben  ist;  so  lassen  sich 
bekanntlich  die  abhängigen  Yariabelen  Xy  y^  z^  etc.  mittelst  einer  Reihe 
reeller  oder  imaginärer  Exponentialgrössen  durch  die  unabhängige 
Variable  t  ausdrücken.  Ist  rc  =  Jfe™'  eine  solche  Exponentialgrosse, 
so  ist  M  eine  Function  der  Anfangswerthe  der  Variabelen  Xy  y,  etc.  und 
ihrer  Differentialquotienten.  Unsere  Absicht  ist  hier,  diese  Fimction 
zu  eruiren.  Man  kann,  ohne  die  Gleichungen  aufzulösen,  ein  beliebiges 
Qlied  der  Lösung,  wenn  sein  Exponent  bekannt  ist,  von  den  übrigen 
trennen  und  seinen  Werth  niederschreiben  auch  ohne  diese  übrigen 
Glieder  zu  ermitteln. 

Wenn  die  Differentialgleichungen  nicht  von  hoher  Ordnung  sind, 
so  lässt  sich  im  Allgemeinen  die  Determinantengleichung  auflösen  und 
lassen  sich  die  sämmtlichen  möglichen  Werthe  von  m  finden.  In  diesem 
Fall  ist  es  lediglich  eine  algebraische  Aufgabe,  die  Gonstanten  durch 
die  Anfangswerthe  der  Yariabelen  auszudrücken.  Man  kann  dieses  Ziel 
aber  auf  kürzerem  und  bequemerem  Weg  erreichen,  wenn  man  die  unten 
angegebene  Begel  benutzt.  Manchmal  ist  es  auch  unmöglich,  die  Deter- 
minantengleichung aufzulösen.  Wir  können  vielleicht  eine  oder  mehrere 
Wurzeln  ermitteln,  während  die  übrigen  unbekannt  bleiben.  Alsdann 
lässt  sich  das  Verfahren  der  gewöhnlichen  Algebra  nicht  anwenden,  da 
die  Gleichungen  nicht  niedergeschrieben  werden  können.  Unsere  Aufgabe 
besteht  darifiy  die  Constcmten,  welche  diese  bekannten  Glieder  begleiten, 
ohne  Kenntniss  der  übrigen  zu  finden. 

Die  Methode  ist  sehr  einfach  und  leicht  anwendbar,  wenn  die  von 
den  anderen  zu  trennende  Exponentialgrösse  mit  einer  einfachen  Wurzel 
der  Fundamentaldeterminante  verbimden  ist.  Sie  ist  aber  auch  dann 
brauchbar,  wenn  die  Wurzel  sich  mehrere  Mal  wiederholt.  Eine  Compli- 
cation  entsteht  nur  dadurch,  dass  alsdann  die  Exponentialgrösse  von  so 
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vielen  Constanten  begleitet  wird^  als  es  gleiche  Wurzeln  gibt.  Jede 
von  ihnen  erfordert  eine  Operation  für  sich  zur  Ermittlung  ihres  Werthes. 

Die  Methode  kann  zwar  bei  jeder  beliebigen  Ordnung  der  Gleichungen 
benutzt  werden,  wird  jedoch  bei  weitem  einfacher,  wenn  die  Ordnung 
nicht  über  die  zweite  hinausgeht.  Selbstverständlich  ist  dieser  Fall  am 
wichtigsten,  weil  dann  die  Gleichungen  so  sein  können,  wie  sie  in  der 
Dynamik  vorkommen. 

In  gewissen  Fällen  kann  man  der  Begel  eine  andre  Form  geben, 
die  man  möglicher  Weise  für  einfacher  halten  wird.  Es  ist  dies  die 
Methode  der  Multiplicatoren.  Ist  die  Anzahl  der  abhängigen  Yariabelen 
unendlich  gross,  so  liefert  die  Fourier'sche  Regel  für  die  Entwicklung 
der  Functionen  in  eine  Reihe  von  Sinussen  und  Cosinussen  ein  Beispiel. 

§  366.  Die  Isolirnngsdeterminante.  Mit  Benutzung  der  Bezeichnung 
in  §  262  schreiben  wir  die  n  Gleichungen  für  a?,  y,  0,  etc.  in  der  Form 

/ii(*)^  +  f»(S)y  +  f»W<!  +  •  •  •  =  Oj 

fn{'S)x  +  f„{d)y  +  f,,{d)z  + ^  0    , 

..  ••  ••  «•.     S^^S     (I   I 

worin  d  wie  früher  für  d/dt  steht.  Bei  der  Anwendung  in  der  Dynamik 
sind  alle  diese  Functionen  von  d  vom  zweiten  Grad,  hier  jedoch  machen 
wir  kerne  Einschränkung  dieser  Art. 

Um  sie  aufzulösen,  verfahren  vnr,  wie  in  §  262,  und  bilden  die 
Determinante 

^*=    ^i(*),    fn(6),    fni^)-- 


welche,  gleich  Null  gesetzt,  eine  Gleichung  zur  Ermittlung  von  d  liefert. 
Ihre  Wurzeln  seien  niy  m^^  etc.,  wobei  wir  den  Index  des  ersten  m  der 
Kürze  halber  weglassen.     Wie  wir  wissen,  ist  dann 

X  =  Jf^'  +  M^ef^*  +  •  •  • . 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  sich  irgend  einer  dieser  Coefficienten 
z.  B.  M  ohne  die  andern  finden  lässt. 

Zu  diesem  Zweck  leiten  wir  aus  der  Determinante  ^(S)  eine  andere 
ab,  die  wir  schreiben 


n(m)  = 


^Efr^^  +  ^^^y  +  etc.,    Um),    /ia(m)ete. 
^^^  +  ^E&^y  +  etc,    /i,(m),    ^^(m)etc. 


Wir  bilden  diese  Determinante  nach  der  folgenden  RegeL     Man 
scKUesse  irgend  eine  Verticalreihe  der  Determinante  /l{S)  am,  g.  B.  die 
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erste.  Um  sie  m  ersetzen^  dividire  man  die  erste  Ghicfmng  dwrch  S  —  m, 
lasse  den  Best  weg  und  setze  den  Quotienten  in  die  erste  HorizontaJreihe 
der  ausgeschlossenen  Verticalreihe,  Ebenso  dividire  man  die  zweite 
Gleichung  durch  d  —  m  und  setze  den  Quotienten  in  die  zweite  Horizontal- 
reihe u.  s.  w.  Schliesslich  wird  da/nn  in  den  übrigen  VerUcaheihen  m 
für  d  geschrieben, 

Schliesst  man  die  zweite  Verticalreihe  der  Determinante  ^(d)  oder 
^(m)  aus^  so  erhält  man  eine  etwas  verschiedene  Determinante,  die 
wir  n2{m)  nennen,  wobei  der  Index  anzeigt,  welche  Verticalreihe 
von  zi(m)  ausgeschlossen  wurde. 

Die  Determinante  n(m)  ist  offenbar  eine  Function  von  Xy  y,  etc., 
Sxy  Syy  etc.,  d^x^  d^y,  etc.  u.  s.  w.  bis  zu  einer  Potenz,  die  um  die 
Einheit  geringer  ist  als  die  höchste  in  den  gegebenen  Differential- 
gleichungen vorkommende  Potenz  von  d.  Für  sie  alle  setzen  wir  nun 
ihre  gegebenen  Anfang^erthe  und  haben  dann  ^ 

worin  J'{m)  wie  gewöhnlich  den  Differentialquotienten  von  ^{m)  nach 
m  bezeichnet.    Ebenso  findet  man,  wenn  N^^  das  entsprechende  Glied 

in  dem  Werth  von  y  ist,  JV  =   J,  {  u.  s.  w. 

§  867.  Beispiele.  Ehe  wir  dazu  übeigehen,  diesen  Satz  zu  beweisen,  wollen 
wir  einige  Beispiele  betrachten. 

Beisp.  1.    Sind  die  Gleichungen 

(^*  —  4^)  a;  —  (a  —  1)  y  —  0 


;^«  —  4^)  a;  —  (^  —  1)  y  —  0 1 


z/(m)  = 


=  »i*  —  6m'+6m'  +  ^^  —  6- 


gegeben,  so  ist  die  Fundamentaldeterminante,  wie  man  leicht  sieht, 

w*  —  41»,    —  (m — 1) 
m  +  6 ,  w'  —  m 

Setzt  man  sie  gleich  Null,  so  ergibt  sich  als  eine  Wurzel  m^  —  1.    Wir  wollen 

nun  den  Coefficienten  von  e~*  in  dem  Werth  von  x  suchen. 

Durch  Diyision  der  Gleichungen  mit  ^  -f-  ^  ^^^  Weglassen  des  Restes  er- 
halten wir  sofort  die  zweite  Determinante 


n(i») 


a:+(d~2)y,     2 


worin  die  zweite  Verticalreihe  sich  ergibt,  wenn  man  m«=»  —  1  in  der  zweiten 
Verticalreihe  Ton  z/(m)  setzt.  Entwickelt  man  und  beachtet,  dass  z/'(m)»s  —  24 
ist,  wenn  m  =  —  1 ,  so  wird 

—  12  Jlf  =  da:  — ^y  —  6a:  +  y, 

worin  M  der  gesuchte  Coefficient  ist,  und  angenommen  wird,  dass  a;,  y,  Bx^  dy 
ihre  bekannten  Anfangswerthe  haben. 

Man   kann  auf  dieselbe  Art  zeigen,    dass  ein  Glied'  3f' e*'  in  dem  Werth 
von  X  vorkommt,  worin  — 8Jlf'  =  2dic  +  dy  —  Bx  —  y  ist. 
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Beisp.  2.  Wir  wollen  ein  anderes  Beispiel  nehmen,  in  welchem  die  Differential- 
quotienten  zu  höherer  Ordnung  aufsteigen,  die  abhängigen  Yariabelen  aber,  um 
nicht  zu  Tiel  Baum  nOthig  zu  haben,  wie  früher  auf  zwei  beschriüikt  sind.  Die 
Gleichungen  seien 

(a«  +  2a*  +  a-f  l)a:+(a»+2a-f  l)y  =  01 
(d*  +  2d  +  2)x+{S*  +  d  +  2)y=^0       ]' 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  der  Determinantengleichung  durch  m  =>  1  genügt 

wird.  x=^Me*  ist  daher  ein  Theil  der  Lösung.  Es  möge  M  gesucht  werden, 
wenn  die  Anfangswerthe  von  da?,  d*x,  dy,  d"y,  8*y  sämmtlich  Null  und  die  von 
X  und  y  die  Einheit  sind.  Bildet  man  die  Function  77  durch  Division  jeder 
Gleichung  mit  9  —  1  und  setzt  alsdann  ^===0,  so  wird 

4«  +  8y,    4 

3a:-|-2y,    4 


n{m):^ 


MJ\m). 


Differenzirt  man  aber  die  Determinante,  ohne  sie  zu  entwickeln  und  setzt  m=  1, 
so  erhält  man  ^'(m)=»16.    Daraus  ergibt  sich  dann  unmittelbar,  wenn  man  die 

Einheit  für  x  und  y  schreibt,  3f  r=  -r-  * 

§  368.     Wir  gehen  nun  zu  dem  Beweis  der  Begel  über. 

p  sei  irgend  eine  Grösse,  welche  wir  statt  m  in  der  Definition  der 
Determinante  n(m)  schreiben  wollen,  um  darauf  au£merksam  zu  machen, 
dass  p  nicht  nothwendiger  Weise  eine  Wurzel  von  z/(d)  =  0  zu  sein 
braucht. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Determinante  n(p)  in  §  366  lässt 
sich  in  die  Differenz  zweier  Determinanten  zerlegen,  von  denen  die 
ersten  Horizontalreihen,  wie  folgt,  lauten: 

n{p)  =  j^\ Ud)x  +  f,,{d)y  +  etc.,    /;,(*),  etc.  | 

—  JZT^  I  fniP)^  +  fMy  +  ^^^'7     fiiiP)y  etc.  I . 

In  der  ersten  Determinante  ist  die  erste  Yerticalreihe  durch  die 
Functionen  besetzt,  welche  die  Differentialgleichungen  büden.  Diese 
Determinante  verschwindet  daher  jedesmal,  wenn  man  x,  y,  etc.  Werthe 
beilegt,  die  den  Differentialgleichungen  genügen. 

Die  zweite  Determinante  kann  als  Summe  eben  sovieler  Deter- 
minanten dargestellt  werden,  als  in  dem  ersten  Element  der  ersten 
Zeile  Glieder  sind.  Bei  ihnen  allen  mit  Ausnahme  der  ersten  sind 
zwei  Yerticalreihen  die  nämlichen.  Diese  erste  Determinante  ist  offenbar 
^{p)x.    Daraus  folgt  unmittelbar,  dass 

{8—p)n{p)  =  —  J{p)x 
ist. 

Löst  man  diese  lineare  Differentialgleichung  auf  die  gewöhnliche 

Art  auf,  so  erhält  man 

t 

JIO)  +  ^{p)dP'fe-P'xdt  =CeP' (1). 
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Darin  ist  p  eine  beliebige  zu  unserer  Disposition  stehende  Grösse 
und  haben  o?,  y,  etc.  irgend  welche  Werthe,  die  den  Differential- 
gleichungen genügen. 

Setzt  man,  um  den  Werth  der  Constanten  G  zu  finden,  ^  =  0,  so 
wird  das  zweite  Glied  auf  der  linken  Seite  Null,  weil  die  Grenzen 
zusammenfallen.  Es  folgt,  dass  G  dem  Werth  von  n(p)  gleich  wird, 
wenn  man  statt  x,  y,  etc.,  dx,  dy,  etc.  ihre  Anfangswerthe  setzt. 

Da  p  willkürlich  ist,  lässt  sich  die  Gleichung  partiell  nach  j) 
differenziren.  Führt  man  dies  aus  und  setzt  jp  =  m,  worin  m  eine  ein- 
fache Wu/rzd  der  Gleichung  ^{jp)  =  0  ist,  so  findet  man 

t 

^^  +  JXm)e^^  fe-^'xdt  =  Ct^'  +  ^^'. 

0 

Wir  wollen  nun  x  =  Me^*  +  M^^*  +  etc.  mit  den  entsprechenden 
Werthen  von  y,  jsr,  etc.  in  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  substituiren 
und  nach  Gliedern  von  der  Form  te^*  suchen.  Der  Operator  dn(m)/dm 
ist  eine  lineare  Function  von  x^  y,  etc.,  Sx^  etc.  und  kann  offenbar  ein 
Glied  von  der  gesuchten  Form  nicht  zur  Folge  haben.  Der  übrige 
Theil  der  linken  Seite  liefert  nur  das  einzelne  Glied  ^'(m)Mt^^  von 
der  genannten  Form.  Setzt  man  es  dem  entsprechenden  Glied  auf  der 
rechten  Seite  gleich,  so  hat  man  jd\ni)M  =  C.  Weil  nun  C  der 
Anfangswerth  von  n(jp)  ist,  so  stimmt  diese  Gleichung  genau  mit  der 
in  §  366  überein. 

§  369.  M«]irfache  Wnrzeln.  Wenn  p^m  eine  mehrfache  Wurzel  der  Glei- 
chung J{p)^=0  ist,  so  verliert  der  obige  Beweis  seine  Gültigkeit.  Da  p  willkür- 
lich ist,  so  können  wir  die  Gleichung  (1)  so  oft  differenziren,  wie  wir  wollen, 
und  nach  jeder  Differentiation  p^m  setzen.  Weil  nun  J (m)  «»0,  J'(m)^^0,  etc. 
ist,  so  reduciren  sich  die  successiven  linken  Seiten  auf  JT(m),  dn{m)/dmy  etc. 
Auf  den  successiven  rechten  Seiten  haben  wir  nur  Glieder,  welche  die  Exponential- 

grösse  e^^  enthalten. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  a  Wurzeln  von  z/(p)  =  0  vorhanden  sind,  von 
denen  jede  gleich  m  ist,  die  Operatoren 

sämmütch  NuU  erzeugen,  wenn  man  für  x,  y,  etc.  irgend  solche  Löstmgen  der  Diffe- 
rentialgleichungen substituirt,  welche  die  ExponentiaJgrösse  ^^  nicht  enthalten. 

Es  ergibt  sich  also,  dass  die  Resultate  dieser  Operationen,  welche  man  durch 
Substitution  derjenigen  speciellen  Theile  derWerthe  von  x^  y^  etc.  erhält,  die  von  der 
Wurzel  m  der  Gleichung  d{8)^0  abhängen,  allgemein  sind,  d.  h.  die  nändichen 
sind,  wie  die  durch  Einsetzen  der  vollständigen  Werthe  von  x^  y,  etc.  erhaltenen. 

Ohne  eine  weitere  Regel  zu  benutzen,  lassen  sich  also  die  a  Constanten,  die 
von   der  wiederholten  Wurzel  p'^m  abhängen,    durch   Substitution   deijenigen 

Glieder  von  o;,  y,  etc.,  welche  die  ExponentialgrÖsse  e"^*  enthalten,  in  diese 
a  Operatoren  ermitteln.  Man  findet  so  a  Ausdrücke  für  die  Operatoren,  welche 
die  a  Constante  enthalten.  Zugleich  lassen  sich  die  Werthe  der  Operatoren  selbst 
ermitteln,  indem  man  den  Variablen  o;,  y,  etc.  ihre  Anfangswerthe  gibt. 
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Dazu  ist  freilich  nöthig,  dass  man  alle  Coordinaten  benutzt;  will  man  jedoch 
nur  die  Werthe  der  Constanten  finden,  die  in  einer  einzigen  Coordinate  vor- 
kommen, 80  kann  man  von  dem  folgenden  Theorem  Gebrauch  machen. 

§  370.  Man  soll  durch  die  Änfangsbedingu/ngen  die  Werthe  der  Canstanten 
ausdrücken,  die  in  dem  Ausdruck  für  irgend  eine  der  Coordinaten  auftreten,  wenn 
jede  von  a  Wurzeln  der  FundamentaMeterminante  d(p)  gleich  m  ist. 

In  diesem  Fall  enthält  der  Werth  von  x  Potenzen  von  t;  ihre  Anzahl  aber 
hängt  davon  ab,  ob  die  Minoren  der  Determinante  z/(^)  Null  sind  oder  nicht. 
Da  jedoch  die  höchste  Potenz  von  t  nicht  über  a  —  1  hinausgehen  kann,  so  kann 
man  als  allgemeinen  Werth  von  x 

x^[M,  +  M,t  +  -'-+    ^("^Li)  )^'+£Nt'e^'  .    .    .    .    (1) 

ansehen,  worin  die  in  der  Summe  eingeschlossenen  Glieder  die  Theile  des  Werthes 
von  X  vertreten,  welche  nicht  von  der  Wurzel  m  abhängen  und  worin 

i  (a  —  1)  =  1  •  2  .  3  •  • .  (a  —  1) 

ist.  Aehnliche  Ausdrücke  gelten  für  y,  ir,  etc.,  die  ebenfalls  Potenzen  von  t  nicht 
hoher  als  die  (a  —  1)^  enthalten;  es  wird  jedoch  nicht  nöthig  sein,  sie  hier  auf- 
zuschreiben. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Gleichung  (1)  in  §  368,  r-mal  nach  p  zu 
differenziren  und  suchen  nach  Substitution  für  x,  y^  etc.  die  Glieder  auf,  welche 

l^e^*  enthalten,  worin  r  und  x  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  deren  Benutzung 
uns  passend  erscheint.    Der  r^  Differentialquotient  ist  offenbar 

nM+^:mL^i.c^' (8), 

dp^  dp  dp*" 

t 

worin  P  ^  e^^Ce''^' x  dt  ist. 

0 

Wir  bemerken,  dass  das  erste  der  beiden  Glieder  auf  der  linken  Seite  eine 
lineare  Function  von  x,  y,  etc.  und  ihrer  Differentialquotienten  nach  t  ist.  Daher 
können  in  ihm  nur  Glieder  von  der  gesuchten  Form  mit  Potenzen  kleiner  als  a 
auftreten.  Beschränken  wir  uns  daher  auf  Werthe  von  x ,  die  grösser  als  a  —  1 
sind,  80  brauchen  wir  dieses  Glied  nicht  weiter  zu  beachten. 

Das  zweite  Glied  auf  der  linken  Seite  von  (2)  lässt  sich  nach  dem  Leibnitz- 
sehen  Theorem  schreiben 

j-{p)p+rj'-^(p)^  +  ^.^+  ^.  ^y ^^«(p)^!!:!^. 

^^  dp  L{a)L{r—a)       ^^^  dp^~^ 

In  dieser  Reihe  sind  alle  Differentialquotienten  von  z/(jp)  unter  dem  a^^  weg- 
gelassen worden,  weil  die  Gleichung  J{p)^^0  nach  der  Voraussetzung  a  Wurzeln 
hat,  von  denen  jede  gleich  m  ist. 

Substituirt  man  in  den  Werth  von  P  irgend  einen  Ausdruck  wie  Nt^e^\  so 
erhält  man  nach   der  Integration   nur  ein  einziges  Glied,   welches  von  der  Ex- 

ponentialgrösse  e^^  frei  ist,  und  dieses  eine  Glied  hat  die  Form  HeP*.  Daher  ent- 
hält d*P/dp*  keine  höhere  Potenz  von  t  als  die  s^.    In  dieser  Reihe  brauchen 

wir  daher,  wenn  wir  p  =  m  setzen  und  Glieder  von  der  Form  ^e^*  aufsuchen  und 
uns  auf  Werthe  von  x   beschränken,  die  grösser  als  r  —  cc  sind,  solche  Glieder, 

wie  Nt*c^\  nicht  zu  beachten. 
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Zunächst  ist  nun  der  Werth  von  d^Pßp'  zu  finden,  wenn  man  för  x  irgend 
einen  Ausdruck  von  der  Form 


i(*-l) 
einsetzt.    Für  jeden  Werth  von  x  gilt  aber 

dp'    dp' d-p      (d—py-^^ 

worin  Zs  =  1  •  2  •  3  •  •  •  8  ist,   wie  gewöhnlich.    Substituirt  man  für  x  und  setzt 

i>a»m,  so  lassen  sich  die  durch  9^'  angegebenen  Integrationen  ohne  Schwierig- 
keit ausführen.    Die  Ezponentialgrösse  verschwindet  und  man  findet  sofort 

Eine  Correction  der  Integration  ist  nicht  nöthig,  da  dieser  Ausdruck  mit  t  ver- 
schwindet. 

Nimmt  man  nun  an,  x  sei  grösser  als  a  —  1  und  als  r  —  a,  so  erhält  man 

als  Coefücienten  von  f'e^*  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2) 

±.[j-(m)M,_,  +  r^f-^  (m)M,_,  +  t±=L^  ^-«  (m)  Jlf,_,  +  etc. ) . 

Auf  der  rechten  Seite  ist  der  Coef&cient  von  t*e"*',  r= — z=r-, r 

'XxL(r  — x)    am'—* 

Setzt  man  beide  gleich,  so  hat  man 

T7-^*-i  +  Z(r~i)    '-*  +  •+ "XiT    --'•+«-1 

"Z(r— x)  ^^r^*' 

Da  der  Buchstabe  (7  den  Anfangswerth  von  77 (m)  bezeichnet,  so  wird  es  sich 
empfehlen,  statt  G  das  letztere  Symbol  zu  benutzen,  jedoch  unter  der  Voraus- 
setzung, das»  aUe  Coordinaten  ihre  Änfangstcerthe  haben. 

Dax  grösser  als  a  —  1  sein  muss  und  7tf^  =  0  ist,  so  kann  man  nur  den 
Werth  xas«  brauchen.  Da  femer  x  grösser  sein  muss  als  r  —  a,  so  sind  die 
allein  möglichen  Werthe  von  r,  r=-=a,  a  +  ^i  •••i  ^^  —  1-  Setzt  man  diese 
Werthe  für  r  nacheinander  ein,  so  erhält  man 

|lilf„_i -n(m), 


i(«  +  i)^«-»  +  XIi^»-» 


Jif_  .— 


dm 


J.  («  +  2)  ""«-1  ■*"  i  («  -f  1)  ^«-2  ■*"  rS  -^«-8  "1.2      am« 

etc.  =  etc. 

Wir  haben  hier  grade  die  richtige  Anzahl  von  Gleichungen,  um  die  a  will- 
kürlichen Constanten  zu  ermitteln,  die  in  dem  Werth  von  x  auftreten,  und  brauchen 
die  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Coordinaten  nicht. 

Bonth,  Dynamik.  II.  18 
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Wenn  ß  Wurzeln  aller  ersten  Minoren  der  Determinante  z/  (d)  gleich  m  sind, 
so  verschwinden  die  ersten  ß  Operatoren  auf  der  rechten  Seite  fOx  alle  Werthe 
von  X,  y,  etc.  In  diesem  Fall  sind  daher  alle  Coef&cienten  -M^— i  •  •  •  ^a—ß  ^^' 
So  verliert  der  Ausdruck  fOr  x^  wie  schon  in  §  272  erklärt  wurde,  ß  seiner  höchsten 
Potenzen  von  t. 

Auf  dieselbe  Art  findet  man  die  Constanten,  die  in  y  vorkommen,  wenn  man 
den  in  §  866  ü^  genannten  Operator  statt  TL  benutzt. 

§  371.  Eine  andre  Form  der  Determinante.  Es  gibt  noch  eine 
andre  Form,  in  welcher  man  den  Operator  i7(m)  schreiben  kann  und 
welche  ganz  besonders  vortheilhaft  ist,  wenn  die  Differentialgleichungen 
von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Kehrt  man  zu  dem  Beweis  in  §  368 
zurück,  so  sieht  man,  dass  sich  die  Determinante  i7(p)  als  Differenz 
zweier  Determinanten  schreiben  lässt,  von  denen  die  zweite,  für  ^^(p)  »^  0, 
Null  wird.  Was  die  erste  angeht,  so  kann  man  alle  Elemente  der 
ersten  Yerticalreihe  durch  eine  beliebige  Potenz  von  S  dividiren,  wenn 
man  nur  schliesslich  die  Determinante  mit  derselben  Potenz  von  8 
multiplicirt.  Diese  Elemente  sind  aber  die  Functionen,  welche  die 
Differentialgleichungen  bilden.  Die  in  §  866  gegebene  Regel  lässt  sich 
daher  modificiren,  wie  folgt:  Man  dividire  zuerst  die  Gleichungen  durdi 
eine  beliebige  Potenz  van  S;  bilde  dann  atis  diesen  geänderten  Gleichungen 
auf  die  in  §  366  wngegd>ene  Art  n{m)  und  mtMplicire  schliesslich  die 
Elemente  der  ersten  VerticaJ/reihe  mit  derselben  Potenz  von  S.  Dieser 
modificirte  Operator  heisse  lT(ni).  n(m)  und  lT{m)  unterscheiden 
sich  dann  durch  ein  Vielfaches  von  A(m),  Gibt  es  a  Wurzeln  der 
Gleichung  ^(^)  "==  0,  die  gleich  m  sind,  so  folgt,  dass  alle  Differential- 
quotienten von  Il(m)  und  It(m)  aufwärts  bis  zum  (a  —  l)ten  einander 
gleich  sind. 

§  372.    Die  Gleichungen  seien  z.  B. 

wobei  wir  niir  zwei  Yariabele  nehmen,  um  die  Resultate  abzukürzen. 
Wir  dividiren  jede  Gleichung  durch  i,  und  dann,  zur  Bildung  Ton  n(m), 
durch  8  —  m  und  lassen  die  Reste  weg.  Schliesslich  multipliciren  wir 
wieder  mit  d.    So  erhält  man 


n{m)== 


A,,dx  +  A^Sy-^*^''t^"\    A^m^+B^m  +  (\ 


^  '  «»  I         ««     "     I      -22 


In  dieser  Form  können  die  Elemente  der  ersten  VerticalreihCf  wenn  die 
Gleichungen  vom  zweiten  Grad  sind,  einfach  atis  der  Gleichung  ab- 
geschrieben  werden. 
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Der  Yortheil  der  Form  besteht  darin,  dass  die  Widerstandskräfte, 
welche  von  dem  Potential  B  abhängen  (§  311),  aus  dem  Symbol  n(m) 
yerschwimden  sind  Sie  f&hrt  auch  zur  Methode  der  Multiplicatoren, 
die  in  dem  nächsten  Abschnitt  erklärt  werden  soll. 


d{m)  — 


=  (w  —  !)•  (m  —  3)«. 


§  873.    Beisp.  1.    Die  Gleichungen  seien 

(a«—  SS  +  2)x+{d  —  l)y  =  0\ 

—  (*  —  l)aj +  (d«— 5d  +  4)  y  =  Oj 
Die  Fnndamentaldeterminante  ist  dann 

—  (m  —  1),        w"  —  6m  +  4 

Die  Gleichung  z/  (m)  e=  0  hat  daher  zwei  Wurzeln,  von  denen  jede  gleich  3 
ist;  die  entsprechenden  Glieder  in  dem  Werth  yon  x  sind  daher 

Man  soll  M^  und  M^  durch  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten  ausdrücken. 

Man  bilde  den  Operator  i7(if»)  auf  die  in  §  372  angegebene  Art,  indem  man 
die  Yerticalreihen  aus  den  obigen  Gleichungen  copirt, 

2x—  y 

=  (111— l)|(w  — 4)da;  — *y ^Z-aj+yj 


/T(m) 


dx  — 


m 


ay-fHh_iy  ,^,_5^^4 


tn 


Daraus  ergibt  sich  fOr  mss3, 

n(in)  =^  —  2{dx  -\-  dy  —  X  —  y]f 
dn{m) 


dm 


doj  —  dy  —  rc  +  y. 


:}• 


Femer  ist  für  m=B3, 

z/(m)  =  0,    ^'(w)  =  0,    z/"(m)  =  8,    z/'"(m)  =  24. 
Daher  nach  der  Regel  in  §  370 

4itfi  =  —  2(dx  +  *y  —  «  —  y) 

^M^  +  M^)  =  dx  —  9y-x  +  y 

worin  die  Grössen  auf  der  rechten  Seite  ihren  Anfangswerth  haben. 
Beisp.  2.    Die  Gleichungen  seien 

(*«—  2*)«  — y  =  0 

(2*  —  l)x  +  9^y> 

Man  finde  die  Constanten  in  x^^lMQ'\-Mit-\'-^M^tne  .    Die  Antwort  ist 

2Jlf,  =^dx  +  Sy  +  x  +  y, 
2M^  +  J!f ,  ==  2*05  —  «  +  y,    2itfc  +  itfj  =  da;  +  «. 

§  374.   Die  folgenden  Beispiele  erläutern  die  Anwendung  der  vorstehenden  Sätze 
auf  den  Fall,  in  welchem  die  Differentialgleichung  nur  eine  abhängige  Variable  hat. 
Die  Gleichung  und  ihr  allgemeines  Integral  sei 


:i 


f(9)ce  =  (ÄJ'  + h  A*  +  A)« 


0, 


18' 
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Schreibt  man  m  far  irgend  eine  der  Wurzeln  mj,  m,,  etc.  und  beachtet,  dass 
f(tn)  =  0  ist,  80  wird,  wie  man  leicht  sieht, 

Führt  man  die  Division  aus  und  setzt  t  »=  o,  so  wird  damit  der  Werth  von  M 

durch  die  Anfangswerthe  von  o?,  dx,  etc.,  d^~~^  x  ausgedrückt. 

Die  entprechenden  Formeln  für  gleiche  Wurzeln  lassen  sich  daraus  leicht  ab- 
leiten.   Sie  ergeben  sich  auch  aus  §  370,  wenn  man 

^-A«)    und    ji.A^-A«»)a. 

o  —  tn 

setzt. 

Beisp.  1.     Der  Differentialgleichung  (S*  —  2d'  —  d  -{•  2)x  mm  0  wird  durch 

X  ■»  Mif  genügt.  Die  Anfangswerthe  von  x,  dx^  ä^x  sind  a,  a ,  a";  zu  beweisen, 
dass  2iir s«  2a  -f  a'  —  a"  ist. 

Beisp.  2.    Die   Differentialgleichung  sei  f{d)xmmO   und  f{(S)   enthalte   nur 
grade  Potenzen  von  d.    Die  Glieder  der  Lösung,  welche  von  dem  Paar  einzelner 

Wurzeln  w  ==  i  y —  1  von  f(m)  =  0  abhängen,  sind  x  =  JPcos  xt-^-  Gam  nt;  zu 
beweisen,  dass 

2     m         d"  +  x"  2     m         d*  -f-  x"   * 

ist. 

Beisp.  3.    JL^d*a-f---  ■  -\-  A^^x  -{'  A^x  =^  0  sei  eine  Differentialgleichung. 

Stellt  man  sie  durch  f{d)x='0  dar  und  ist  m  eine  reelle  einzelne  Wurzel  von 

f((Si)s^O^  femer  Me^*  das  entsprechende  Glied  in  dem  Werth  von  a;;  zu  be- 
weisen, dass  die  obere  Grenze  des  Werthes  von  Mf(m)  die  Summe  deijenigen 

Glieder  in  der  Reihe  -4.^d"~^  a;  -f  •  •  -f*  A  ^*  +  A  "^i  welche  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  f{m)  haben.  Es  wird  natürlich  vorausgesetzt,  dass  x,  Sx,  etc.  hier 
ihre  bekannten  Anfangswerthe  haben. 

§876.  Die  folgenden  Beispiele  geben  eine  andere  Methode  zur  Erläuterung 
der  Sätze  dieses  Abschnittes. 

Beisp.  1.  Jeder  erste  Minor  der  Determinante  ^(S)  werde  mit  dem  Buch- 
staben I  bezeichnet  und  der  Index  gebe  das  Element  an,  dessen  Minor  er  ist. 
Ist  g  eine  Wurzel  von  z/  (d)  =  0 ,  so  ist  bekanntlich  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichungen 

a;  =  ÖJ„(3)c«',    y^GI,,{q)e^',    *r=etc., 

worin  G  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Wir  wollen  jedoch  annehmen, 
q  sei  seinem  Werth  nach  unbeschränkt  und  nicht  nothwendiger  Weise  eine  Wurzel 
von  J  (ß)  :=  0.  Man  beweise ,  dass  das  Ergebniss  der  Substitution  der  obigen 
Werthe  von  x,  y,  etc.  in  n{p) 

n(p)  -  g,.r^(g)^ii(i>)~^(l>)-^n(g) 

ist,  worin  p  ebenfalls  seinem  Werth  nach  keiner  Beschränkung  unterliegt. 

Der  Beweis  kann  so  geführt  werden^  dass  man  Il(j>)  m  die  Differenz  zweier 
Determinanten,  wie  in  §  868,  zerlegt  und  dann  in  jede  substituirt. 

Beisp.  2.  Aus  dem  vorigen  Beispiel  leite  man  ab,  dass  n{p)^=0  ist,  wenn 
p  und  42  ungleiche  einfache  Wurzeln  von  J{di)  =  0  bezeichnen.  Sind  aber  p  und 
q  dieselbe  einfache  Wurzel,  so  ist 

JI(p)  =  (?J,,(p)^'(p)e^'. 
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Beisp.  3.  Wenn  ß  Wurzeln  der  Gleichung  z/(d)  =  0  gleich  q  sind,  so  wird 
die  Form  der  Lösung  durch 

<c  -  G,i,M^*  +  •  •  •  +  <?^_i(a/a2y-Mi..(a)«**} 

angegeben  mit  ähnlichen  Ausdrücken  fSr  die  übrigen  Goordinaten.  Sind  femer 
a  Wurzeln  der  Gleichung  z/  (d) »»  0  gleich  p^  zu  beweisen,  dass  das  Resultat  der 
Substitution  dieser  Werthe  der  Goordinaten  in  irgend  eine  der  Determinanten 

J7(j)),  {djdp)  n(p)  .  .  .  {d/dpy*^^  n{p)  NuII  ist,  wenn  p  und  q  ungleich  sind.  Ist 
dagegen  |>  *»  $,  so  erhält  man  die  in  §  866  angegebenen  Resultate. 

Der  Beweis  lässt  sich  so  führen,  dass  man  mittelst  des  Leibnitz'schen 
Theorems  die  Gleichung  in  Beisp.  1,  t-mal  nach  p  und  ^'-mal  nach  q  differenzirt, 
wobei  t  kleiner  als  a  und  j  kleiner  als  ß  ist. 

Beisp.  4.  Wenn  alle  ersten  Unterdeterminanten  von  d(d)  für  einen  speciellen 
Werth  Ton  S  Terschwinden,  so  hängt  die  Lösung  von  einem  doppelten  Typus  £,  ri 
ab,  derart,  dass 

X  =»  Jj, (d)  {,    y  ==  Ji,  (d)  1],  etc. 

ist,  worin  J^^  {9)  die  zweite  ünterdeterminante  von  d{9)  ist,  die  man  durch  Weg- 
lassen  der   beiden   ersten  Horizontal-  und  Yerticalreihen  wie  in  §  278   erhält. 

Man  beweise,  dass,  wenn  man  £  s»  (7^^,  ij  ==  He^^  setzt,  und  unter  G  und  H 
zwei  willkürliche  Constanten  versteht,  welche  in  allen  Werthen  der  übrigen  Goordi- 
naten vorkommen. 


n(p)^G 


q—p 


-Ju{q)^{p) 


1  c«' 

J  ^  —  1 


ist.    Hier  sind  p  und  q  ihrem  Werth  nach  unbeschränkt  und  genügen  nicht  noth- 
wendiger  Weise  der  Gleichung  z/(d)a»0. 

Beisp.  6.    Man  leite  aus  dem  Resultat  in  Beisp.  4  ab,  dass,  wenn  J(d)  zwei 
Wurzeln  gleich  m  hat,  von  denen  eine  alle  ersten  Unterdeterminanten  zu  Null 

macht,  so  dass  aj^JW«"",  y  =N^*  Theile  der  Lösung  sind,  unter  M,  N  un- 
abhängige Constante  verstanden, 


i-z/"(m)itf  =  |^-,    \j"{m)N^ 


dm 


ist,  worin  77,  aus  J{fn)  durch  Weglassen  der  zweiten  statt  der  ersten  Yertical- 
reihe  erhalten  wird  (siehe  §  366).  Es  wird  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  Goordi- 
naten auf  der  rechten  Seite  ihre  Anfangswerthe  haben. 

Beisp.  6.  Die  Gleichung  ^  (d) «-  0  habe  a  Wurzeln  gleich  m  und  die  sämmt- 
lichen  ersten  Unterdeterminanten  ß  Wurzeln,  die  ebenüalls  gleich  m  sind.  Wenn 
man  ans  77 (tu)  eine  neue  Determinante  77' (m)  bildet,  indem  man  eine  beliebige 
Horizontalreihe  und  irgend  eine  Yerticalreihe  mit  Ausnahme  der  ersten  weglässt, 
zu  beweisen,  dass  bei  Substitution  irgend  welcher  Werthe  der  Goordinaten,  die 

den  Differentialgleichungen  genügen  und.  die  Ezponentialgrösse  e^*  nicht  ent- 
halten, in  die  Determinanten  (d/dm)  77' (m),  etc.  (d/dm)P~'^  11* {m)  die  sämmtlichen 
Resultate  Kuli  werden. 


Die  Methode  der  Multiplicatoren. 

§  376.  In  dem  letzten  Abschnitt  haben  wir  gezeigt ,  wie  die  zu 
irgend  einer  Schwingung  gehörige  Constante  bestimmt  werden  kann, 
wenn  die  Differentialgleichungen  von  beliebiger  Ordnung  sind.    Jetzt 
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wollen  wir  untersuchen  ^  welche  Abkürzungen  in  dem  Verfahren  ein- 
treten^ wenn  die  Differentialgleichungen  von  der  zweiten  Ordnung  und 
jener  einfacheren  Art  sind^  wie  sie  gewöhnlich  in  der  Dynamik  vor- 
kommt. 

In  §  310  findet  man  die  Gleichungen  zweiter  Ordnimg  in  voller 
Ausführlichkeit.  So  allgemeine  Formen  jedoch^  wie  diese^  treten  selten 
auf.  Die  beiden  wichtigsten  Probleme  in  der  Dynamik  sind  die,  in 
welchen  wir 

(1)  mit  Schwingungen  um  eine  Gleichgewichtslage  mit  oder  ohne 
Widerstandskräfte  y 

(2)  mit  Schwingungen  um  einen  Zustand  stationärer  Bewegung 
zu  thun  haben. 

In  dem  ersten  Fall  fehlen  die  von  D,  E,  F  abhängigen  Glieder 
in  den  Gleichungen  und  ist  daher  die  Fundamentaldeterminante 
symmetrisch.  In  dem  zweiten  fehlen  die  von  D  und  i^  abhängigen 
Glieder,  dagegen  treten  die  von  den  Gentrifugalkräften  E  abhängigen 
auf.  Die  Widerstandskräfte  B  kommen  in  diesem  Fall  im  Allgemeinen 
nicht  vor. 


§  377.     Wir    können   daher  jene   Bewegungsgleichungen   verein- 
fachen und  ihnen  die  Gestalt  geben 

{AiS'+B,,i  +  c,,)x  +  (^***  + 1;*  +  ^")y  +  etc.  =  o' 

{^*^1eII  "*"  ^")*  +  iA.S'+Sn»  +  C„)y  +  etc.  =  0    • 

+  etc. 


etc. 


+  etc.  =  0^ 


Ihre  Auflösung  ist  bereits  in  den  §§  313  und  317  in  den  folgenden 
Formen  ausgedrückt  worden,  wenn  m^y  m^y  etc.  reelle  Wurzeln  der 
Fundamentaldeterminante  sind, 


a;  =  a?!^''  +  cCjCf^'  +  etc. 

y  =  Vi^'^  +  Vi^*  +  ®tc. 
etc.  =  etc. 


dx/dt  =  x{er^'  +  x^'^*  +  etc. 
dy/dt  =  y^d^''  +  y^^*  +  etc. 
etc.  =  etc. 


Darin  enthalten  Xj^y  j/^,  e^,  etc.,  x^^'y  y^y  z^y  etc.  eine  Integrationsconstante 
als  gemeinschaftlichen  Factor,  x^y  y^y  etc.,  oi^^y  y^y  etc.  eine  andre  Gon- 
stante  u.  s.  w.  Es  sind  dies  die  Constanten,  die  in  den  §§  261,  264  etc. 
L^y  L^y  etc.  genannt  wurden.    Auch  ist  a^'=  x^m^,  yi  =  yitn^  u.  s.  w. 

§  378.    Ist  in  der  Fundamentaldeterminante  ein  Paar  complexer 

Wurzeln  von  der  Form  «»i  =  r  +  pY — 1,  m^^^r—pY —  1  vorhanden, 
so  nimmt  die  vorstehende  Lösung  die  Form 
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X  =  Xi6^'cos|)^  +  Xje^'sini?^  +  a?86^'+  etc. 
y  =  Fie^'cosjp^+  F^c^' sinjp^  +  ^3^'+ etc. 
etc.  =  etc- 

dxjdi  =  Z/c^'  cos  p^  +  Xj  V  sin  |)^  +  a:^'^'  +  etc. 
dyjdt  =  FiV  cos  jp^  +  F^V  sin  1)^  +  ys'ß»»»'  +  etc. 
etc.  =  etc. 

an,  worin  X^  =  rTj  +  ^a;  ^a  =  (^i  —  a:,)]/ —  1  und  X/==  rX^  +  pX^, 
Xj'= — jjXj  +  rX^  ist.  Für  die  Yy  etc.  gelten  natürlich  ähnliclie  Aus- 
drücke. Wir  beachten  dabei,  dass  alle  Goefßcienten  in  den  beiden 
ersten  Yerticalreihen  lineare  Functionen  zweier  Integrationsconstanten 
sind,  die  Coefficienten  der  dritten  Verticalreihe  Vielfache  einer  dritten 
Gonstante  u.  s.  w. 

§  379.  Prüft  man  die  Form  der  Losung  in  dem  letzten  Para- 
graphen, so  erkennt  man,  dass  die  Yerticalreihen  nach  den  Wurzeln 
der  Fimdamentaldeterminante  geordnet  sind.  Jede  Verticalreihe  enthalt 
eine  oder  zwei  willkürliche  Gonstanten,  welche  aus  den  Anfangswerthen 
von  Xy  ffy  etc.  zu  bestimmen  sind.  Wenn  die  ganze  Lösimg  bekannt 
ist,  so  lassen  sich  daher  die  Gonstanten  mit  HüKe  der  gewohnlichen 
Algebra  ermitteln,  wobei  freilich  das  Verfahren  sehr  langwierig  werden 
kann,  wenn  yiele  unbekannte  Gonstanten  vorhanden  sind.  Ist  dagegen 
die  ganze  Lösung  nicht  bekannt,  so  lassen  uns  die  Mittel  der  gewöhn- 
lichen Algebra  im  Stich. 

§  380.  Nimmt  man  z.  B.  an,  man  hatte  nur  eine  Wurzel  der 
Fundamentalgleichung  gefunden,  so  kennt  man  nur  die  Glieder,  die  in 
einer  einzigen  Verticabeihe  stehen.  Die  übrigen  Verticalreihen  hängen 
von  den  anderen  Wurzeln  ab,  die  noch  nicht  ermittelt  sind.  Man  Jcann 
aber  den  Werth  der  Constanten,  die  in  dieser  Verticalreihe  vorkommt, 
dwrch  die  Anfangswerthe  der  Variabden  amdrücken  woUen,  Man  muss 
dann  im  Stande  sein,  die  Grösse  irgend  einer  Schwingung  zu  finden, 
ohne  die  der  übrigen  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zweck  benutzen  wir  die  Methode  der  MuUipUcatoren, 
die  darin  besteht,  gewisse  Multiplicatoren  für  die  Gleichungen  auf- 
zusuchen, welche  den  Werthen  von  Xy  y,  etc.,  dx/dty  dy/dty  etc.  eine 
solche  Gestalt  geben,  dass,  wenn  man  die  Producte  addirt,  alle  Vertical- 
reihen mit  Ausnahme  der  einen  verschwinden,  die  wir  zurückzubehalten 
wünschen.  Ist  dies  geschehen,  so  haben  wir  eine  Gleichung,  welche 
die  zu  ermittelnde  Gonstante  und  die  Anfangswerthe  von  Xy  yy  etc. 
enthalt.     Sie  reicht  zur  Bestimmung  des  Werthes  der  Gonstanten  hin. 

Zwischen  den  Methoden  der  iBolinmg  und  der  Multiplicatoren  besteht  der 
folgende  Unterschied.  Bei  der  ersteren  wird  die  mit  irgend  einem  Glied  in  irgend 
einer  Verticalreihe  verbundene  Gonstante  gefunden,  ohne  dass  man  sich  um  die 
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übrigen  Glieder  in  dieser  oder  irgend  einer  andern  Yerticalreihe  bekümmert. 
Bei  der  letzteren  benutzen  wir  dagegen  alle  Glieder  in  dieser  Yerticalreihe  zur 
Ermittiung  der  einen  Constante.  Bei  der  ersten  Methode  isoliren  wir  irgend  ein 
Glied,  hei  der  letzten  irgend  eine  VerticaJreihe. 

§  881.  Die  richtigen  Multiplicatoren  kann  man  aus  der  Determinante  17  (m) 
ableiten.  Nimmt  man  die  Form  in  §  371,  welche  sich  für  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  am  besten  eignet,  so  erhält  man  durch  Entwicklung 

n (m)  ^  Px+  Qy  +  etc.  +  P'Sx  +  Q'9y  +  etc., 

worin  P,  Q,  etc.  die  Stelle  der  Coefficienten  in  der  entwickelten  Determinante 
vertreten.  In  §  869  wurde  nun  bewiesen,  dass  i7(m)  Null  wird,  wenn  man  für 
X,  y,  etc.  die  Glieder  irgend  einer  Yerticalreihe  der  LOsung  in  §  877  setzt,  die 
von  einer  andern  Wurzel  als  m  abhängt.  Daraus  folgt  sofort,  dass  die  richtigen 
Multiplicatoren  zur  Trennung  der  von  der  Wurzel  m  abhängigen  YerticaJreihe 
von  den  übrigen  Yerticalreihen  P,  §,  etc.,  P',  Q\  etc.  sind. 

Diese  Multiplicatoren  sind  in  Wirklichkeit  Determinanten  und  wenn  viele 
Coordinaten  existiren,  so  mag  es  umständlich  werden,  ihre  Werthe  auszurechnen. 
Auch  die  Coefficienten  der  Yerticalreihe,  welche  von  den  übrigen  getrennt  werden 
soll,  sind  Determinanten.  Diese  beiden  Gruppen  von  Determinanten  sind  mit  den 
Minoren  der  Fundamentaldeterminante  verbunden;  die  erste  mit  den  Minoren 
einer  Yerticalreihe,  die  letzte  mit  denen  einer  Horizontalreihe.  Wenn  die  Differential- 
gleichungen von  der  einfacheren  Art  sind,  welche  in  der  Dynamik  vorkommt  (§  877), 
so  hat  die  Fundamentaldeterminante  eine  gewisse  Symmetrie  um  die  Haupt- 
diagonale. In  diesem  Fall  sind  die  beiden  Determinantengruppen  so  miteinander 
verbunden,  dass  sich  die  gesuchten  Multiplicatoren  als  einfEu^he  Functionen  der 
Coef&cienten  derjenigen  Yerticalreihe  ausdrücken  lassen,  die  wir  abzusondern 
wünschen. 

Anstatt  die  Transformation  von  einer  Determinantengruppe  zu  der  andern 
zu  machen,  verfährt  man  einfacher  unabhängig  davon.  Die  gesuchten  Multipli- 
catoren folgen  sofort  aus  den  beiden  Gleichungen,  die  den  Sätzen  in  dem  ersten 
Abschnitt  des  Kap.  7  (siehe  §  816)  zu  Grund  gelegt  wurden.  Da  die  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Gleichungen  einfacher  als  die  in  dem  erwähnten  Abschnitt 
sind,  so  werden  die  Beweise  dieser  beiden  Theoreme  in  dem  nächsten  Paragraphen 
kurz  zusammengefasst.  Die  Definitionen  der  Functionen  Äy  B,  C  (§811)  werden 
ebenfalls  dem  speciellen  Grebrauch,  den  wir  jetzt  von  ihnen  machen  wollen, 
angepasst. 

§  382.  Substituirt  man  die  Glieder  in  der  ersten  Yerticalreihe 
der  Ausdrücke  für  x,  y,  etc.  in  §  377  in  die  Differentialgleichungen, 
so  erhält  man  eine  Gruppe  von  Gleichungen;  welche  sich  von  den 
Differentialgleichungen  nur  dadurch  unterscheidet^  dass  m^  an  der  Stelle 
von  ä  und  Xj^y  y^,  etc.  an  der  Stelle  von  x,  y,  etc.  steht.  Zuerst 
multiplicire  man  sie  bezüglich  mit  x^^y^^  etc.  und  addire  die  Resultate; 
die  Summe  lässt  sich,  wie  in  §  314;  kurz  so  schreiben 

A{x^x^m^'\-  B{x-^x^m^  +  C{x^x^  =  0. 

Alsdann  multiplicire  man  diese  letzteren  bezüglich  mit  x^yy^y  etc.  und 
addire  die  Resultate.  Der  Summe  kann  man,  wie  in  §  316;  der  Kürze 
wegen  die  Form  geben 

A{x-^x^m^^+  B(x^x^)m^  +  G{x^x^)  =-=  E{x^y^m^. 
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Die  Functionssymbole  J.,  B,  C  bezeichnen,  wenn  auf  das  Symbol 
das  Argument  der  Function  nicht  folgt,  Functionen  der  Goordinaten 
X,  y,  gf  etc.  und  wurden  in  §  311  definirt.    So  ist 

^  =  4  Ai^'+  ^n^y  +  |^2y*H —  7 

C=^  C,,x^+  C^xy  +  \  C„j^+  .... 

Sind  die  Di£ferentialgeichungen  gegeben,  so  empfiehlt  sich  die 
folgende  Regel  zur  Ermittelung  von  Äy  B,  G:  Man  mtütiplidre 
die  Gleichungen  mit  x,  y,  z,  etc.  und  addire  die  Produde,  indem  man  den 
Operator  S  wie  einen  algebraischen  Factor  behandelt  Die  halben  Coeffi- 
cienten  der  Potenzen  von  d  sind  die  Ifmctionen  Ä,  B,  C. 

Wenn  man  für  die  Variablen  x  y,  Zy  etc.  irgend  welche  Grössen 
zu  substituiren  wünscht,  so  setzt  man  wie  gewöhnlich  diese  Grössen 
in  Klammem  hinter  das  Functionssjrmbol  und  schreibt  also 

Ä(x^x^)  =  ^  Ä^^x^^  +  Ä^^x,y^  +  ^^aVH 

und  ähnlich  für  B{x^x^  und  C{x^x^, 

Wir  verallgemeinem  dann  diese  Ausdrücke  imd  setzen  der  Kürze 
wegen  (§  316) 

A{x^x;)  =  I  A^^x^x^  +  \  A^  {x^y^  +  x^y^)  +  \  A^^ViV^  H • 

§  383.  Satz  A.  Die  MuUiplicaloren  zu  bestimmen,  wenn  die 
Fundamentaldeterminante  symmetrisch  ist  und  die  Widerstandshräße 
nicht  fehlen. 

%,  m^  seien  irgend  zwei  Wurzeln  dieser  Determinante.  Nach 
§  382  ist  dann,  da  die  von  E  abhangigen  Glieder  nicht  auftreten. 


A(xiOo^)m^^  +  B(a^Xi)mj^  +  G(x^x^)  =  0 
A(xiX^)m^^'\-  B{x^x^m^  +  C{x^x^)  =  0 


(!)• 


Eliminirt   man  B  und  G  nacheinander   aus   diesen  Gleichungen, 
so  wird 

A(XiX^)mj^m2=  G{x^x^ 


(2), 


es  sei  denn,  dass  m^  und  m^  dieselbe  Wurzel  wären. 

Jede  dieser  Gleichungen  unter  (2)  kann  zur  Ermittlung  der  ge- 
suchten Multiplicatoren  benutzt  werden.  Man  erhalt  so  zwei  Gruppen 
von  MtMiplicaioren.  Wir  wollen  die  erste  Gleichung  wählen,  da  sie 
einfachere  Resultate  liefert. 
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Wenn  in  der  Fundamentaldetermmante  ein  Paar  complexer  Wurzeln 

vorkommt,  z.  B.  w^  =  r  +  j?]/ —  1,  Wj  =  r  — jj]/ —  1,  und  wenn  m^ 
irgend  eine  andre  Wurzel  ist,  so  liefert  die  erste  Gleichung  (2) 


Ä(x^Xj,)  (r  —  py=^)fn^  =  C{x^Xs) 


(3). 


Erinnert  man  sich,  dass  Ä  und  C  lineare  Functionen  sind,  so  findet 
man  durch  Addition  und  Subtraction 


(4), 


Ä{X,'x,)m,^C(X,x,y 
Ä(X,%)fn,^C(X,x,)^ 

worin  Z^,  X/;  X^,  X^'  die  ihnen  in  §  378  gegebene  Bedeutung  haben. 
Die  Function  A{x^x^  lässt  sich  oflFenbar  aus  dem  Potential  A{Xj^Xy) 
auf  die  folgende  Art  ableiten 

^A(x^x^)  —  x^  —^^ [-  y^  —^^ 1 , 

worin  selbstverständlich  A{x^x^  (§  382)  den  Werth  von  A(xx)  oder 
von  A  darstellt,  wenn  man  x^,  y^y  etc.  statt  x,  y,  etc.  setzt.  Die 
Functionen  B  und  G  können  auf  dieselbe  Art  behandelt  werden. 

Die  richtigen  Multiplicatoren  lassen  sich  nun  unmittelbar  ableiten. 

In  den  Losungen,  die  in  §  377  gegeben  wurden,  multiplicire  man 
die  Ausdrücke  für  x,  y,  etc.  mit  — dC/dXy  — dC/dy,  etc.,  nachdem 
man  in  diesen  Multiplicatoren  x^,  y^,  etc.  statt  x^  y,  etc.  geschrieben 
hat;  ebenso  multiplicire  man  die  Ausdrücke  fOr  dx/dt,  etc.  mit 
dA/dx,  etc.,  nachdem  man  oo^^y  y^',  etc.  für  x,  y,  etc.  in  diesen  Multipli- 
catoren gesetzt  hat.  Schliesslich  addire  man  die  Producte;  alsdann  ist 
in  Folge  der  ersten  der  Gleichungen  (2),  da  a^'=%a:i,  yi'=%yi,  etc. 
ist,  die  Summe  jeder  Yerticalreihe  mit  Ausnahme  der  ersten  NulL 

Haben  wir  complexe  Wurzeln  in  der  Fundamentaldeterminante, 
so  nehmen  wir  die  Lösung  in  §  378.  Behandelt  man  sie  auf  dieselbe 
Art,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (4),  dass  alle  Yerticalreihen 
mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  verschwinden.  Wiederholt  man  das 
Verfahren  für  die  zweite  Verticalreihe,  so  verschwinden  wieder  alle 
Yerticalreihen  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten. 

§  384.  Die  Begd  lässt  sich  zusammenfassen,  wie  folgt: 
Die  Fundamentaldeterminante  möge  symmetrisch  sein  und  die 
Widerstandskräfte  nicht  fehlen.  Es  werde  verlangt,  nach  der  Methode 
der  Multiplicatoren  irgend  eine  gegebene  Yerticalreihe  von  den  übrigen 
zu  trennen.  Die  richtigen  Multiplicatoren  für  die  Goordinaten  sind  die 
Werfhe  von  dC/dXy  dC/dy,  etc,,  na^ahdem  man  statt  x,  y,  etc.  in  diese 
Multiplicatoren  die  entsprechenden  Coeffkienten  der  VerticcJreihe,  die  man 
heizubehalten  wünscht,  substituirt  hat.  Die  richtigen  Multiplicatoren  für 
^ie  Geschtvindigkeiten  sind  die   Werthe  von  —  dA/dx,  —  dA/dy,  etc., 
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fKichdem  man  staM  x,  y,  etc.  in  diese  Multiplicatoren  die  entsprechenden 
Coefficienten  der  Verticdlreihe  der  Geschwindigkeiten,  welche  man  bei- 
zubehalten wünsdht,  eingesetzt  hoit.    Schliesslich  addire  man  die  Produde. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Gleichung^  welche  die  Anfangs- 
werthe  der  Goordinaten  mit  der  Gonstanten  verbindet,  die  zu  irgend  einer 
Yerticalcolumne  gehört.  Da  die  Anfangswerthe  willkürlich  sind^  so 
kann  keine  der  beiden  Seiten  der  Gleichung  vollständig  verschwinden, 
wenn  die  sämmtlichen  Multiplicatoren  nicht  selbst  verschwinden.  Der 
Goefßcient  der  Exponentialgrösse  auf  der  rechten  Seite  kann  daher  nur 
in  diesem  einen  Fall  Null  werden. 

Die  Multiplicatoren  femer  können  nur  dann  sämmtlich  verschwinden, 
wenn  die  quadratischen  Formen  C  und  Ä  ebenfalls  für  gewisse  endliche 
Werthe  der  Goordinaten  verschwinden.  In  der  Dynamik  ist  aber  die 
Function  Ä  dieselbe  Function  der  Goordinaten,  wie  die  lebendige  Eraft 
eine  solche  der  Geschwindigkeiten  ist.  Es  ist  daher  unmöglich,  dass  Ä 
für  irgend  welche  endliche  Werthe  der  Goordinaten  verschwindet. 

§  386.    Beispiel.    Wir  wollen  die  Gleichuiigen 

(d«+.a+l)a;+|(*-|)y-0 

betrachten.  Die  Determinante  der  Lösung  reducirt  sich,  wie  man  leicht  sieht, 
auf  «I* —  —  «—  0. 


1  ^r- 

Man  hat  daher,  wenn  man  m  f^  -^yb  setzt, 

a;  =»  a?je™'  +  rc,e""""  +  X^  cos  mt  +  X^  sin  mt 


!• 


y  =  y^ c^'  +  y,c"""*'  +  Tj  cos  mt  +  Y^  sin  mt 

1 


dx/dt  =  mx^^*  —  mx^e   "*'  +  mX^  cos  mt  —  mX^  sin  mt 
dy/dt  =  mpi  c^'  —  wy,  c"" "*'+«»  Y4  cos  mt  —  mY^  sin  mt 


Multiplicirt  man   femer   die  Gleichungen   mit  x  und  y  und  nimmt  die  halben 
Coefficienten  der  Potenzen  von  ^,  so  erhält  man 

Wir  wollen  nun  die  Coefficienten  x^ ,  y^  durch  die  Anfangsbedingungen  aus- 
drücken. Der  Regel  folgend,  multipliciren  wir  x  und  y  mit  den  Differential- 
quotienten  von  C,  nachdem  wir  o?!,  y^  für  a;,  y  in  den  Multiplicatoren  gesetzt 
haben.  Die  Geschwindigkeiten  multipliciren  wir  mit  den  negativen  Differential- 
quotienten von  J.,  indem  wir  in  den  Multiplicatoren  mx^  und  my^  fvocx  und  y 
setzen.    Schliesslich  addiren  wir  die  Resultate.    Man  erhält  so 


dx  dy 


Setzt  man  t  ==  0,  und  gibt  a;,  y  und  ihren  Geschwindigkeiten  ihre  bekannten 
Anfangswerthe^  so  erhält  man  eine  Gleichung  zur  Ermittlung  der  Constanten 
Xij  y^.    Da  ihr  Yerhältniss 


284  Kapitel  Yin.    Bestiminung  der  Gonstanten. 

y^  m«+  m  +  1  i  * /- 

aus  der  ersten  Gleichung  bekannt  ist,  so  ergibt  sich  x^^  y^  leicht. 

Wünscht  man  die  Goefficienten  der  trigonometrischen  Glieder  zu  finden,  so 
benutze  man  entweder  zwei  Gruppen  von  Multiplicatoren,  weil  die  beiden  imagi- 
nären Exponentialgrössen  sich  in  dem  trigonometrischen  Glied  Termischt  haben; 
oder  ersetze  die  trigonometrischen  Glieder  durch  ihre  imaginären  Exponential- 
grössen und  suche  die  Goefficienten  einer  jeden  mittelst  eines  einzigen  Systems 
von  Multiplicatoren.    In  dem  ersten  Fall  ist  das  eine  System  von  Multiplicatoren 

und  das  andre 

"^4— -4^4»    —i^A+  -4;  ^AJ    +»«^»    +mY^. 

§  386.  Satz  B.  Die  MuUipUcatoren  m  bestimmen  y  wenn  die 
Fundamentaldeterminante  symmetrisch  ist  und  die  Widerstandskräfte  fehlen. 

Dieser  Satz  ist  zwar  eigentlich  in  dem  letzten  enthalten^  da  aber 
das  Fehlen  der  Function  JB  eine  bedeutende  Vereinfachung  zur  Folge 
haty  so  ist  es  der  Mühe  Werth^  den  Fall  gesondert  zu  untersuchen. 

Weil  die  Widerstandskräfte  fehlen;  so  treten  nur  grade  Potenzen 
von  S  in  den  Gleichungen  auf.  Für  jede  Wurzel  der  Fundamentaldeter- 
minante existirt  daher  eine  andere^  welche  der  Grösse  nach  ihr  gleich  ist, 
aber  ein  anderes  Vorzeichen  hat.  Sind  A  und  G  definite  Functionen  und 
haben  sie  dasselbe  Vorzeichen,  so  sind  diese  Wurzeln  von  der  Form 

ii^y — 1-  Wählt  man  diesen  Typus,  so  kann  man  die  Gleichungen 
in  §  378  schreiben 

a;  =  Xi  cosjj^  +  X^  Bmpt  +  a^je^'*-}-  •  •  •,  etc.  =  etc., 
dx/dt  =  X/  üospt  +  Xg'  ^pt  +  Xg'^'  +  •  •  •;  etc.  =  etc. 

Dabei  ist  mit  Ausnahme  des  Falles,  in  welchem  gleiche  Wurzeln 
vorkommen, 

^  =  -j^  =  etc.  =  _^.  «=  _  y.  *=  etc.  =  Hy 

weil  die  Verhältnisse  der  Goefßcienten  einer  Exponentialgrösse  durch 
die  Minoren  der  Fundamentaldeterminante  ausgedrückt  wurden  und 
diese,  da  sie  nur  grade  Potenzen  von  m  enthalten,  sich  nicht  ändern, 
wenn  die  Exponenten  der  Grosse  nach  gleich,  aber  von  verschiedenem 
Vorzeichen  sind. 

Hier  steht  H  für  die  Gonstante  in  der  zweiten  Verticalreihe  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichungen,  während  die  Gonstante  in  der  ersten 
Verticalreihe  als  Factor  in  X^,  Ti,  etc.,  X^',  I^',  etc.  enthalten  ist. 

Da  die  Function  B  Null  ist,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  (2) 
des  §383  auf  A{(c^x^^^Oy  Cix^x^^^Oy  ausgenommen,  wenn 
»«1  =  +  »4    ist.      Bei    einem    Paar    complexer    Wurzeln,    wie    z.  B. 


Die  Methode  der  Muliiplicatoren  (§  385—388).  285 


w^  =  r  +  i> V— ~i ,  Wj  =  r  —  pY —  1 ,  combinirfc  mit  einer  dritten 
Wurzel  m^f  hat  man  genau  ^  wie  in  jenem  Paragraphen^ 

§  387.  Zur  Ableitung  der  richtigen  Multiplicatoren  kann  sowohl 
die  Function  J.  als  C  dienen.  Wir  erhalten  so  zwei  Gruppen  von 
MidtipUcatoren.  Welche  die  geeignetste  isty  hängt  von  der  Form  von  A 
tmd  C  ab. 

Enthalt  eine  dieser  Functionen  nur  die  Quadrate  der  Goordinaten, 
d.  h.  hat  sie  die  Form 

ax*  +  6j^  +  Cie?*  +  •  •  • , 

so  sind  offenbar  ihre  Differentialquotienten  yiel  einfacher,  als  wenn 
auch  Glieder  mit  den  Producten  der  Coordinaten  auftreten.  Die  Multipli- 
catoren ergeben  sich  aus  diesen  Differentialquotienten  und  sind  daher 
auch  einfacher.  Diejenige  Function  wird  mithin  zu  wählen  sein,  welche 
die  wenigsten  Glieder  mit  Producten  der  Coordinaten  hat. 

Wählt  man  die  Function  Ä,  so  dient  die  folgende  Regel  zur  Er- 
mittlung der  Multiplicatoren.  Es  werde  verlangt,  von  den  übrigen 
eine  specielle  Schwingung  zu  trennen,  sagen  wir,  die  beiden  Yertical- 

reihen,  welche  die  Phase  pt  enthalten.     Die  richtigen  Multiplicatoren 

dÄ     dA 
für  die  Coordinaten  x,  y,  etc.  sind  die  Werthe  von  -g— ,  -g— ,  etc.,  nadi- 

dem  man  fwr  x,  y,  etc.  in  diese  Multiplicatoren  die  Coefficienten  einer 
der  beiden  Verticalreihen  substituirt  hat,  welche  die  Phase  pt  enthalten. 
Durch  Addition  dieser  Produde  erhält  man  eine  Gleichung,  aus  welcher 
alle  Schwingungen  mit  Ausnahme  der  einen,  die  man  beizubehalten  wünscht, 
verschtvunden  sind.  Dieselben  Multiplicatoren  Tcann  man  nun  für  die 
Geschwindigkeiten  benutzen  und  kommt  so  durch  eine  zweite  Addition  zu 
einer  weiteren  Gleidiung  derselben  Art. 

Die  beiden  so  gefundenen  Gleichungen  lassen  sich  schreiben 

X  ^^§;^  +  etc.  =  2A{X^X;)[coBpt  +  H%mpt], 

51  — Q-^       +  ötc.  =  2A{XiX^[Hp  co^pt  — p  smpt]. 

Setzt  man  entweder  vor  oder  nach  der  Benutzung  der  Multipli- 
catoren ^  =»  0,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  H 
und  der  zweiten  in  X^,  Y^,  etc.  enthaltenen  Constanten. 

§  388.  Eine  l^gel  zur  Auffindung  der  Functionen  A  und  C, 
wenn  die  Differentialgleichungen  bekannt  sind,  wurde  schon  in  §  382 
gegeben.  Bei  der  Benutzung  der  Lagrange 'sehen  Methode  ist  es 
jedoch  manchmal  vortheilhafter,  von  dem  Ausdruck  für  die  lebendige 
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Kraft  und  die  Eräfbefimction  auszugehen,  aus  welchen  diese  Gleichungen 
abgeleitet  wurden.  Aus  Bd.  1  ist  ersichtlich ,  dass  die  doppelte 
lebendige  Kraft 

ist.  Die  Function  Ä  entstand  daher  aus  T  lediglich  durch  Weglassen 
der  Accente  an  den  Goordinaten.  Die  Function  C  ist  selbstverständlich 
dieselbe ,  wie  die  in  Bd.  1  definirte  Function  Uq —  U. 

§  389.  Satz  C.  Die  MuÜipliccUoren  zu  bestimmen,  wenn  die 
Widerstcmdshräfle  fehlen,  die  Determinante  aber  durch  die  Centrifugcd- 
hräfte  zu  einer  schiefen  wird. 

Aus  den  Bewegungsgleichungen  in  §  377  bilden  wir  die  Determi- 
nante,  die  wir  ,,Fundamentaldeterminante^^  genannt  haben.  Sie  auf- 
zuschreiben ist  nicht  nothig,  da  ihre  Gestalt  sich  unmittelbar  aus  den 
Gleichungen  ergibt.  Sie  ist  überdies  ausfiihrlich  in  §  312  angegeben 
worden. 

Setzt  man  in  dieser  Determinante  —  S  statt  S,  so  sind  die  Horizontal- 
reihen der  neuen  Determinante  dieselben  wie  die  Yerticalreihen  der 
alten,  die  Determinante  bleibt  also  imvenuidert.  Wird  sie  entwickelt, 
so  enthält  sie  nur  grade  Potenzen  von  i,  ihre  Wurzeln  treten  mithin 
paarweise  auf.  Wir  nehmen  daher  als  Normalform  der  Lösung,  statt 
der  in  §  378,  die  Ausdrücke 

a;  =  Xj  cos  pt-^X^  mipt  +  x^(S^^  -| 

y  =  Fl  cospt  -|-  Y^  sin|}<  -f-  ys^^''-}-  •  •  •        •     •    (1), 

etc.  =  etc. 

dx/dt  ==  X/ cos  p^  +  X^^mpt-^-  x^e^*^ -| 1 

dyjdt  =  Y;  Gospt  +  F,'  smpt  +  y/c^'  H J     *     '    ^  ^* 

Darin  stellen  die  beiden  ersten  Yerticalreihen  die  gewohnliche 
Form  einer  Hauptschwingung  und  die  dritte  irgend  eine  andre  Form 
vor.  Wenn  Gentrifugalkräfte,  d.  h.  die  Glieder,  die  von  E  abhängen, 
auftreten,  so  enthalten  die  Minoren  der  Fundamentaldeterminante  nicht 
lediglich  grade  Potenzen  von  d.  Die  Folge  ist,  dass  die  Goefficienten 
in  der  zweiten  Yerticalreihe  nicht  nothwendiger  Weise  in  demselben 
Yerhältniss  zu  denen  in  der  ersten  zu  stehen  brauchen. 

Da  die  Function  B  fehlt,  so  bestehen  nach  §  382  die  Gleichimgen 

Ä{x,x^)m^  -f  C(x,x^)  ^  =  E{x,y^)      \ 

?  ....    (3). 

Ä(XiXi)mi  +  G(x^^^)  —  =  —  Ei^iVi)] 

Addirt  man  sie,  um  das  Functionssymbol  E  jEii  eliminiren,  so  er- 
gibt sich 

Ä(XiOo^)mi  m^  -j-  CQc^a^)  =  0 (4), 

den  Fall  ausgenommen,  in  welchem  m^  =  —  m^  ist. 
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(5) 


Wir  bemerken  ferner^  dass  nach  §  382 

A(x^x^m^^  +  G{x^x^  =  0  J 
ist. 

Wir  hätten  auch  statt  der  Function  E  die  Function  A  oder  C 
aus  den  Gleichungen  (3)  eliminiren  können;  in  jedem  Fall  lässt  sich 
eine  Begel  zur  Ermittlung  der  MtdUpliccUoren  ableiten;  die  einfachste 
Begel  findet  man  jedoch  difrch  EliminaMon  der  Function  E. 

Die  Formel  (4)  stimmt  mit  der  in  §  383  unter  (2)  angegebenen 
bis  auf  das  Vorzeichen  von  Ä  überein.  Verfährt  man  daher  ebenso 
wie  in  diesem  Paragraphen,  so  erhält  man  eine  entsprechende  Regel 
für  die  Ableitung  der  Multiplicatoren. 

Statt  der  Gleichungen  (3)  in  §  383  haben  wir  jetzt,  da  r  =  0  ist, 


Ä(x^x^)pm^y-^  +  Gi^i^^)  =  0 


(6). 


in 


—  Ä{x^x^)pm^y—l  +  C{x^x^)  =  0 

Beachtet  man,  dass  Ä  und  C  lineare  Functionen  der  Buchstaben  mit 
irgend  einem  Index  sind,  so  ergeben  sie  durch  Addition  und  Subtraction 

Ä{X^\)m,+  C{X,x^)  =  0 
Ä(X^'x,)m,+  C{X^x,)  =  0;  ' 

worin,  wie  früher,  Z  =  iTj  +  ir^,  X^=  (x^  —  x^)y —  1,  Xi'= pX^, 
Xj'=  — jpX^  ist. 

Setzt  man,  in  den  Gleichungen  (5),  m^^^pY — 1,  Wg^^ — pV — ^9 
so  findet  man  durch  Subtraction 

Ä(X^' X^')  +  C(X^X^)  =  0 (8). 

§  390.  Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  nun  die  folgende  Art 
der  Ableitung  der  Multiplicatoren. 

Die  Widerstandskräfte  mögen  fehlen  und  die  Pundamentaldeter- 
minante  sei,  aber  nur  in  Folge  der  Centrifugalkräfte,  schief.  Man  soll 
irgend  eine  Hauptschwingung  von  den  anderen  trennen.  WäMt  m^n 
eine  der  beiden  Verticah-eihen  aus,  wdche  die  Schwingung  bilden,  so  sind 
die  richtigen  Multiplicatoren  für  die  Coordinaten  x,  y,  etc.  die  Werthe 

von  Q->  g~j  ^fc-j  nachdem  man  in  diese  Multiplicatoren  für  x,  y,  etc. 

die  entsprechenden  Coefficienlen  in  der  gewählten  Verticalreihe  substituirt 
hat     Die  richtigen  Multiplicatoren  für  die  GeschumdigTceiten  sind  die 

Werthe  von  ^  >  -q— >  ^'j  nachdem  mcm  in  diese  Multiplicatoren  für  x,y,  etc. 

die  entsprechenden  Goefficienten  dieser  GeschunndigJceiten  in  der  gewählten 
Verticalreihe  substituirt  hat  Schliesslich  werden  aUe  Froduäe  addirt. 
Aisdarm  wiederholt  man  das  Verfahren  mit  den  Goefficienten  der  zweiten 
der  beiden  Verticalreihen,  welche  die  Schwingung  bilden. 
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In  Folge  der  Gleichungen  (5)  und  (8)  ergibt  sich,  dass  bei  jedem 
solchen  Verfahren  alle  Verticalreihen  mü  Ausnahme  einer  einzigen  aus 
der  Schlusssumme  verschwinden.  Ein  bemerkenswerther  Unterschied 
besteht  jedoch  zwischen  den  Verticalreihen,  welche  reelle  Exponential- 
grossen  und  denen,  welche  trigonometrische  Ausdrücke  enthalten. 
Operirt  man  mit  den  in  die  Multiplicatoren  eingesetzten  Coefficienten 
einer  der  ersteren,  so  verschwindet  die  eugehörige  Verticdl/reihe  nicht; 
operirt  man  dagegen  mit  den  Coefficienten  einer  der  letzteren,  so  ist 
es  die  Verticakeihe  selbst,  deren  Coeffidenten  benutzt  wurden,  die  nicht 
verschwindet 

§  S91.    Beispiel.    Man  betrachte  die  Gleichungen 

(*•— 8)aj+|/6*y  =  0| 

Wie    man    leicht    sieht,    reducirt    sich    die   Fundamentaldeterminante    auf 
fn*^  16  »  0.    Man  hat  daher 

ic  =  Xi  cos  2«  +  X,  sin  2t  +  «,«*'+  «i«""*'!  ^ 

y  =-  r^  cos  2t  +  r,  sin  2t  +  yi^^+  y*«"*''  ' 

dx/dt  =  22,  cos  2t  —  2^1  sin  2t  +  2a:,c*'—  %x^e^^^\  ^ 

dy/dt^^Y.  cos  2t  — 2 Fl  sin  2t  +  2yjC*'— 2^^«"*')  ' 


worin 


ist. 

Multiplicirt  man  femer  die  Gleichungen  (§  «82)  mit  a;,  y,  addirt  und  nimmt 

die  Hälfte  der  Coefficienten  der  Potenzen  von  d,  so  erhalt  man 

^  «  i  («•+  y«),       C=  I  (-  8rc«+  2y»). 

Die  richtigen  Multiplicatoren  ergeben  sich  nach  §  390  aus  der  Formel 

dö  .      dC      dx  dÄ       dy  gJ. 
^dx'^'^dy'^dtdx'^dt  dy' 

|2=-8.,    ^-2y.    ^-o:.    ^-y. 

Hat  man  nun  die  VerticaJreihe  gewählt,  deren  Coefficienten  in  den  Multiplicatoren 
benutzt  werden  sollen,  so  ergibt  sich  aus  §  390,  dass  der  richtige  Multiplicator 
für  die  erste  Gleichung  minus  acht  mal  der  Coefficient  der  Verticalreihe  in 
dieser  Gleichung  ist;  der  richtige  Multiplicator  für  die  zweite  Gleichung  zweimal 
der  Coefficient  in  dieser  Gleichung  und  die  richtigen  Multiplicatoren  für  die  dritte 
und  vierte  Gleichung  die  Coefficienten  selbst  in  diesen  Gleichungen  sind. 

Wir  woUen  zuerst  x^,  y^^  suchen.  Weil  die  vierte  Verticalreihe  eine 
reelU  Exponentialgrösse  enthält,  so  operiren  wir  mit  den  Coefficienten  der  zu- 
gehörigen Verticalreihe.    Die  Multiplicatoren  sind  daher  ^  =  —  «^» »  ^  =  2y, , 

^  ^  2a;.      1^  —  2y, .    Daraus  findet  man 

dx  "     dy        ""^ 
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drückt  man  x^  durch  y^  aus  und  setzt  ^«»0,  so  ergibt  sich 

woraus  man  y^  als  Function  der  Anfangswerthe  der  Coordinaten  und  ihrer  An- 
fangsgeschwindigkeiten erhält. 

Alsdann  suchen  wir  Z^,  X, .  Nimmt  man  die  CoefEcienten  der  ersten 
Yerticalreihe,  so  sind  die  Multiplicatoren 

^^-     8X     ^^=2r    ^^~2X.    ^^-ar 

Da  diese  Verticalreihen  trigonometrische  Ausdrücke  enthalten,  so  verschwindet, 
wie  wir  wissen,  wenn  wir  mit  den  Coefßcienten  der  einen  Verticalreihe  in  den 
Multiplicatoren  operiren,  die  andere  Verticalreihe.  Berücksichtigt  man  daher  keine 
andere  Yerticalreihe  ausser  der  ersten,  so  hat  man 

^SX^x+  2riy  +  2X,  dx/dt  +  ^Y^  dy/dt  ^  16(Xi*  +  X,«)  cos  2t; 

substituirt  man  für  T^  und  F,  und  setzt  t  =  0,  so  ergibt  sich 

—  8X1«  —  2|/6X,y  +  2X,  dx/dt  +  2y%X^  dy/dt  =  16(Xi*+  X,*). 

Verfährt  man  auf  dieselbe  Art  mit  den  Coefßcienten  der  zweiten  Vertical- 
reihe, so  erhält  man 

—  8X,a;  +  2r,y  — 2Xi  dx/dt  —  ^T^  dy/dt  ^  16(Xi*+ X,*)  sin  2t; 
und,  setzt  man  ein,  wie  zuvor, 

— 8X,aj  + 2}/6  XjV  —  2Xidj;/(Jt  + 2}/6X,<Jy/<it  =  0. 

Die  Gleichungen  bestimmen  X|  und  X,  als  Functionen  der  Anfangswerthe  von 
x^  y  und  ihrer  Differentialquotienten. 

§  392.  Satz  D.  Wdche  Wirkung  haben  gleiche  Wurjsdn  a/uf  die 
gegd>enen  Begdn? 

Wenn  gleiche  Wurzeln  in  der  Fundamentaldeterminante  yor- 
kommen,  so  bedarf  es  nur  einer  geringen  Abänderung  unserer  Sätze. 
Wir  wollen  uns  auf  die  allgemeine  Losung  in  §  377  beziehen  und 
annehmen,  es  seien  z.  B.  drei  Wurzeln  gleich  m^  vorhanden.  Betrachtet 
man  sie  als  Grenzen  der  ungleichen  Wurzeln  m^  m^  -(~  ^;  ^1  ~{~  h  ^ 
kann  man  die  genannte  Losung  in  der  Form 

X  =  x,^'+  G^(x,ir^^  +  H^{x,€r^^^  +  x^^*^+  . . ., 
ecc.  ""  ■  CuC.  • 

etc.  »=  etc. 

sehreiben,  worin  fl?/=  ^w^,  x^'=  x^m^y  etc.  und  G,  JJ  zwei  Constanten 
sind,  die  noch  zu  der  einen  in  x^y  y^,  etc.  enthaltenen  hinzukommen. 

Zwei  Fragen  lassen  sich  jetzt  stellen:  (1)  Wenn  wir  gewisse 
Multiplicatoren  benutzen,  um  eine  Verticalreihe  auszusondern,  die  von 
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einer  einzelnen  Wurzel,  wie  z.  B.  m^  abhängt,  werden  dann  auch  jetzt 
noch  die  Verticalreihen,  welche  von  anderen  gleichen  Wurzeln  wie 
z.  B.  m^  abhängen  und  daher  Potenzen  von  t  als  Factoren  enthalten, 
verschwinden? 

(2)  Was  fdr  Multiplikatoren  muss  man  benutzen,  um  die  drei 
Verticalreihen,  welche  zu  den  drei  gleichen  Wurzeln  gehören,  von  den 
übrigen  zu  sondern? 

§  393.  Was  die  erste  Frage  angeht,  wollen  wir  annehmen,  es 
solle  die  vierte  Verticalreihe  der  Gleichungen  in  §  392  von  den  übrigen 
getrennt  werden  und  wollen  die  nämlichen  Multiplicatoren  gebrauchen, 
wie  früher,  als  keine  gleichen  Wurzeln  vorhanden  waren.  Da  die  drei 
ersten  Verticalreihen  in  dem  aUgemeinen  Fall,  wenn  h  \md  h  be- 
liebige Werthe  haben,  verschwinden,  so  müssen  sie  offenbar  auch  dann 
verschwinden,  wenn  h  und  k  unbegrenzt  klein  sind.  Daraus  schliessen 
wir,  dass  jede  VerUcalreihe,  welche  von  einer  einednen  Wurzel  abhängt, 
sich  na>ch  den  früheren  Segeln  absondern  lässt 

Man  nehme  z.  B.  die  in  Satz  A,  §  383  gegebene  Regel.  Um  die 
vierte  Verticalreihe  abzutrennen,  multipliciren  wir  die  Gleichungen  mit 

dC(x^x^/dx^y  etc.,     — dA{x^x^)/dx{y  etc. 

und  addiren  die  Producte.  Da  die  drei  ersten  Verticalreihen  ver- 
schwinden müssen,  so  haben  wir 

C{x^x^)  —  A{x;x;)  =  0 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  folgen  offenbar  auch  durch  ein  einfaches 
Verfahren  aus  der  ersten. 

§  394.  Bei  der  zweiten  Frage  handelt  es  sich  um  die  Multiplica- 
toren, welche  die  drei  ersten  Verticalreihen  von  den  übrigen  trennen 
sollen.  Man  erhalt  sie  mit  Hülfe  der  obigen  Gleichungen.  Da  nämlich 
W4  irgend  eine  andre  Wurzel  imd 

ist,  so  braucht  man  nur  die  durch  die  Coefficienten  von  x^j  y^,  etc. 
in  diesen  Gleichungen  angegebenen  Multiplicatoren  zu  benutzen.  Die 
Regel  lässt  sich  so  fassen: 

Man  mülUplicire  die  Gleichungen  mit  den  richtigen  Faderen  für 
die  erste  Verticalreihe^  indem  man  x^,  y^,  etc,,  x^',  y^,  eic,  als  Coefficienten 
behandelt  und  addire  die  Producte.  Auf  diese  Art  bekommt  man  eine 
der  drei  gesuchten  Gleichungen.    Man  multipUcire  die  Gleichungen  mit 
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den  richtigen  Factoren  für  die  zweite  Verticalreihe,  ais  ob  -^ ,  ^ ,  etc., 

J^,,  etc.  die  Coeffkienten  wären  tmd  addire  die  Producte.  Man  erhält 
so  die  zweite  Gleichung.  Schiiesslich  multiplicire  nian  die  Gleichungen 
mit  den  richtigen  Factoren  für  die  dritte  Vertical/reihe,  als  ob  ö^>  ^-y 

^~i  7  ^'  ^^  Goefßcienten  wären  und  addire  die  Producte.    Man  kommt 

auf  diese  Art  im  Ganzen  zu  drei  Gleichungen  für  die  drei  Constanten, 
tvelche  in  den  drei  ersten  VerticcUreihen  auftreten. 

Die  eben  erwähnten  richtigen  Factoren  werden  aus  den  Goefficienten 
nach  den  Begehi  in  Satz  A  oder  C  berechnet. 

§  395.  Bei  gleichen  Wurzeln  kommt  es  bekanntlich  manchmal  vor, 
dass  einige  der  Glieder^  welche  t  als  Factor  enthalten^  in  der  Lösung 
nicht  auftreten.  Die  Anzahl  der  Gonstanten  wird  dann  durch  grossere 
Unbestimmtheit  der  Goefficienten^  welche  die  Exponentialgrosse  be- 
gleiten, ausgeglichen.  Betrachtet  man  diese  gleichen  Wurzeln  als 
Grenze  ungleicher  Wurzeln,  wie  in  §  393,  so  ergibt  sich,  dass  man 
wieder  dieselben  Regeln  zur  Ableitung  der  Multiplicatoren  benutzen 
kann.  Wir  ordnen  die  Losung  in  Verticalreihen  mit  einer  Gonstante 
in  jeder  derselben.  Unter  Benutzung  der  richtigen  Multiplicatoren 
lasst  sich,  wie  oben  beschrieben,  dann  irgend  eine  einzehie  Wurzel 
sofort  abtrennen.  Zur  Bestimmung  der  Gonstanten,  welche  die  gleichen 
Wurzeln  begleiten,  haben  wir  ebensoyiele  Systeme  von  Multiplicatoren 
nöthig,  als  Verticalreihen  mit  dieser  Wurzel  oder  der  zu  ihr  gehörigen 
Wurzel  vorhanden  sind. 

§  396.    Beispiel    Man  betrachte  die  Gleichungen 

Man  findet  leicht,  dass  die  Fnndamentaldeterminante  sich  auf 

(w*— 2)«(m*+  1)=:0 

reducirt.    Man  setze  a  =  Y^  und  schreibe  die  Lösung  in  der  Form 

x=.Ee"^  +  Gc"""'  +k8mt  +  LcoBt 

y=  +Fc"'  +JJe"~"'+E'8in«  +  icose 

z -Be"'  — Fe"'  — (?€-"*  — JTc"«'+ IT  sin« +  i  cos«  J 

worin  E^  F^  G^  H^  K^  L  die  sechs  zu  bestimmenden  Constanten  sind. 

Aus  den  Gleichungen,  die  aufzulösen  sind,  ist  ersichtlich,  dass  die  Potential- 
functionen  Ä  und  C  durch 

2C  ^  —  x*  —  y*—z*-{'2xy  +  2yz-\-2zx\ 

2Ä^x*+y^  +  z*  1 

gegeben  sind.    Der  Regel  in  §  387  entsprechend,  wählen  wir  zum  Operiren  die 

19* 
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Function  Ä^  weil  sie  die  einfachsten  Mnltiplicatoren  liefert.  Die  richtigen  Mnltipli- 
catoren  sind  danach  dA/^X'=^x,  dÄ/dy^y,  dÄ/de^^z^  worin  wir  statt 
X,  y,  e  die  Coefficienten  der  betreffenden  Yerticalreihe  setzen.  Die  richtigen 
Mnltiplicatoren  sind  daher  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  der  Verticalreihen. 
Man  soll  z.  B.  K  und  L  finden.  S&mmtliche  CoefHcienten  in  jeder  dieser 
beiden  Verticalreihen  sind  gleich.  Die  Mnltiplicatoren  sind  daher  gleich,  und  man 
erh&lt  durch  Addition  der  Gleichungen,  wenn  man  t  =  0  setzt, 

Ä  +  y  +  ^  =  ^^' 

Behandelt  man  die  Differentialquotienten  auf  dieselbe  Art  (§  S87),  so  wird 

^Ä  +  *y  +  **^  =  ^^' 

Will  man  die  vier  Constanten  E,  F,  G,  H  finden,  die  s&mmtlich  mit  den 
zusammengehörigen  Wurzein  ^^a  yerbunden  sind,  so  müssen  yier  Gleichungen 
aufgestellt  werden.  Der  Regel  zufolge  sind  die  Mnltiplicatoren  die  Coefficienten 
der  yerschiedenen  Verticalreihen.    Man  erhält  so  f&r  ^^»0 


Ex  +  Oy  —  Ee^^Ei^E+^G  +  F+H) 
Ox  +  Fy^Fe:>=F{E+G  +  2F+2H) 


Edx  +  0dy^Edg  =  Ea{^E—2G  +F—H)\ 
08x+F9y  —  Fde^  Fa(J^— Ö  +  2JP— 2Ä)| 


Dieses  einfache  und  durchsichtige  Beispiel  erläutert  wohl  hinlänglich  das  Ver- 
fahren, welches  einzuschlagen  ist,  wenn  die  richtigen  Multiplicatoren  nicht  anders 
zu  ermitteln  sind. 

§  897.  Beisp.  Wenn  die  Differentialgleichungen  so  beschaffen  sind,  dass  die 
Fundamentaldeterminante  um  die  Hauptdiagonale  symmetrisch  ist,  mOgen  nun  die 
Widerstandskräfte  vorhanden  sein  oder  nicht,  so  ist  dem  §  262  entsprechend 
iCj//jj  (f»j)  =  yi/Jii(tni)  =  ®*®-  "^  ^'  worin  G  eine  willkürliche  Gonstante  bedeutet. 
Aehnliche  Gleichungen  ezistiren  flr  die  übrigen  Wurzeln  der  FundamentaJ- 
determinante.  Man  leite  daraus  ab,  dass  der  Operator  n(m),  wenn  er  entwickelt 
wird,  die  Fonn  annimmt: 


ff  n(«)  -  i^#^>  .X  +  £^^>  ay  +  etc.  - 1 


dC{x^x^) 

-  ip  — — 


dx^  dyi  '       m^       dx^ 

-l^^^^y-etc. 
Daraus  folgere  man  die  Formeln  für  die  Multiplicatoren  in  Satz  A,  §  S8d. 

Die  Foürier'sclie  Begel. 

§  398.  Von  den  •beiden  wichtigen  Problemen,  welche  in  der 
Dynamik  vorkommen  (§  376),  trifft  man  dasjenige  am  häufigsten  an, 
bei  welchem  das  System  um  eine  Gleichgewichi»lage  frei  von  allen 
Widerstandskräften  schwingt.  Es  ist  dies  bekanntlich  das  Lagrange'sche 
Problem  und  seine  Lösung  wurde  in  Kap.  11  besprochen. 

Der  Fall  tritt  nun  oft  ein,  dass  die  gewählten  Coordinaten  es  er- 
lauben, der  doppelten  lebendigen  Kraft  2jP  die  Form 

zu  geben,  in  welcher  keine  Glieder  mit  den  Producten  der  Geschwindig- 
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keit  auftreten.  Wenn  dagegen  die  lebendige  Erafb  solche  Producto 
enthält,  ereignet  es  sich  wohl,  dass  die  Eniftefanction  TJ  die  Gestalt 

hat;  ohne  Glieder  mit  den  Producten  der  Goordinaten. 

In  diesen  beiden  Fallen  kommt  man  zu  einer  einfachen  Regel, 
wenn  man  so  vorgeht,  wie  in  §  386.  In  dem  ersten  Fall  sind  die 
Lagrange'schen  Gleichungen 

6^x  +  C^^x  +  Cijy  -I =  0 

9^y+G,,x+C^y  + ^0} (1). 

etc.  ^  0 

Der  in  §  262  zur  Auflosung  linearer  Differentialgleichungen  gegebenen 
Regel  entsprechend  hat  man 

a:  =  Xi  cos|>^  +  -^^a  sin|>^  +  Z^  cos  qt  +  X^  sin  qt  +  ete.| 

y  =  Fl  cos  pt  +  Fg  sin  jp^  +  Fj  cos  qt  +  F^  sin  qt  +  etc.  1-     •     (2). 

ete.  =  ete.  ) 

Aus  Bd.  1,  §  457  ist  ersichtlich,  dass  die  Goefficienten  X^,  ete.,  T^  etc., 
ausfOhrlich  geschrieben,  die  Gestalt  haben 

X^  =  FJ^{S),    X,  =  FJ,(j>),    X^  =  I,I,(q),    etc.) 
T,^F,I,(p),    Y,=F,I,(j?),     Y,==F,I,iq),    etc.       •    (3), 
etc.  =  ete. 

worin  i^^,  JP,,  JP^,  etc.  die  2n  Integrationsconstanten  sind,  die  in  dem 
angezogenen  Paragraphen  Z^  cos  s^,  L^  sin  f^,  2^  cos  £27  etc.  genannt 
wurden,  und  J^,  /,,  etc.  die  Minoren  der  Lagrange'schen  Determinante 
bezeichnen.  Diese  Werthe  von  X^,  ete.  ergeben  sich  auch  aus  §  53 
in  diesem  Band;  nur  ist  die  Bezeichnung  der  Minoren  etwas  anders. 
Siehe  auch  §  386. 

Man  beachte,  dass  jede  Verticalreihe  der  Losung  (^  ihre  eigene 
unbestimmte  Gonstante  hat.  Unsre  Absicht  ist,  diese  Gonstanten  durch 
die  Anfangscoordinaten  und  -Geschwindigkeiten  auszudrücken. 

Da  den  Gleichungen  (1)  analytisch  durch  die  in  irgend  einer 
Verticalreihe  stehenden  Werthe  von  x^  y^  etc.  genügt  wird,  so  wollen 
wir  für  x^  y,  etc.  die  Glieder  der  ersten  Verticalreihe  substituiren 
und  die  sich  ergebenden  Gleichungen  bez.  mit  X3,  I^,  etc.  multipli- 
ciren.  Addirt  man  die  Resultate,  so  ergibt  sich  nadi  der  Division 
mit  Gospt 

i,»(x,z,+ r,F,+ ...)  =  Cu:^Zs+ c„(z,r,  + z,F,)  +  etc. 

Da  die  rechte  Seite  eine  symmetrische  Functioz^der  Goefßcienten  der 
ersten  und  dritten  Verticalreihe  ist,  so  hat  man 

jp«(XiX,  +  ete.)  -  q\X,X,  +  etc.). 
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Daraus  folgt  unmittelbar^  dass  mit  Ausnahme  des  Falles,  wenn|)=+9  ^^^7 

X,X,+  Y,Y,+  etc.  =  0 (4) 

sein  muss.     Genau  derselbe  Beweis  gut  auch  dann,  wenn  die  Producte 

in  der  Kräftefunction  fehlen. 

Man  beachte  die  Aehnlichkeit  zwischen  diesem  Beweis  und  dem,  welchen 
Laplace  bei  der  Ableitung  der  Fundamentaleigenschafb  seiner  Functionen  durch 
Integration  aus  seiner  Differentialgleichung  gibt. 

In  den  beiden  genannten  Fällen  lasst  sich  jedeVerticalreihe,  z.  B.  die 

erste,  durch  die  Benutzung  der  Goefficienten  X^,  Y^,  etc.  dieser  Yertical- 

reihe  als  Multiplicatoren  abtrenneu.     Setzt  man  ^  =  0,  so  nehmen  die 

Coordinaten  x^  y,  etc.  ihre  Anfangswerthe  an  und  die  zweite,  yierte  und 

alle  übrigen  graden  Yerticalreihen  verschwinden  aus  (2).     Durch  Multi- 

plication  mit  X^,  F^,  etc.  erhält  man  dann 

arXi  +  yFi+etc.  =  Xi«+ri«+etc.    ...     (5). 

Ebenso  verwandelt  man  durch  Differentiation  der  Gleichungen  (2)  die 
Sinusse  in  Cosinusse,  worauf  die  erste,  dritte  und  alle  ungraden  Yertical- 
reihen für  ^  =  0  verschwinden.   Durch  Multiplication  mit  X^^Y^,  etc.  wird 

{dx/dt)X^  +  {dy/dt)  F,  +  etc.  =  p{X,^+  F^»  +  etc.) .     .    (6). 

Substituirt  man  für  X^,  F^,  etc.  ihre  Werthe  aus  (3),  so  erhalt 
tnan  zwei  Gleichungen  sswr  Ermittlung  der  beiden  Constanten  F^,  F^, 
welche  m  der  Schmngung  gehören,  deren  Periode  2jt/p  ist  Diese  Glei- 
chungen lassen  sich  als  Regel  auf  folgende  Art  aussprechen:  Man 
muUiplicire  jede  Coordinate  mit  dem  Goefficienten  des  Cosin/us  in  der 
VerticcH/reihCy  welche  wir  abirennen  wollen,  addire  die  Resultante  und 
setze  ^  =  0.  AUe  anderen  Yerticalreihen  verschwinden  dann  aus  der 
Summe  und  lassen  eine  Gleichung  mr  Ermittlung  der  Integrations- 
Constanten,  welche  den  Cosinus  begleitet,  ewrück. 

Um  die  Integraiionsconstante  zu  finden,  wdche  zu  dem  Sinus  gehört, 
der  in  irgend  einer  Verticalreihe  vorkommt,  differenzire  man  die  Goordi- 
nalen  u/nd  verwandle  so  die  Sinusse  in  Cosinusse.  Verfährt  man  dann 
ebenso  wie  zUKor,  so  erhalt  man  eine  Gleichung  zur  Ermittlung  der  Con- 
stante.     Diese  Regeln  sind  einfache  Zusätze  zu  denen  in  §  387. 

§  399.  Es  kommt  zuweilen  vor,  dass  man  die  lebendige  Kraft  T 
in  der  Form 

2T^m^x'^+m^y'^+ (7) 

schreiben  kann,  worin  m^,  m^j  etc.  die  mit  den  Coordinaten  x,  y,  etc. 

verbundenen  Constanten  sind.    In  einem  solchen  Fall  bedarf  die  Regel 

nur   einer  geringen  Abänderung.     Wir  zeigen  auf  dieselbe  Art,   wie 

vorher,  dass 

m,X,X3-f  fn,F,F3+ 0 (8) 

ist.  Daher  sind  die  zur  Trennung  der  ersten  Yerticalreihe  der  Werthe 
von  X,  y,  etc.  von  den  übrigen  Yerticalreihen  nothigen  Multiplicatoren 
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m^X^j  fn^Yif  etc.  Es  wird  oft  vorkommen,  dass  die  CoefBcienten 
tn^,  m^y  etc.  die  Massen  von  Punkten  sind,  die  in  Verbindung  mit 
den  Coordinaten  Xy  y^  etc.  stehen.  Gebraucht  man  diese  Ausdrucks- 
weise, so  erhält  man  die  folgende  Regel:  Um  irgend  eine  VerticalreiJie 
dbmtrenneny  multiplidre  man  die  Coordinaten  der  verschiedenen  Massen- 
pwnkte  tüie  gu/vor  mit  den  Gorfficienten  in  dieser  Verticalreihe  und  mit 
den  Massen  der  verschiedenen  Punkte.  Man  addire  dann  die  Besultate 
und  verfahre^  wie  vorher. 

Wenn  die  Anzahl  der  Coordinaten  des  Systems  unendlich  gross 
ist  wie  bei  einem  schwingenden  Faden,  so  werden  die  Summen  Inte- 
grale, mdu  imd  x  seien  die  Masse  und  die  Verschiebung  eines 
Elementes  des  Fadens  in  dem  Abstand  u  von  dem  einen  Ende.  Man 
kann  dann  allen  Gleichungen  (2)  die  typische  Form  geben 

X  «=  FJJ^  Qospt  +  F^U^  wxpt  +  F^TJ^  cos  qt  +  etc., 

worin  TJ^y  U^y  etc.  bekannte  Functionen  von  u  sind.  Nimmt  man  die 
Integrationsgrenzen  von  dem  einen  Ende  des  Fadens  bis  zum  andern, 
so  erhält  man  aus  (7)  und  (8) 

2T=fx'^mdUy    fUJJ^mdu  =  0. 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  werden 

Jx  TJ^mdu  =  F^UimdUy    Jx'U^mdu  =  I^JU^^mdu. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  typischen  Constanten  F^y  JP,, 
welche  zu  irgend  einer  Schwingung  gehören  und  drücken  das  oms,  was 
man  gewÖhniich  die  Fourier'sche  Begd  nennt 

§  400.  Die  hier  gegebene  Eniwicidimg  der  Fourier'schen  Begd 
ist  rein  analytisch.  Die  emeige  VoroMSsetgung,  die  gemacht  wurde, 
war,  dass  die  WerÜhe  von  x,  y,  etc.  gewissen  Differentialgleichungen  ge- 
nügen müssen.  Man  kann  dem  Verfahren  aber  auch  einen  physikalischen 
Sinn  unterlegen  und  nachweisen,  dass  eigenäich  das  Prindp  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  gebraucht  wurde. 

In  dem  ersten  Band  ist  gezeigt  worden,  dass  dieses  allgemeine 
Princip  sich  analytisch  durch  die  Gleichung 

(d  dT        dü\.    y    (d   dT        aCTv      ,      .  ,. 

darstellen  lässt,  in  welcher  %y  leiy  etc.  beliebige  kleine  Variationen  der 
Coordinaten  x,  y,  etc.  bezeichnen,  die  mit  den  geometrischen  Be- 
dingungen vereinbar  sind. 

Wir  wollen  annehmen,  das  System  führe  irgend  eine  Haupt- 
schwingung aus,  z.  B.  diejenige,  welche  durch  die  erste  Verticalreihe 
in  den  Werthen  von  x,  y,  etc.  dargestellt  wird.  Die  willkürliche 
Variation  der  Coordinaten  sei  eine  Verschiebung  längs  einer  andern 
Hauptschwingung,  z.  B.  der  durch  die  dritte  Verticabeihe  in  den  Aus- 
drücken für  Xy  yy  etc.  dargestellten.    Diese  Variation  verträgt  sich  mit 
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den  geometrischen  Bedingungen,  weil  die  beiden  Schwingungen  in  der- 
selben Bewegung  zugleich  existiren  kSnnen. 

In  diesem  Fall  ist  i,  rj^  etc.  proportional  zu  X^^  F,,  etc.  Sub- 
stituirt  man  für  x,  y,  etc.  ihre  durch  die  Glieder  in  der  ersten  Vertical- 
reihe  gegebenen  Werthe  und  dividirt  durch  cosjpt,  so  wird  die  Gleichung 

Da  die  rechte  Seite  eine  symmetrische  Function  der  Coef&cienten  der 
ersten  und  dritten  VerticaLreihe  ist,  so  erhält  man  unmittelbar,  wie 
früher,  X^X,  +  FjFg  +  •  •  •  =  0,  wobei  nur  der  Fall  eine  Ausimhme 
macht,  in  dem  p  und  q  numerisch  gleich  sind. 

Lagrange  zeigt,  wie  man  in  gewissen  Fällen  die  Integrationsconstanten 
finden  kann,  in  Sect.  6,  Tbeil  2  seiner  M^anigue  Änälytique,  Poisson  widmet 
die  Eap.  7  und  8  seiner  Theorie  de  la  Chäleur  der  Erklärong  der  Methode,  nach 
welcher  willkürliche  Functionen  sich  in  einer  Reihe  von  Sinussen  und  Cosinussen 
ausdrücken  lassen.  Femer  findet  man  eine  Besprechung  der  Fourier 'sehen 
Regel  in  den  §§  98  und  94  von  Lord  Rayleigh's  Theory  of  Sound, 

Schliesslich  verweisen  wir  noch  auf  zwei  Abhandlungen  des  Verfassers,  die 
sich  mit  den  in  diesem  Kapitel  behandelten  verschiedenen  (regenständen  be- 
schäftigen. Die  erste  befindet  sich  in  Nr.  75  des  Quarterly  Jowmdl  of  Pure  and 
Applied  Matihematics,  1888;  die  zweite  in  den  Proceedings  of  ihe  London  MaÜhe- 
matical  Society  desselben  Jahres.  Die  beiden  Abhandlungen  enthalten  auch  die 
Auflösung  vieler  in  diesem  Kapitel  gegebener  Beispiele. 


Kapitel  IX. 

Anwendung  der  Bechnnng  mit  endlichen 

Differenzen. 

Anflösung  Ton  Problemen. 

§  401.  In  dem  ersten  Abschnitt  dieses  Kapitels  beabsichtigen 
wir  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen^  wie  sich  die  Rechnung  mit  end- 
lichen Differenzen  auf  die  Lösung  dynamischer  Probleme  anwenden 
lässt.  In  dem  zweiten  Abschnitt  werden  wir  einige  bemerkenswerthe 
Punkte  in  der  Theorie  solcher  Schwingungen  untersuchen. 

Die  Rechnung  mit  endlichen  Differenzen  lässt  sich  benutzen,  wenn 
das  System  eine  grosse  Menge  schwingender  Korper  enthalt,  die  nach 
irgend  einem  Gesetz  geordnet  sind.  Es  können  ihrer  vielleicht  so  viele 
sein^  dass  es  unmöglich  wäre,  ihre  sämmtlichen  Bewegungsgleichungen 
einzeln  au&ustellen.  Ist  dagegen  hinreichend  grosse  Aehnlichkeit 
zwischen  den  Bewegungen  der  in  gegebener  Ordnung  sich  folgenden 
Körper  vorhanden,  so  wird  es  unter  Umständen  möglich,  in  wenige 
Differenzengleichungen  aUe  Bewegungsgleichungen  einzuschUessen.  Um 
zu  zeigen,  wie  dies  geschehen  kann,  machen  wir  mit  dem  folgenden 
Problem  den  Anfang. 

§  402.  Schwingangen  einer  Kette  von  Hassenpnnkten,  die  dnreh 
FXden  verbunden  sind.  Beisp.  Eine  Kette  von  der  Länge  (»  +  1)Z 
und  unmerkbarer  Masse  ist  zwischen  zwei  festen  Ftmkten  mit  der  Kraft  T 
ausgespannt  und  tvird  in  Intervallen  l  mit  n  gleichen  Massen  m,  die 
nicht  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  stehen,  belastet  und  leicht,  gestört; 
wenn  Tßm  =  c^  ist,  zu  beweisen,  dass  die  Perioden  der  einfachen  seit- 
lichen Schwingungen,  welche  im  Allgemeinen  zu  gleicher  TjCÜ  existiren, 
durch  die  Formel  (pt/c)  cosec  in/2(n  +1)  gegeben  sind,  wenn  man  der 
Eeihe  nach  t  =  1,  2,  3  •  •  •  n  setzt. 

Ä  und  B  seien  die  festliegenden  Punkte;  Vi,  y%9  "  - ,  Vn  ^^  Ordi- 


^ 


naten  der  n  Massenpunkte  zur  Zeit  t    Die  Bewegung  der  Massenpunkte 
parallel   zu  AB  ist  von   der   zweiten   Ordnung;   die  Spannung   aller 
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Fäden  ist  daher  gleich  und  in  den  kleinen  Gliedern  kann  man  diese 
Spannung  gleich  T  setzen.  Wir  wollen  die  Bewegung  des  Massen- 
punktes betrachten,  dessen  Ordinate  yk  ist.   Die  Bewegungsgleichung  ist^) 

daher 

■j^  =  c*(yA  +  i— 2yA+y*-i) (1). 

Jeder  Massenpunkt  hat  nun  eine  schwingende  Bewegung;  man 
kann  daher  yk  in  eine  Reihe  von  der  Form 

SfA  =  2;isinO<  +  (D) (2) 

entwickeln,  worin  2/  die  Summirung  för  alle  Werthe  von  p  angibt. 
Da  ein  Glied  des  Argumentes  pt  \u  jedem  y  vorkommen  kann,  so 
seien  Z^,  2^, . .  .  ihre  bezüglichen  Goefficienten.    Substituirt  man  dann, 
so  wird 

Ljt  +  i  —  2Zfj;  +  -Z*  —  1  =  —  cJ^  ■''* (^)* 

Zur  Losung  dieser  linearen  Differenzengleichung  benutzen  wir  die 
gewöhnliche  Regel.  Setzt  man  Lk  =  Aa^,  worin  A  und  a  zwei  Con- 
stanten sind,  substituirt  imd  reducirt,  so  erhält  man 

a  —  2  +  1/a  =  —  {p/cf 
oder 

daher 

Bezeichnet  man  diese  Werthe  von  a  mit  a  und  j3,  so  ist 


1)  Die  obige  Gleichung  läset  sich  auch  aus  den  Lagrange'schen  allgemeinen 
Bewegungsgleichungen  ableiten.  Wenn  U  die  Eräftefunction  und  die  Gleich- 
gewichtslage die  Bezugslage  ist,  so  hat  man 

217 ^y,._|:(y,_y,)._etc.-|'(y,-y,_,)»-^y.'. 

Die  doppelte  lebendige  Kraft  ist  offenbar  wy/*+  ^^t*  H +  ^Vn^*  Substituirt 

man  die  beiden  Ausdrücke  in  die  Lag  ränge 'sehen  Bewegungsgleichungen,  so  er- 
hält man  die  Gleichungen  unter  (1). 

Dieses  Problem  hat  Lagrange  in  seiner  Miccmicpie  Änalytigue  discutirt. 
Er  leitet  die  Lösung  aus  seinen  eignen  Bewegungsgleichungen  ab  und  bestimmt 
die  Schwingungen  eines  unausdehnbaren  Fadens,  der  mit  einer  beliebigen  Anzahl 
von  Gewichten  belastet  ist  und  entweder  an  beiden  oder  nur  an  einem  Ende  auf- 
gehängt wird.  Zwar  wurden  verschiedene  Lösungen  dieser  Probleme  schon  vor 
seiner  Zeit  gefunden,  doch  sind  sie  seiner  Ansicht  nach  sämmtlich  mehr  oder 
weniger  unvollständig  gewesen. 
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eine  Lösung  und  da  sie  zwei  willkürliche  Constanten  enthält^  die  all- 
gemeine Lösung. 

Die  Constanten  A^  By  a,  ß  sind  zwar  för  alle  Massenpunkte  die- 
selben, aber  nicht  nothwendiger  Weise  fiir  alle  trigonometrischen 
Glieder,  die  durch  die  verschiedenen  Werthe  von  p  definirt  werden. 
Wenn  wir  die  Eigenschaften  eines  speciellen  A  oder  B  besprechen 
wollen,  werden  wir  ihm  als  Lidex  den  Werth  von  p  geben,  durch 
welchen  sie  sich  unterscheiden. 

Das  durch  jp  =  0  definirte  Glied  erfordert  besondere  Untersuchung. 
In  diesem  Glied  sind  die  beiden  Werthe  von  a,  nämlich  a  und  j3, 
der  Einheit  gleich  und  die  Lösung  der  Gleichung  (3)  verliert  eine  ihrer 
willkürlichen  Constanten.  Diesem  Mangel  ist  aber  leicht  abzuhelfen, 
wenn  man  die  Differenzengleichungen  nach  den  gewöhnlichen  Regeln 
behandelt.  Grade  wie  bei  Differentialgleichungen,  wenn  t  die  unab- 
hängige Variabele  ist,  das  Auftreten  gleicher  Wurzeln  anzeigt,  dass 
Potenzen  von  t  in  der  Lösung  vorkommen  (§  266),  so  erscheinen  in 
den  Differenzengleichungen  Potenzen  der  unabhängigen  Variablen  h 
unter  ähnlichen  Umständen.     Man  hat  daher 

Lk^A^+B^h, 

Auch  das  durch  p  ^^^  2  c  definirte  Glied  weist  Besonderheiten 
auf.  In  diesem  Glied  sind  die  beiden  Werthe  von  a  gleich  —  1.  Man 
hat  mithin 

Fasst  man  zusammen,  so  lässt  sich  die  Lösung  der  Gleichung  (1) 
ausführlich  so  schreiben 

y*  =  ^  +  So*  +  {A^c  +  B^ck)  (-  If  sin  (2ct  +  cd««)  + 

+  2;  (^a*  +  Bpj8*)  sin  (p^  +  (Dp) (4), 

worin  das  Symbol  £  die  Summirung  für  alle  existirenden  Werthe 
von  p  angibt.  Aus  der  Theorie  der  Differenzengleichungen  ist  be- 
kannt, dass  die  ersten  vier  Glieder  in  diesem  Ausdruck  eigentlich  in 
dem  letzten  als  Grenzfall  der  durch  p=^Q  und  p  =  2  c  bestimmten 
Glieder  enthalten  sind.  Wenn  man  daher  nicht  besonders  auf  sie 
aufmerksam  machen  will,  kann  man  sie  in  dem  Ausdruck  für  yu 
weglassen.   , 

§  403.  Die  Gleichung  (1)  stellt  die  Bewegung  eines  jeden  Massen- 
punktes mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten  dar.  Soll  sie  auch  diese 
darstellen,  so  muss  man  annehmen  y^  sowohl  als  yn  +  i  wären  Null, 
obwohl  keine  Massenpunkte  vorhanden  sind,  die  den  Werthen  von 
Ä  =  0  und  Ä  =  w  -}-  1  entsprächen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ent- 
hält die  Lösung  (4)  die  Bewegung  eines  jeden  Massenpunktes  von 
A:  =  1  bis  A;  =  n. 
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§  404.  Da,  wenn  t  =  0  ist,  y  =  0  wird  für  aUe  Werthe  von  t, 
so  muss  jedes  Glied  in  der  Reihe  (4)  verschwinden;  es  ist  daher 
.4^  =  0,  Äu  =  0  und  Jp  +  jBp  =  0.  Ebenso  wird,  wenn  t  =  n  +  1 
ist,  y  =  0  för  alle  Werthe  von  *,  daher  ist  So  =  0,  j^^  =  0  und 
Apä^  + 1  +  Bpß^  +  1=0.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  «»  +  ^  ==  /J»  + 1. 
Ist  p  grösser  als  2  c,  so  ist  das  Verhältniss  von  a  zn  ß  reell  und  von 
der  Einheit  verschieden.  Es  muss  daher  p  kleiner  als  2  c  sein.  Es 
sei  also 

p/2c  =  sin  ö,    daher    a  =  cos  2ö  +  sin  29y^^. 
Mithin  ist,  wie  eben  bewiesen  wurde, 

(cos  2ö  +  sin  2öy=^"  +  *  =  (cos  20  —  sin  2öy=nO*+'; 

daher  sin  2(w  +  l)ö  ==  0,  ö  =  in/2(n  +  1)  und  die  vollständige  Periode 
irgend  eines  Gliedes  P  =  27t/p  =  Ttc/ain  9 .  Der  Buchstabe  i  be- 
zeichnet eine  beliebige  ganze  Zahl;  da  aber  |>  =  2c  sin  0  ist,  so  braucht 
man  nur  die  ganzen  Zahlen  von  i=l  bis  i  =  n  in  Betracht  zu  ziehen. 
Die  Werthe  i  =  0  und  i  =  n+l  können  ausser  Acht  bleiben,  da 
sie  |}  =  0  und  p  =  2c  machen  und  diese  Werthe  schon  berücksichtigt 
wurden. 

Die  so  bestimmten  Perioden  sind  die  der  Hauptschwingungen. 
Für  irgend  einen  der  Werthe  von  p^  ergeben  sich  die  entsprechenden 
Werthe  von  y^,  y^,  •  •  •,  y«  aus  der  Gleichung  (4),  die  sich  auf 

y*  =  C  sin  2]c0  sin  (pt  +  o) 
reducirt. 

Die  durch  die  verschiedenen  Werthe  von  |>  angezeigten^  Schwingungen 
sind  sehr  verschieden  von  einander.  Hat  0  seinen  geringsten  Werth, 
so  ist  das  Vorzeichen  von  sin  2A;d  fiir  alle  Werthe  der  Je  von  k^=  l 
bis  h  =  n  das  nämliche;  die  Kette  schwingt  also  mit  einem  einzigen 
Bauch.  Erhalt  alsdann  0  seinen  nächst  grösseren  Werth,  so  hat  die 
erste  Hälfte  der  Glieder  y^,  y^,  •  •  *  das  nämliche  und  dem  der  zweiten 
Hälfte  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Die  Kette  schwingt  daher  stets 
mit  einem  doppelten  Bauch.  Erhält  dann  0  seinen  nächsten  Werth, 
so  schwingt  die  Kette  mit  drei  Bäuchen  u.  s.  w.  Die  verschiedenen 
Arten  der  Bewegung  lassen  sich  leicht  von  einander  unterscheiden, 
wenn  man  die  Gurven  au&eichnet,  deren  Ordinate  jfk  und  Abscisse  k 
ist,  wobei  die  Zeit  t  irgend  einen  gegebenen  Werth  hat.  Sie  folgen 
auch  sofort  aus  Sturm 's  Theoremen,  die  wir  weiter  unten  besprechen 
und  bei  denen  wir  beweisen  werden,  dass  ähnliche  Unterscheidungen 
immer  dann  auftreten,  wenn  das  System  der  miteinander  verbundenen 
Massenpunkte  so  beschaffen  ist,  dass  die  Differenzengleichung  eine  ge- 
wisse Normalform  annimmt. 

§  405.  Bei  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  (1)  haben  wir 
vorausgesetzt,  der  Abstand  l  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Massen- 
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punkten  bleibe  bei  der  Bewegung  unverändert.  Dieser  Fall  wird  in  der 
That  eintreten,  wenn  ffk  —  yk^i  i^  Vergleich  mit  dem  Abstand  l  klein 
ist.  Eine  solche  Annahme  hindert  uns  jedoch  nicht,  zu  untersuchen,  welche 
Wirkung  eintreten  wird,  wenn  man  die  Massen  aller  materiellen  Punkte 
reducirt  und  sie  derart  yerhältnissmassig  näher  aneinander  bringt,  dass 
die  totale  Masse  pro  Längeneinheit  unverändert  bleibt.  Die  Einschränkung 
besteht  darin,  dass  die  Neigungen  der  Fäden  gegen  AB  so  klein  sein 
müssen,  dass  man  ihre  Quadrate  yemachlässigen  kann.  Die  Aenderung 
ist  insofern  von  Interesse,  als  das  System,  je  dichter  man  die  Pimkte 
anemander  bringt,  sich  mu  so  mehr  dem  System  eines  gleichförmigen, 
zwischen  den  beiden  festen  Punkten  Ä  und  B  ausgestreckten  Fadens 
nähert 

Stellt  Q  die  Masse  pro  Längeneinheit  dar,  so  ist  (?l?=Tl/m^=T/Q. 
Setzt  man  ferner  a  =»  cZ,  so  ist  a  der  Quadratwurzel  aus  dem  Ver- 
hältniss  der  Spannung  zur  Masse  einer  Längeneinheit  gleich,  a  wird 
mithin  durch  eine  solche  Aenderung  der  Massenpunkte  nicht  beeinflusst. 

Wemi  die  Länge  des  Fadens  AB  mit  L  bezeichnet  wird,  so  ist 
Xr  SS  (n  -{-  1)  2.  Ist  n  sehr  gross,  so  hat  man  |>  s=  2c  sin  0  =  ai%/L 
nahezu. 

So  werden  die  Perioden  der  Töne,  welche  ein  mit  kleinen  Massen- 
punkten in  kurzen  Intervallen  belasteter  Faden  hervorbringt,  durch 
P  sa  2L/ai  angegeben.  Der  durch  i  =  1  gegebene  Ton  heisst  der 
Gnmdton;  bedeutet«  eine  höhere  ganze  Zahl,  so  erhält  man  sogenannte 
harmonische  ObertÖne. 

§  406.  Die  Bestimmung  der  Constanten.  Dnickt  man  a  tmd  |3  durch  %  aus 
und  setzt  die  Werthe  in  Gleichung  (4)  ein,  so  ergibt  sich  die  typische  Gleichung 

y^  »=  ZE^  sin  2A;d  cos  (2ct  sin  e)  -f  HF^  sin  2A;e  sin  (2ct  sin  6)  .     .    (6), 

worin  E^  und  F,.  statt  2^4  sin  «-l/—  1  ^nid  2  Jt  cos  a  V —  1  gesetzt  wurde.    Wie 

firfiher  ist  %  «»  29r/2  (n  -f  1)  i^<^  ^bt  das  Symbol  H  die  Summirung  ffir  alle 
Werthe  der  %  von  t  =»  1  bis  $  »» n  an.  Die  Gleichung  hat  n  Glieder  und 
wir    haben    daher    2n  willkürliche   Constante,    nämlich  B^^  JB'g,  .  .  .,  E^    und 

Pj,  J^29  •  •  M  -^n*  ^^®  ^^^  durch  die  bekannten  Anfangswerthe  der  n  Ck>ordinaten 
y^^  y^^  >  *  -'i  y^  und  ihre  Anfangsgeschwindigkeiten  y^,  y^*  *  *  ->  ^»  ^^  bestimmen. 
Da  "k  jeden  Werth  von  &  =3 1  bis  X;  «>n  annehmen  kann,  so  stellt  die  typische 
Gleichung  (6)  so  viele  Gleichungen  dar,  als  Massenpunkte  vorhanden  sind.  Man 
kann  sich  denken,  sie  seien  eine  unter  die  andere  genau  so  niedergeschrieben, 
wie  in  Eap.  8,  §  879  oder  §  898  erklärt  wurde.  Um  die  Constante  B^  zu  be- 
stimmen, die  allen  Gliedern  in  irgend  einer  Yerticalreihe  gemeinschaftlich  ist, 
benutze  man  den  Multiplicator  zur  Trennung  dieser  Yerticalreihe  von  den  übrigen. 
Um  den  Multiplicator  zu  erhalten,  schreibe  man  die  lebendige  Kraft  des  Systems 
nieder,  in  unserem  Fall  also  22"»  2?my^'.  Der  in  Eap.  8,  §  887  oder  899  ge- 
gebenen Hegel  zu  Folge  findet  man  den  richtigen  Multiplicator  fOr  die  Gleichung, 
die  y^  liefert,  durch  Differentiation  von  T  nach  y\^  und  Substitution  des  Coeffi- 

cienten  der  Schwingung,  die  wir  abtrennen  wollen,  för  y'^.  Die  Differentiation 
ergibt  in  unserem  Fall  v^y'^.    Die  richtigen  Multiplicatoren  zur  Abtrennung  der 
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beiden  durch  irgend  einen  Werth  von  %  bestimmten  Yerticalreihen  sind  daher 
mE^  sin  2^0  und  mF^siii  2h6.  Man  erhält  so,  nachdem  man  durch  gemeinschaft- 
liche Factoren  diyidirt  hat, 

2{y^  Bin  2ke}  =^  j  E.{n  +  1) 

2;{y;8in2Ä;0)=  Y  ^•(♦»  +  1)  2c  sin  0 

Darin    haben    wir    auf   der    rechten   Seite  für   27  (sin  2k6y  seinen  Werth 

Y  (^  H~  1)  gesetzt,  den  man  auf  gewöhnlichem  trigonometrischen  Weg  leicht  findet. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Werthe  von  E^  und  J\  für  jeden  speciellen 

Werth  von  i.  Vorausgesetzt  wird,  dass  die  Coordinaten  y^,  y,,  etc.  und  die  Ge- 
schwindigkeiten y^,  y^,  etc.  auf  der  linken  Seite  ihre  Anfangswerthe  haben.    Das 

Symbol  27  gibt  die  Summe  für  alle  Werthe  der  k  von  k  =  l  bisA^B^nan,  während 
der  in  6  enthaltene  Werth  von  %  gegeben  ist. 

§407.  Beisp.  1.  Ein  Faden  von  der  Länge  2(n+l)Z  wird,  wie  zuvor, 
zwischen  zwei  festen  Punkten  A  und  B  ausgespannt  und  mit  2n-\-l  Massen- 
punkten in  den  gleichen  Abständen  l  belastet.  Den  Coordinatenanfang  nehme 
man  im  mittleren  Massenpunkt  an  und  die  Massenpunkt«  von  k=^  —  £bisÄ;=>-|~^ 
mögen  Anfangs   so  verschoben  werden,  dass  y^^*^  Csrnkn/e  ist.     Alle  übrigen 

Massenpunkte  mögen  in  ihrer  ungestörten  Lage  in  der  graden  Linie  AB  w  liegen, 
dass  ^;t  =  0  ist  für  alle  Werthe  von  X;,  die  nicht  zwischen  den  Grenzen  ±c  ent- 
halten sind.  Das  System  gehe  femer  von  der  Ruhe  aus.  Yßrfährt  man  nun,  wie 
in  dem  letzten  Paragraphen  erklärt  wurde,  so  findet  man,  dass  die  Bewegung  durch 

y^s  ZE^Bin  2k6  cos (2ct  sin  6) 
dargestellt  wird,  worin 

isr  ^        C cos  in     Bin  2 b6  sin  n/s 


2(n-fl)'         •       2(n  +  l)sin»«/2£  — sin'Ö 
ist. 

Beisp.  2.     Ein   Faden   von   der  Länge   (n  -\-  1)1  ist   zwischen   zwei   festen 

Punkten  A  und  B  ausgespannt  und  mit  n  Massenpunkten  in  Abständen  belastet, 
von  denen  jeder  gleich  l  ist.  Das  Ende  A,  das  durch  A;  =  0  bestimmt  ist,  vnrd 
plötzlich  um  eine  kleine  Strecke  gleich  y^  rechtwinklig  zur  ursprünglichen  Lage 
des  Fadens  fortbewegt  und  dort  festgehalten.  Die  Bewegung  des  Ä;-ten  Massen- 
punktes ist  durch 

gegeben,  worin  6  =^  tn/2  (n -\- 1)  ist  und  das  Symbol  27  die  Summen  für  alle 
Werthe  der  %  von  »  =  1  bis  ♦  =  n  verlangt. 

Für  den  Beweis  benutze  man  die  folgenden  Bedingungen:  (1)  für  aUe  Werthe 
von   t  ist  y^==  y^,   wenn  Ä;«0  ist,    und  y^«0,  wenn  Ä  =  n-|-1  ist.     Daraus 

folgt  Bq o» y^  und  A^{n-\-l)==^  —  y^ ;  (2)  wenn  t » 0  ist,  so  hat  man  y^fe  =» 0  für 
alle  Werthe  von  k  mit  Ausnahme  von  k=^0. 

§  408.  Erschfitterung  des  einen  Endes.  Wird  das  eine  Ende  des 
Fadens  irgend  einem  gegebenen  Gesetz  entsprechend  erschüttert;  so 
setzt  uns  eine  kleine  Abänderung  der  Losung  in  §  402  in  den  Stand, 
die  Bewegung  zu  finden.  Wir  wollen  annehmen,  das  durch  Ä  =  0 
definirte  Efide  A  werde  so  erschüttert,  dass  seine  Bewegung  fortgesetsst 
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durch  yQ=Cmi(it  gegd)€n  ist;  man  $oU  die  Bewegung  der  Massen- 
pmkie  finden. 

Man  beachte^  dass  es  fär  unseren  Torliegeiiden  Zweck  ausreicht^ 
wenn  sich  das  Gesetz^  dem  die  Erschütterung  folgt^  so  complicirt  es 
auch  seiy  durch  eine  endliche  Reihe  von  Gliedern  dieser  Form  dar- 
stellen lässt.  Die  resultirende  Bewegung  eines  jeden  Massenpunktes 
ergibt  sich  dann  aus  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen;  welche 
die  Folge  der  verschiedenen  Glieder  der  Reihe  sind. 

Man  kann  sich  vorstellen  ^  die  Bewegung  der  Eette  von  Massen- 
punkten bestände  aus  zwei  verschiedenen  Arten  von  Schwingungen.  Es 
sind  dieses  (1)  die  erzwungene  Schwingung^  deren  Periode  dieselbe  ist^ 
wie  die  der  erschütternden  Kraft  und  (2)  die  freien  Schwingungen,  deren 
Perioden  die  nämlichen  sind,  wie  die,  welche  in  §  404  für  den  Fall 
gefunden  wurden,  in  dem  die  beiden  Enden  festliegen.  Wir  woUen 
jetzt  die  erstere  zu  ermitteln  suchen. 

Verfährt  man,  wie  zuvor,  so  hat  man  aus  Gleichung  (4) 

y^  =  Ä^+B^h  +  {A^o  +  B^ch)  (~  1)* sin  {2ct  +  to^)  + 
+  27(J^a*  +  Bp/J*)  sin  {^t  +  Op). 

Da  yjt  =  ^  sin  yLt  ist  für  Ä;  »^  0,  so  erhält  man  p  =  iif  cop  =  0  für  die 
erz'wimgene  Schwingung.  Femer  ist  mit  Ausnahme  der  FäUe  fi  =  0 
oder  11  =  2c,  J^=0,  J.2o=0.  Für  äj  =  n  +  1  ist  weiter  y*=0, 
daher  Bq  =  0,  B^e  =  0.    Die  erzwungene  Schwingung  wird  daher  durch 

Ä^  +  B^  =  G,    Ä^a-  +  ^  +  B^ß^  +  ^  =  0 

dargestellt,  worin  a  und  ß  die  beiden  Werthe  von  a  sind,  welche  die 

Gleichung  y^=  +  (l  -  (fjy+iiy=i:  Uefert 

§  409.  Ist  II  grösser  als  2c,  so  kann  man  annehmen,  es  sei 
H  SS  2c/sin  9,   und  alle   möglichen  Fälle   sind   eingeschlossen,    wenn 

man  voraussetzt,  g)  liege  zwischen  0  und  —  9r,   so  dass  also  tg  —  9 

kleiner  als  die  Einheit  ist.  Macht  man  die  nothigen  Substitutionen, 
so  erhält  man  für  die  erzwungene  Schwingung 

(„  I  ^)"-^-»  -i^i  ,)"-^-« 

Wenn  der  Faden  sehr  lang  ist,  so  wird  n  unendlich  gross  und 
der  vorstehende  Ausdruck  ninmit  die  einfachere  Gestalt  an 

y,=  (tg^ipy'i-iycBm,it (2). 

Der  erste  der  beiden  Ausdrücke  gilt  für  eine  endliche  Eette  von 
Massenpunkten  und  besteht  offenbar  aus  zwei  Ausdrücken,  die  dem 
letzteren  gleichen,  wobei  die  Coefficienten  so  beschaffen  sind,  dass  die  Ver- 
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Schiebungen  von  A  und  B  bez.  0  sin  fi  ^  und  Null  werden.  Die  Be- 
wegung ist  demzufolge  die  Resultante  zweier  Bewegungen^  yon  denen 
jede  durch  Gleichung  (2)  dargestellt  wird. 

§  410.  Ist  fi  Meiner  als  2c  und  setzt  man  fi  =  2c  sin  if,  so  wird 
die  erzwungene  Schwingung 

sin  2(n  +  1  — *) -^  ^    .        .  ,qx 

yjt  =  — •    o/     I  ^\  L  ■  C  Bin  iit (3). 

^*  8m2(n+l)^  '^  ^  ^ 

Dieser  Gleichung  kann  man  die  Form  geben 

^  C  cos  [ft f  —  2 (n  +  1  —  fe) ift]  _  C  cos  [^^ -f  2 (n  +  1  —  fe) ^]         ... 
**""  2  8in2(n+l)^  2  8in2(n  +  l)'^  *     W- 

Das  erste  der  beiden  Glieder  nimmt^  wie  man  sieht^  wenn  man  es 
für  sich  allein  betrachtet^  nach  einer  durch  fiT=  2^  gegebenen  Zeit  T 
wieder  denselben  Werth^  wie  vorher^  an,  falls  man  Je  —  1  statt  Je  setzt.  Es 
stellt  daher  eine  Welle  dar,  welche  die  Strecke  zwischen  einem  Massen- 
punkt und  dem  nächsten  in  der  Zeit  T  zurücklegt.  Ebenso  stellt  das 
zweite  Glied  eine  WeUe  dar^  welche  mit  derselben  Geschwindigkeit  die 
entgegengesetzte  Richtung  verfolgt. 

Man  beachte,  dass  der  Nenner  der  beiden  Glieder  in  (i)  sehr  klein  wird, 
wenn  fi  nahezu  2c  sin  i7t/2{n-\- 1)  gleich  kommt;  d.h.  die  erzwungene  Schwingung 
wird  vergrössert,  wenn  die  Periode  der  erschütternden  Kraft  nahezu  einer  der 
Perioden  der  freien  Schwingungen  des  Fadens  bei  festliegenden  Ende  gleich  ist. 

§  411.  Zwei  Arten  mSgliclier  Bewegung.  Besondere  Beachtung 
verdient  der  grosse  unterschied  zwischen  den  beiden  Arten  schwin- 
gender Bewegung.  Wenn  die  Periode  der  erschütternden  Eraft^  nämlich 
2^/fiy  lang  genug  ist,  um  fi  <  2o  zu  machen,  so  wird  die  der  Kette 
von  Massenpunkten  mitgetheilte  erzwungene  Schwingung  durch  die 
Uebereinanderlagerung  zweier  Wellen  gebildet,  welche  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  ohne  Aenderung  der  Grösse  verfolgen.  Die  Massen- 
punkte in  der  Nähe  des  entfernten  Endes  B  des  Fadens  können  auf 
diese  Art  ebenso  stark  erschüttert  werden,  wie  die,  welche  in  der 
Nähe  des  Angriffspunktes  der  Kraft  liegen.  Nimmt  man  an,  es  sei 
^  =  x/2q^  worin  q  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist  nach  (3) 
jeder  ^  Massenpunkt,  von  dem  entfernten  Ende  B  aus  gezählt,  dauernd 
in  Buhe  und  bildet  einen  Knoten.  Die  Ketten  von  Massenpunkten 
zwischen  den  aufeinander  folgenden  Knoten  bilden  gleiche  Bäuche,  die 
sich  abwechselnd  auf  der  einen  und  der  andern  Seite  der  Geraden 
AB  befinden. 

Wir  wollen  nun  diesen  Bewegungszustand  mit  demjenigen  ver- 
gleichen, den  die  erschütternde  Biaft  hervorbringt,  wenn  ihre  Periode 
sOskurz  ist,  dass  (i>2c  wird.  In  diesem  Fall  wird  keine  Bewegung, 
welche  den  Charakter  einer  WeUe  hätte,  längs  der  Kette  übermittelt. 
Legt  man  den  Fall  eines  sehr  langen  Fadens  zu  Grunde,  so  befinden 
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sich  die  Massespunkte  abwechselnd  auf  entgegeDgesetzten  Seiten  yon 
ABy  während  ihre  Verschiebungen  eine  Reihe  in  geometrischer  Pro- 
gression bilden.  Die  Verschiebungen  der  Massenpunkte  werden  so 
immer  kleiner,  je  weiter  sie  von  der  erschütternden  Kraft  entfernt  sind. 

§  412.  Wie  der  Uebergang  von  der  einen  Bewegungsart  zur 
andern  stattfindet,  ist  leicht  einzusehen,  wenn  man  sich  denkt,  die 
Periode  der  erschütternden  Kraft  werde  nach  und  nach  kleiner,  bis  sie 
zuletzt  den  kritischen  Werth  passirt.  Offenbar  wächst  sin  ^,  grösser 
aber  als  die  Einheit  kann  er  nicht  werden.  Die  Anzahl  der  Massen- 
Punkte,  nämlich  q  —  1,   zwischen   zwei  aufeinanderfolgenden  Knoten 

nimmt   ab   und   verschwindet   schliesslich,   wenn  ^  »=  —  sr   wird.     Da 

aber  ein  weiteres  AbBehmen  nicht  möglich  ist,  so  ändert  die  Bewegung 
ihren  Charakter. 

Die  Ausdrücke   (1)   und   (3)   nehmen   beide   die  Qestalt  0/0  an, 

wenn  ^  =  ^  :==  —  ^  wird.    Die  Bewegung  in  dem  Uebergangsstadium 

kann  man  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung  aus 
einem  der  beiden  Ausdrücke  ableiten.  Aber  auch  abgesehen  davon 
ergibt  sie  sich  aus  §  402;  sie  wird  durch  die  Gleichimg 

y^=(A  +  Bh)  (—  1)*  sin  2ct 

dargestellt.  Da  für  Ä  =  0,  tfk'^G sin  2ct  und,  für  A;  =  n+1,  yjt  =  0 
ist,  so  findet  man  leicht  yk=  [1  —  k/(n  -f- 1)}( —  l)*(7sin  2ct 

§  413.  Discantiiiiiirliehe  ersehflttemde  Kraft.  Wenn  die  dem  Ende  A  mit- 
getheilte  Erschütterung  nicht  continair]ich  ist,  sondern  nur  kurze  Zeit  wirkt,  so 
kann  die  resultirende  Bewegung  nach  der  Methode  der  Uebereinanderlagerung 
kleiner  Bewegungen  gefunden  werden. 

Wird  z.  B.  das  Ende  A  plötzlich  zur  Zeit  t^=0  eine  kurze  Strecke  y^  recht- 
winklig zu  AB  fortbewegt,  so  findet  man  die  resultirende  Bewegung  wie  in 
Beisp.  2,  §  407.  Wir  wollen  diese  Bewegung  durch  yj^^yofi^^  t)  darstellen. 
Nachdem  eine  gewisse  Zeit  t^^u  verflossen  ist,  möge  das  Ende  A  eine  zweite  Ver- 
schiebung Yq  erhalten,  w&hrend  der  Rest  der  Kette  ungestört  bleibt.  Lagern 
wir  diese  beiden  Bewegungen  übereinander,  so  ergibt  sich 

Zur  Zeit  t »» 0  verschwindet  sowohl  die  zweite  Function  wie  ihr  DifPerential- 
quotient  nach  t  fOr  alle  Werthe  der  k  von  Ä;  =  l  bis  k^=^n-{-l.  Die  Anfangs- 
bedingungen der  Bewegung  zu  dieser  Zeit  werden  daher  durch  die  erste  Function 
ausgedrückt.  Die  obige  Gleichung  stellt  daher  die  Bewegung  dar,  welche  durch 
die  beiden  Störungen  für  die  ganze  Zeit  von  t  =  u  bis  <  =»  oo  hervorgebracht  wird. 
Verallgemeinert  man  diese  Betrachtung,  so  erkennt  man,  dass,  wenn  das 
Ende  A  irgend  einem  Gesetz ,  wie  z.  B.  y^  =  F(f) ,  entsprechend  eine  Zeit  hin- 
durch, die  sich  von  t^^O  hin  t=^y  erstreckt,  bewegt  wird,  die  Bewegung  des 

Fadens  durch 

y 

0 

für  die  ganze  Zeit  von  < »  /  bis  t  «=  cx)  gegeben  ist. 
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Da  die  erschütternde  Kraft  nach  der  Zeit  t>=ay  aufhört  zu  wirken,  so  be- 
steht offenbar  die  Bewegung  des  Fadens  nach  dieser  Zeit  aus  den  freien 
Schwingungen,  die  einer  Kette  von  Massenpunkten  angehören,  deren  beide  Enden 
befestigt  sind.  Substituirt  man  daher  fOr  die  Function  fik^t  —  u)  ihren  Werth 
aus  §  407,  80  sieht  man,  dass  der  Ausdruck  für  yj^  aus  n  Schwingungen  besteht, 

deren  Perioden   die   gleichen   sind,   wie   die   früher  in  §  404  gefundenen.     Ihre 
Phasen  und  Grössen  hängen  von  der  Wirkung  der  erschütternden  Kraft  ab. 

§  414.  Beisp.  Das  Ende  Ä  der  oben  beschriebenen  Kette  von  Massenpunkten 
werde  so  bewegt,  dass  y^^=^Csiafit  w&hrend  einer  Zeit  ist,  die  sich  von  ^»^0 
bis  t  =^  n/(t  erstreckt.  Wenn  man  annimmt,  die  Enden  blieben  während  der  ganzen 
folgenden  Zeit  in  Ruhe,  zu  beweisen,  dass  die  Bewegung  des  k^^  Massen- 
punktes durch  • 

— ^./^  n  •    oi/j    sin   2c  sin  oft  —  -— )    cos    — sinO 

__  ^4C7f*co8Ö8m2Ä;0  L  \        2f*/J        L  ;*  J 

^*""^  n+1  f**— 4c*sin«0 

gegeben  ist,  worin  $=iin/2{n-\-l)  und  £  die  Summirung  für  alle  Werthe  von 
i  verlangt,  die  ganze  Zahlen  sind  und  von  »«»1  bis  »  =  n-|-l  gehen. 

Wenn  der  Faden  sehr  lang  ist,  so  wird  n  unendlich  gross  und  man  kann 
d6=^n/2{n-{-l)  setzen.    Der  Ausdruck  wird  alsdann 


OD 

y*°^J^^"^^^^^^^^"^r"''^H*~2irJlft«-4c>sin' 


cos  (cn  sin  d/fi) 

Der  Integrand  wird  nicht  unendlich  gross,  wenn  BixL0=^ii/2c  ist,  da  der  letzte 
Factor  in  diesem  Fall  9r/4fi'  wird. 


§  416.  Zerlegung  dmreh  Wellen.  Es  gibt  eine  andre  Methode,  die  Lösung 
der  in  §  402  gegebenen  Bewegungsgleichung  zu  ordnen,  welche  den  Yortheil  hat, 
uns  die  Zerlegung  der  Bewegung  durch  Wellen  statt  durch  die  Lagrange^schen 
Elemente  zu  ermöglichen;  siehe  §  86.  Setzt  man  9  für  d/dt,  wie  sonst  auch,  so 
wird  die  Bewegungsgleichung 

Vk^i-^yt+yk-^i^-^yk W- 

Wir  behandeln  den  Operator  auf  der  rechten  Seite  als  Constante  und  lösen 
die  Differenzengleichung  auf  die  früher  in  §  402  erklärte  Art  auf.  Die  beiden 
Constanten  A  und  B  sind  jetzt  Functionen  von  t    Wenn  man  daher 

setzt,  so  erhält  man 

y,^  a^^  m  +  Sl"^^ F(Jt) (2). 

Dies  ist  eine  symbolische  Lösung  der  Differenzengleichung  mit  ihren  beiden 
willkürlichen  Functionen  f{t)  und  F{t),  Sind  die  Formen  dieser  Functionen  ge- 
geben, so  kann  die  durch  Sl  dargestellte  Operation  ausgeführt  werden,  und  es 
ergibt  sich  eine  Lösung  der  Differenzengleichungen. 

§  416.  um  eine  Interpretation  dieser  symbolischen  Lösung  zu  erhalten, 
wollen  wir  annehmen,  die  Functionen  f{t)  und  F{f)  könnten  durch  eine  Reihe 
ausgedrückt  werden,  deren  allgemeines  Glied  A  cos  (2  c  sin  0<  -f-  <o)  ist,  worin  $  den 
Parameter  bezeichnet,  dessen  Werth  irgend  ein  Glied  der  Reihe  von  einem  andern 
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untersoheidet.     Alle  möglichen   F&Ue  sind  offenbar   eingeschlossen,   wenn  man 

voraussetzt,  6  liege  zwischen  den  Grenzen  0  und  ysr. 

Da  die  Wurzel  in  dem  Operator  Sl  nur  grade  Potenzen  Ton  9  enth&lt^  so 
kommt  man  zu  dem  Resultat  der  Operation  mit  ihm  dadurch,  dass  man  — (2  c  sin  $)* 
statt  d*  setzt;  siehe  §  266.    Man  findet  mithin 

Sl  cos  (2e  sin  Ot  -f-  A>)  =  cos  (2c  Bindt-^-m  —  G). 

Wiederholt  man  das  Verfahren  2A;-mal,  so  wird 

y^  =  ZA  cos  (2c  sin  Ö«  +  CD  —  2*ö)  +  £B  cos  (2c  sin  6«  +  a»  +  2 JfeO). 

Iigend  ein  Glied  der  ersten  Reihe,  fOr  sich  allein  genommen,  bleibt  un- 
verändert, wenn  man  A;-f  ^  ^  ^  ^^^  t-^-T  für  t  schreibt,  worin  T  durch 
c  sin  9  T » 6  gegeben  ist.  Daher  steUt  genau  wie  in  §  87  irgend  ein  Glied  eine 
Welle  vor,  welche  die  Strecke  von  einem  Massenpunkt  zum  n&chsten  in  der 
Zeit  T  zurflcklegt.  Ebenso  bedeutet  das  entsprechende  Glied  der  zweiten  Reihe 
eine  Welle,  welche  die  entgegengesetzte  Richtung  mit  derselben  (Geschwindigkeit 
verfolgt.    Siehe  §  410. 

Jedes  Glied  in  jeder  der  beiden  Reihen  stellt  eine  Welle  vor.  Jede  Welle 
schreitet  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fort,  verschiedene  Wellen  aber  haben 
verschiedene  Geschwindigkeit.  Man  betrachte  die  Welle,  die  durch  irgend  einen 
gegebenen  Werth  von  $  definirt  vnrd,  und  es  sei  a=^cl.  Wenn  v  die  Ge- 
schwindigkeit, l  die  von  Wellenberg  zu  Wellenberg  gemessene  Länge  der  Welle 
und  P  die  Periode  der  Schwingung  irgend  eines  Massenpunktes  bezeichnet,  so  ist 

sinO      ^        ^^       ^  9rZ 


6    '  e  '  asinO 

Da  6  zwischen  0  und  y  n  liegt,  so  muss  die  Geschwindigkeit  aller  dieser 

Wellen  zwischen  a  und  2a/jc  liegen;  die  Länge  einer  jeden  Welle  ist  grösser  als 
22,  die  Schwingungsperiode  eines  jeden  Massenpxmktes  grösser  als  nl/a.  Je 
länger  die  Wellen  sind,  um  so  kleiner  wird  der  unterschied  in  der  Geschwindigkeit 
ihres  Fortschreitens. 

Nimmt  man  an,  l  nehme  ab,  so  kommen  die  Massenpunkte  dichter  aneinander 
und  wenn  jeder  Massenpunkt  verhältnissmässig  weniger  Masse  hat,  so  bleibt  die 
Gbrösse  a  unverändert.  Betrachtet  man  nun  alle  Wellen,  deren  Länge  eine  ge- 
gebene untere  Grenze  hat,  so  ergibt  sich,  dass  Wellen  von  aJUen  Längen  um  so  mehr 
nahezu  mü  derseiben  Oeschmndigkeit  fortschreiten,  je  näher  die  Massenpwnkte  an- 
einander rücken^  wenn  dabei  die  Masse  per  Längeneinheit  unverändert  bleibt. 

Andere  Interpretationen  der  symbolischen  Lösimg  in  §  416  erhält  man  durch 
Substitution  anderer  Formen  für  die  willkürlichen  Functionen  f(t)  und  F{t).  So 
kann  man  erhalten 

Ist  (t  grösser  als  2  c,  so  lässt  sich  der  Hülfswinkel  9,  wie  in  §  409,  einfahren. 
Der  Ausdruck  reducirt  sich  dann  auf 


yjfc-(-l)*(tgYqp)"Ocos^«. 


§417.     Beisp.     Wenn  man   x=^kl  setzt  und   das  Intervall   zwischen  den 

Massenpunkten  unbegrenzt  klein  werden  lässt,  so  nimmt  die  durch  A'*  dargestellte 
Operation  die  singulare  Form  1*"  an.    Man  zeige  durch  Aufsuchen  der  Grenze  auf 

die  gewöhnliche  Art,   dass  ß**=Be"~^*/*^*^  ist,  und  leite  daraus 

Vx^^  f(-^/a  +  t)  +  F{x/a  +  t) 
ab. 

20* 
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§  418.  Beispiele.  Beisp.  1.  Eine  lange  Reihe  von  Massenpunkten,  von  denen 
jeder  die  Masse  m  hat,  wird  auf  einen  glatten  horizontalen  Tisch  gelegt.  Jeder 
ist  mit  den  beiden  benachbarten  durch  ähnliche  leichte  elastische  ausgestreckte 
Fäden  von  der  natürlichen  Länge  l  verbunden.  Sie  erhalten  geringe  Störungen  in  der 
Längenrichtung,  so  dass  jeder  von  ihnen  eine  harmonische  Schwingung  auszufahren 
beginnt;  man  beweise,  dass  zwei  Wellen  von  Schwingungen  in  entgegengesetzten 

Richtungen  und  von  derselben  Geschwindigkeit  ezistiren,  nämlich  V  1/  — ^  -^  sin  — , 

f   ml  9t        q^ 

worin  V  den  durchschnittlichen  Abstand  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
Massenpunkten,  q  die  Anzahl  der  Literyalle  zwischen  zwei  Massenpunkten  in  der- 
selben Phase  und  E  den  Elasticitätsmodul  bedeutet.      [Math.  Tripos,  1878.] 

Beisp.  2.  Ein  leichter  elastischer  Faden  von  der  Länge  nl  und  dem  Elasticitäts- 
coefficienten  E  wird  mit  n  Massenpunkten  beladen,  von  denen  jeder  die  Masse  m 
hat,  und  die  in  Intervallen  l  von  einander  geordnet  werden,  wobei  an  dem  einen 
Ende  angefangen  wii'd.  Wird  der  Faden  an  dem  andern  Ende  aufgehängt,  zu  be- 
weisen, dass  die  Perioden  seiner  verticalen  Schwingungen  durch  die  Formel 

l/fm  2i+  1  « 

« 1/  -tt  cosec  - — 7—-  — 

Y    E  2n  +  1  2 

gegeben  sind,  worin  nacheinander  »«»0,  1,  2,  ...,  n  —  1  zu  setzen  ist.  Daraus 
leite   man   ab,   dass   die  Perioden  der  verticalen  Schwingungen  eines  schweren 

elastischen  Fadens  durch  die  Formel      .         IZ—rr"  bestimmt  werden,  worin  L 

2  *  -|-  1  f       Jii 

die  Länge  des  Fadens,  M  seine  Masse  und  %  Null  oder  irgend  eine  ganze  positive 
Zahl  ist.  [Math.  Tripos,  1871.] 

Beisp.  8.  Eine  Locomotive  zieht  einen  Eisenbahnzug,  der  aus  gleichen 
mittelst  Federkuppelung  von  der  Stärke  fi  verbundenen  Wagen  besteht  und  die 
Zugkraft  ist  so  abgepasst,  dass  die  Geschwindigkeit  A-^-B^inqt  beträgt.  Wenn 
9*  { {M  -\-  ^m)h^ •\'  ^mlc^]  nahezu  Ifth^  gleichkommt,  zu  zeigen,  dass  die  Kuppelung 
walurscheinlich  brechen  wird,  wobei  M  die  Masse  eines  Wagens  bedeutet,  der 
y:on  vier  gleichen  Rädern  von  der  Masse  m,  dem  Radius  h  und  dem  Tiftgheits- 
radius  k  getragen  wird.  Gibt  es  noch  andre  Werthe  von  g,  ffir  welche  die 
Kuppelung  wahrscheinlich  brechen  wird?  [Coli.  Exam.,  1880.] 

Beisp.  4.  Gleiche  und  gleichförmige  Stäbe,  deren  Anzahl  n  ist,  und  von 
denen  jeder  die  Masse  m  hat,  sind  an  ihren  Enden  durch  glatte  Gelenke  verbunden 
und  an  leichten  elastischen  Fäden  aufgehängt,  welche  an  den  Gelenken  und  den 
freien  Enden  befestigt  sind.  Die  andern  Enden  der  Fäden  werden  an  n  -|- 1  Punkten 
angebunden,  die  in  einer  horizontalen  Linie  liegen  und  deren  Abstand  von  einander 
der  Länge  eines  Stabes  gleich  ist.    Sämmtliche  Fäden  haben  die  natürliche  Länge  l 

und  den  Modulus  E  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten,  deren  Modulus  -^E 

ist.  Das  System  befindet  sich  im  Gleichgewicht  unter  der  Wirkung  der  Schwere; 
die  Stäbe  liegen  in  einer  horizontalen  Geraden  und  alle  Fäden  sind  vertical. 
Zu  zeigen,  dass  die  Perioden  der  kleinen  gleichzeitigen  Schwingungen  um  diese 

Gleichgewichtslage      j  w u 2  -f  cos — j}    sind,  worin  »  Null  oder  irgend  eine 

ganze  Zahl  ist.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  sich  die  Gelenke  und  Enden  in 
annähernd  verticalen  Greraden  bewegen.  [Coli.  Exam.,  1881.] 

Beisp.  6.  Eine  Anzahl  gleichförmiger  Scheiben,  welche  die  Gestalt  eines 
Kreises  vom  Radius  a  und  beliebige  Massen  haben,  können  sich  in  einer  verticalen 
Ebene  frei  um  ihre  Mittelpunkte  drehen,  welche  in  einer  horizontalen  Linie  im 
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Abstand  4  a  von  einander  befestigt  sind.  Ein  dünner  rauher  Faden  von  luii- 
bestimmter  Länge,  der  zwei  gleiche  materielle  Punkte  von  der  Masse  m  an  seinen 
Enden  hat,  wird  über  diese  Kreise  gelegt  und  gleichförmige  Kreisscheiben  vom 
Radius  a  und  der  Masse  2  m  werden  so  auf  den  Faden  gesetzt,  dass  sie  zwischen 
den  andern  Kreisen  hängen  und  die  Theile  des  Fadens,  die  nicht  in  Berührung 
mit  einem  Kreis  stehen,  vertical  sind.  Man  zeige,  dass  alle  Theile  des  Systems, 
wenn  es  sich  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  in  Bewegung  befindet,  sich  so  lange 
gleichförmig  bewegen,  als  die  Mittelpunkte  aller  Scheiben  2  m  sich  unter  der  Linie 
der  festen  Mittelpunkte  befinden.  [Coli.  Exam.,  1880.] 

Man  sieht,  wenn  man  mit  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  be- 
ginnt, dass  sowohl  die  dynamischen  als  die  geometrischen  Gleichungen  linear  sind 
und  constante  Coefficienten  haben.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  sind  sämmtliche 
Beactionen  constant,  da  sie  weder  von  der  Zeit  noch  von  den  Anfangsbedingungen 
abhängen;  siehe  Bd.  1,  Kap.  4,  §§  136,  136.  Das  System  ist  Anfangs  im  Gleich- 
gewicht und  bewegt  sich  nur,  weil  es  gestört  wurde;  die  Beactionen  behalten  daher 
während  der  Bewegung  ihre  Gleichgewichtswerthe.  Die  Spannung  eines  jeden 
Theils  des  Fadens  ist  mithin  gleich  mg.  Es  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Bewegung 
gleichförmig  ist. 

Beisp.  6.  Aus  derselben  Platte  unbegrenzt  dünnen  Metalls  von  gleichmässiger 
Breite  werden  n  Cylinder  geschnitten,  deren  Radien,  nach  abnehmender  Grösse  ge- 
ordnet, a^^  a^,  .  '  ",  af^  sind.    Der  eine  wird  in  den  andern  geschoben  und  das 

Ganze  dann  in  das  Innere  eines  festen  Cy linders  vom  Radius  a  gebracht,  dessen 
Axe  horizontal  ist,  so  dass  die  Axen  aller  Cylinder  parallel  laufen.    Wenn  m^ 

der  Winkel  ist,  welchen  der  Cylinder  vom  Radius  a^  beschreibt  und  wenn  M^ 

die  Summe  öi^  +  a«__iH +  öj^  bezeichnet,  zu  beweisen,  dass  die  Gleichungen, 

welche  die  kleinen  Bewegungen  des  Systems  angeben,  von  der  Form 


.2 


sind,  worin 


2al{d*(o^/dt*)  +  g(M^Xr-  K-iXr+i)-^ 


ist.  [Coli.  Exam.,  1880.] 

§  419.  Sehwingnngen  einer  Kette  von  Stäben  oder  Gyrostaten,  die  dnreh 
Fäden  verbanden  sind^).  Beisp.  1.  Die  Glieder  einer  Kette  sind  abwechselnd 
gleichförmige  Stäbe,  von  denen  jeder  die  Länge  2a  hat  und  unelastische  Fäden 
jeder  von  der  Länge  2Z;  die  Anzahl  der  Stäbe  ist  derjenigen  der  Fäden  gleich. 
Das  System  ist  so  ausgespannt,  dass  die  Stäbe  und  Fäden  in  einer  Geraden  liegen 
und  das  Ende  des  ersten  Fadens  ist  an  dem  festen  Punkt  A  und  das  des  letzten 
Stabes  an  dem  festen  Punkt  B  angeheftet.  Das  System  wird  in  einer  Ebene 
etwas  verschoben;  man  soll  die  kleinen  Schwingungen  finden. 

n  sei  die  Zahl  der  Stäbe,  yi,  y^»  •  •   »  2/*  ^^®  Ordinaten  ihrer  Schwerpunkte; 

9.1 1  ^2»  •  •  •»  9%  ^^^  Neigungen  gegen  AB.    «i»  «g,  .  .  .,  *«  s^i^»  die  Neigungen 


1)  Im  April  1875  machte  SirW.  Thomson  der  London  Mathematical  Society 
Mittheilungen  über  die  Schwingungen  und  Wellen  in  einer  ausgestreckten  gleich- 
förmigen Kette  von  symmetrischen  Gyrostaten,  die  durch  Universalgelenke  mit- 
einander verbunden  sind,  vergleiche  die  Beisp.  4  u.  6.  In  den  Mathematical  Tripos^ 
1889,  Thl.  2  steUte  Prof.  Burnside  eine  Aufgabe  über  die  Bewegung  einer  end- 
losen Folge  von  Wellen  auf  einer  Kette  von  Gyrostaten,  die  durch  Kugelgelenke 
verbunden  sind;  veigl.  Beisp.  6.  Die  in  dem  Text  unter  1,  2,  3  gegebenen  Beispiele 
sollen  zeigen,  wie  die  Bedingungen  an  den  Enden  einer  endlichen  Kette  ver- 
bundener starrer  Körper  behandelt  werden  müssen. 
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der  Fäden  gegen  dieselbe  Gerade,  m  die  Masse  eines  jeden  Stabes,  mA  das 
Trägheitsmoment  tür  den  Schwerpunkt,  mT  die  Spannung  der  Kette. 
Die  Bewegongsgleichnngen  des  Is^  Stabes  sind 

y't-^ih+i-Ok) (1). 

Ä^'^  Ta(s,+ s„^^- tq^) (8), 

worin  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  bedeuten.    Ausserdem  haben  wir 
die  geometrische  Gleichung 

Werden  diese  Gleichungen  aufgelöst,  so  erhält  man  die  Bewegung  der  Kette, 
so  lang  sie  auch  sein  mag.  Wir  haben  eine  solche  Lösung  zu  finden,  die  der 
Bedingung  entspricht,  dass  an  zwei  Punkten  Ä  und  B  während  der  ganzen  Bewegung 

yo+öffo^^^i       y»+«««=ö W 

ist.    Ist  sie  erfiillt,  so  kann  man  annehmen,  die  Punkte  A  und  B  lägen  fest  und 
die  ganze  Kette  mit  Ausnahme  des  Stückes  zwischen  A  und  B  entfeinen. 

Um  die  Gleichungen  aufzulösen,  benutzen  wir  die  früher  in  §  402  erklärte 
Methode.    Wir  setzen 

yjt=  r^*  Bm(pt  +  a),     q^^  Qq^  sm(pt  +  a),    «^=  5^*  sin(j^t  +  a). 

Durch  Substitution  werden  die  Gl.  (1),  (2),  (3) 

-i>«r-r(9-i)S (ö), 

-{Ap^-2Ta)Q  =  Ta(if+l)^ (6), 

Y(ff--l)^aiif  +  l)Q  +  2lifS (7). 

Eliminirt  man  die  Verhältnisse  von  Y^Q^  S  durch  eine  Determinante,  so  findet  man 
(9«  +  l){^p«-2Ta-aV}-29{(^l>'-2ra)(l~^')  +  aV}  =  0    (8). 

Für  jeden  Werth  von  p  besteht  eine  quadratische  Gleichung  zur  Ermittelung 
Ton  ^,  deren  Wurzeln  9,  q^  derart  sind,  dass  QQ^tsat  ist.  Setzt  man  daher 
fp  :=spt-\-  a,  so  hat  man 

«^=(5^*+ÄjP*)8in9 
y,-(yp*+Yj9j)«mqP ^{ä(^  -  1)^*  + 5(pi- l)^*}8in9  \     (9). 

«*  -  {Q9'+  B^qI)  sin  qp  =  -  j^p^^^Y^  { S{9  +  1)9*  +  5i(Pi  +  l)<fj}  Bin  <p 
Aus  den  Gleichungen  (4)  ergibt  sich,  wenn  man  k^^O  und  Jc^n  setzt, 

(Y+Qa)  +  {Y,+  Q,a)=^0,    (Y+ Qa)Q''  +  (Y,+ Q^a)Q'l^O    .    (10). 

Daraus  folgt,  dass  entweder 

9"=P? (11), 

oder  sowohl 

Y+Qa=^0    als     Y, +  Öia  =  0 (12) 

ist.    Nimmt  man  den  ersten  Fall  (11)  an,  so  kann  man,  da  ^^j  =a  1  iet, 

^  =  cos  0  +  sin  ey—l ,  sin  nO  »  0 (18) 

setzen.    Weil  p'-f*  1  =2pco8  0  ist,  so  wird  die  Determinantengleichung  (8) 

(Ap*— 2  Ta){lp^-^T{1  — cos  6)}  — Ta*p\l  + cos  6)=^  0     .     .     (14). 
Diese   quadratische  Gleichung  liefert  zwei  positive  Werthe   von  p\   die   durch 
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p'sB  (1  —  cos  6)  T/l  getrennt  sind.  Die  Werthe  von  cos  6  sind  durch  cob  6  =  cos  in/n 
gegeben,  worin  %  den  Werth  aller  ganzen  Zahlen  von  i=»l  bis  i^^n — 1  hat 
Die  Werthe  »»«0  und  ««-n  sind  ausgeschlossen,  weil  sie  q^^Qi  machen  und 
in  diesem  Fall  die  Lösung  (9)  ihren  Charakter  ändert  und  ganze  Potenzen  von 
k  enthält. 

Was  nun  femer  den  zweiten  Fall  (12)  angeht,  so  erh&lt  man  durch  Sub- 
stitution von  F  —  —  aQ  in  (6)  und  (7) 

{pH+T{if-l)]8=^0 (16) 

und  eine  ähnliche  Gleichung,  wenn  man  q^  und  S^  statt  q  und  S  schreibt.  Aus 
(16)  und  (8)  ergibt  sich 

^  =  1  — ipVr,    (il  +  o«)lp»«2ra(a  +  J) (16). 

Da  9,  der  reciproke  Werth  von  q  ist  und  nicht  denselben  Werth  wie 
Q  haben  kann,  so  muss  8^=^  0  sein.  Substituirt  man  diese  Werthe  von  q  und 
Si  in  (9)^  so  hat  man  die  der  zweiten  Alternative  entsprechende  Lösung  gefunden. 

Die  durch  die  zweite  Alternative  gegebene  Bewegung  hat  das  Besondere, 
dass  yj^'\'  aqj^=^  0  für  alle  Werthe  von  k  ist,  das  zweite  Ende  eines  jeden  Stabes 

sich  also  während  der  Bewegung  in  Buhe  befindet. 

Wir  haben  noch  den  Theil  der  Lösung  zu  untersuchen,  der  die  Folge  gleicher 
Wurzeln  der  Gleichung  (8)  ist.  Da  ^^^^l  ist,  so  sind  diese  Wurzeln  ^asH^l. 
Alsdann  hat  man 

y  =  (r,+  3",*)(±l)*  Bin  (!>«  +  «) 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  q  und  s,  die  man  erhält,  wenn  man  Q^,  Q^  und 
Siy  S^  statt  Yj,  Y,  schreibt.  Die  Beziehungen  zwischen  diesen  sechs  Coeffi- 
cienten  findet  man,  wenn  man  in  die  Bewegungsgleichungen  substituirt  und  die 
verschiedenen  Potenzen  von  k  gleich  Null  setzt.  Die  Gleichungen  (4)  geben  femer 
Y^-^-aQ^t^O,  Y^-\-aQ^^O.  Diesen  acht  Gleichungen  kann  nur  in  einem  Fall 
durch  endliche  Werthe  der  Coefßcienten  genügt  werden,  und  dieser  ergibt  sich 
aus  (16),  wenn  man  9»»  —  1  und  A  =  al  setzt.  Daraus  schliessen  wir,  dass 
Glieder  mit  k  als  Factor  in  der  Lösung  nicht  vorkommen,  wenn  die  Enden  Ä 
und  B  der  Kette  festliegen. 

Das  System  hat  Sn  Coordinaten,  nämlich  j/^,  . . .,  y^-,  g^,  . . .,  q^;  «^,  . . .,  s^ 

und  n — 1  geometrische  Gleichungen,  die  durch  (3)  gegeben  werden  und  zwei 
weitere,  die  aus  (4)  folgen.  Nach  der  Lagrang  ersehen  Begel  fär  die  Schwingungen 
der  Systeme  um  eine  Gleichgewichtslage  müssten  wir  2n — 1  Werthe  von  jp' 
haben.  Van  diesen  Perioden  gehen  2  (n  —  1)  aus  den  n  —  1  Werihen  von 
cos  6  =  in/n  hervor,  von  denen  jeder  zu  einer  quadratischen  GUichnmg  f%(/r  p* 
mit  ungleichen  Wurzeln,  nämlich  der  Gl.  (14)  führt.  Eine  weitere  Periode  liefert 
Gleiehimg  (16). 

Beisp.  2.  Die  Glieder  einer  Kette  bestehen  abwecnselnd  aus  gleichförmigen 
Stäben,  von  denen  jeder  die  Länge  2a  hat,  und  unelastischen  Fäden  von  der 
Länge  2Z;  die  Zahl  der  Stäbe  ist  deijenigen  der  Fäden  gleich.  In  dem  Mittel- 
punkt eines  jeden  Stabes  ist  ein  Sehwungrad  befestigt,  welches  frei  in  einer  auf 
dem  Stab  senkrechten  Ebene  rotirt.  Das  System  ist  so  ausgestreckt,  dass  die 
Stäbe  und  Fäden  in  einer  Geraden  liegen  und  dabei  ist  das  Ende  eines  Fadens 
an  einen  festen  Punkt  A  und  das  des  letzten  Stabes  an  einen  andern  festen 
Punkt  B  angeheftet.  Das  System  wird  um  ein  Geringes  verschoben;  man  soll 
die  kleinen  Schwingungen  finden. 

Li  Folge  der  Schwungrilder  kann  die  Bewegung  nicht  in  zwei  unabhängige 
Schwingungen  in  aufeinander  senkrechten  Ebenen  zerlegt  werden.  Das  Problem 
ist  daher  als  ein  solches  fKr  den  Raum  von  drei  Dimensionen  zu  behandeln. 


(2)- 


(8), 


(*)■ 


312  Kapitel  IX.    Die  Rechnung  mit  endlichen  Differenzen. 

AB  sei  die  z-Axe  und  die  Azen  der  x  und  y  mögen  im  Baum  festliegen. 
(^A*  yk)  B^^®^  ^^^  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  ä;^^  Stabes,  (pj^^  qj^^  1)  seine 
BichtungscosinuBse,  (r^,  «^,  1)  die  des  vorhergehenden  Fadens.  Die  Masse  eines 
jeden  Stabes  mit  Schwungrad  sei  m  und  mC,  mA  die  Trägheitsmomente  för  den 
Stab  und  das  in  seinem  Schwerpunkt  errichtete  Loth.  n  sei  die  Winkel- 
geschwindigkeit irgend  eines  Schwungrades  um  seine  Axe;  n  ist  alsdann  während 
der  Bewegung  constant.    mT  sei  die  Spannung,  v  die  Anzahl  der  Stäbe. 

Die  Bewegungsgleichungen  des  h^^^  Stabes  sind 

4' =2'(r,^i -♦•*).      yk-nh+-B,) (1), 

Ausserdem  haben  wir  die  geometrischen  Gleichungen 
femer  die  Bedingungen  an  den  Enden  A  und  B  der  Eette 

yo  +  «2o  =  o)  '  yv  +  ^%^^. 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit. 

Die  Gleichungen  (2)  erhält  man  aus  dem  Satz  in  Bd.  1,  §  265,  dass  nämlich 
die  Winkelbewegungsgrösse  eines  einaxigen  Körpers  um  irgend  eine  durch  seinen 
Schwerpunkt  gehende   Linie  mit  derjenigen  zweier  materieUer  Punkte  von   der 

gleichen  Masse,  nämlich  y  m,  welche  auf  die  Axe  in  dem  Abstand  h=^')/A/m 

vom  Schwerpunkt  gesetzt  werden,  identisch  ist,  wenn  man  ausserdem  die  Winkel- 
bewegungsgrösse  Cn  um  die  Axe  hinzufügt.    Wir  haben  daher 

worin  (£,  77,  f)  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Massenpunkte  sind,  auf  den  Schwer- 
punkt als  Coordinatenanfang  bezogen.  In  unserem  Fall  ist  £«=&|>,  fjr^^g,  ^=6. 
Die   Bewegungsgleichungen   sind   dann   durch   dhjdt=^  L^  etc.   gegeben;    siehe 

Bd.  1,  §  261.  Die  Momente  auf  der  rechten  Seite  werden  nach  den  gewöhnlichen 
Hegeln  der  Statik  gebildet,  nämlich  L=^2{yZ — zY),  etc.  Eine  andre  Methode, 
diese  Gleichungen  zu  bilden,  wurde  in  §  16  dieses  Bandes  angegeben. 

Um  die  Gleichungen  aufzulösen,  verfährt  man,  wie  in  dem  letzten  Beispiel. 
Man  setze 

a;  =  X9*8inqp,    |?  =  P9*sinqp,    r  =  Bq^  siatp^ 

y  =  Yq^  cos  qp,     g  =  Qq^  cos  q? ,    «  =  5p*  cos  qp, 

worin  tp^pt-^a  ist.  Durch  Substitution  in  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  und  Eli- 
mination der  Verhältnisse  von  X,  7,  P,  Q,  12,  /Sf  erhält  man 

(p«+l){^i)«~Cn^-2ar-aV}=2p((Ji)*+anjp-2ar)(l~?|r')  +  aV)   (8). 

Da  diese  Gleichung  zwei  Werthe  von  9  für  jeden  Werth  von  p  liefert,  so  ist  jedes 
Glied  in  sin  0  oder  cos0  von  zwei  Exponenten  begleitet.  Sind  p,  q^  die  Wurzeln 
der  Gleichungen  (8),  so  ist  pp,  =  1. 

Substituirt  man  femer  in  die  Gleichungen  (4),  so  ergeben  sich  zwei  Alternativen, 

nämlich  (1)  p"  =  pj  oder  (2)  sowohl  X-f  oP=  0  als  Y4-aQ=-  0, 
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Im  ersten  Fall  findet  man,  wie  zuvor,  da  p^^  =1  ist, 


p  =  cos  0  +  ßin  ©l/—  1 ,    8inn0  =  O (18). 

Die  Determinantengleichnng  (8)  wird 

{ Ap"  +  Cnp  —  2ar)  { Zjp»  —  r(l  —  cos 0) }  —  Ta}^\\  +  cos ö)  =  0     (14). 

Diese  biquadratische  Gleichung  fährt  zu  zwei  reellen  positiven  und  zwei  reellen 
negativen  Werthen  von  p,  wobei  jedes  Werthepaar  durch  eine  Wurzel  der 
quadratischen  Gleichung  ^p'  =  T(l  —  cos  0)  getrennt  wird.  Die  Werthe  von  cos  6 
sind  durch  cos  0  =  cos  t^r/i^  gegeben,  worin  %  die  Werthe  aller  ganzen  Zahlen 
von  %^^\  bis  »  =  v  —  1  hat  und  v  die  Anzahl  der  Stäbe  ist. 

In  Bezug  auf  die  zweite  Alternative  und  wenn  man  die  Gleichungen  (1)  und 
(3)  genau  so,  wie  in  dem  letzten  Beispiel  behandelt,  ergibt  sich 


^'  j (16). 


(^i)*  +  Gnp  +  a'p«)  ?  ==  2  ra(a  +  I) 

Diese  Bewegung  hat  das  Besondere,  dass  ^ch  das  eine  Ende  eines  jeden 
Stabes  während  der  ganzen  Bewegung  in  Buhe  befindet. 

Das  System  hat  6v  Coordinaten  und  2{v  —  1)  H~  ^  geometrische  Bedingungen; 
wir  müssten  daher  2(2ir  —  1)  Werthe  von  p  haben,  §  111.  Von  diesen  Perioden 
sind  4(f  —  1)  durch  die  v  —  1  Werthe  von  cos  6  gegeben^  indem  jeder  Werth  zu 
einer  biquadratischen  Gleichung  mit  ungleichen  Wurzeln  fährt.  Zwei  weitere  Perioden 
liefert  die  bigwidratische  Gleichung  (16). 

Beisp.  3.  Die  Glieder  einer  Kette  bestehen  aus  schweren  gleichförmigen 
Stäben  von  der  Länge  2a,  die  an  ihren  Enden  durch  freie  Gelenke  verbunden 
sind.  Sie  werden  in  einer  horizontalen  Geraden  ausgestreckt,  wobei  das  eine  Ende 
der  Kette  mit  einem  im  Raum  festliegenden  Punkt  mittelst  eines  Gelenkes  ver- 
bunden ist.  Wenn  das  System  von  der  Ruhe  ausgeht,  zu  zeigen,  dass  die  Anfangs- 
reaction  an  dem  k^^  Gelenk 

(—ifmg    (2+y3)"+*-*— (2— ■|/3)"+*-* 

2y5  (2  +  ysY+  (2 — 1/3)" 

ist. 

Wenn  die  Glieder  aus  Stäben  mit  rotirenden  Schwungrädern  bestehen  derart, 
dass  das  Trägheitsmoment  eines  jeden  Gliedes  für  eine  durch  seinen  Schwerpunkt 

gehende  senkrechte  Axe  —  ma*  ist,  zu  zeigen,  dass  die  Anfangsreactionen  an  den 

Gelenken  ebenfalls  durch  die  obige  Formel  angegeben  werden. 

Beisp.  4.  Eine  Kette  besteht  abwechselnd  aus  Gyrostaten,  von  denen  jeder 
die  Länge  2a  hat,  und  masselosen  verbindenden  Gliedern  von  der  Länge  2Z,  wobei 
die  Verbindung  durch  Universalgelenke  am  Ende  der  Axe  eines  jeden  Gyrostaten 
hergestellt  wird.  Eine  solche  Kette  von  endlicher  Länge  wird  in  eine  Lage  ge- 
bracht, in  der  ihre  Glieder  ein  offenes  ebenes  Polygon  bilden  und  ihre  Enden 
J.,  B  durch  üniversalgelenke  festgehalten  werden;  das  System  wird  so  in  Be- 
wegung gesetzt,  dass  es  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  f»  um  AB  rotirt,  als  wäre 
es  ein  starres  Polygon.  Man  soll  die  Gleichungen  der  stationären  Beweg^g  auf- 
stellen. 

Ein  Gyrostat  ist  ein  rasch  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  rotirendes 
Schwungrad,  das«  ohne  Reibung  auf  einem  steifen  sich  bewegenden  Rahmen  oder 
innerhalb  eines  Gehäuses  gelagert  ist.  [Math.  Soc,  1876.] 

Man  nehme  AB  zur  je; -Axe  und  die  Ebene  xz  rotire  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit ^  so  um  ABy  dass  sie  die  Kette  immer  enthält,  p^,  s^  seien 
die  Neigungen  des  k*^^  Stabes  und  Fadens  gegen  AB;  mP  sei  die  Componente 
der  Spannung  parallel  AB,  sie  ist  daher  fär  jeden  Stab  dieselbe.  Die  gesuchten 
Gleichungen  sind  dann 
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3i^k+i  —  ^k  ='  «(™i>*+i  +  «OP*)  +  2^  sin  «jt^i , 

—  Po  { (tgSjfc^.1  +  tg«^)  cosjp^  —  2  sinjpj} , 

worin  mC^  und  mC,  die  Trägheitsmomente  des  Schwungrades  und  des  Gehäuses 
für  die  Axe  und  mÄ  das  beider  fOr  eine  senkrechte  Aze  ist. 

Um  die  Momentengleichung  zu  erhalten,  bedenke  man,  dass  in  Folge  der 
geometrischen  Eigenschafben  des  Üniversalgelenkes  sich  jedes  gyrostatische  Glied 
so  bewegt,  als  ob  seine  Aze  bis  zur  festen  Axe  AB  yerlängert  und  dort  durch 
ein  üniversalgeleAk  mit  ihr  verbunden  wäre.  So  hat  jedes  Gehäuse  die  Winkel- 
geschwindigkeit —  fir  um  seine  Axe  und  -\-fi  um  eine  Parallele  zu  AB,  die  durch 
seinen  Schwerpunkt  geht;  §  83.  Durch  Zerlegung  findet  m^  die  Winkel- 
bewegungsgrösse  um  die  Axen  der  C  und  A  und  daraus  die  Winkelbewegungs- 
grossen  um  die  Coordinatenaxen  x,  y,  z,  Substituirt  man  in  die  Gleichungen  §  10 
und  beachtet,  dass  die  Winkelbewegungsgrössen  bei  stationärer  Bewegung  constant 
sind,  so  ergeben  sich  die  drei  Momentengleichungen.  Zwei  sind  identisch  erfüllt 
und  die  dritte  ist  oben  gegeben  worden. 

Beisp.  6.  Wenn  man  voraussetzt,  das  Polygon  in  der  letzten  Aufgabe  komme 
einer  graden  Linie  so  nahe,  dass  man  die  dritten  Potenzen  von  p  und  8  vernach- 
lässigen kann,  zu  zeigen,  dass  die  Schwerpunkte  der  Gyrostaten  auf  der  harmo- 
nischen Curve 

X  ^  Acos  (ßz/h)  +  B  sin  (Oz/h) 

liegen,  worin  h  =  2a  -\-  21  und  6  durch 

(C^fin  —  A(i*+  2Pa)(l  —  cos  ö  —  lii*/P)  =  ft«a*(l  +  cos  $) 

gegeben  ist. 

Wenn  das  Polygon,  statt  bei  A  und  B  befestigt  zu  werden,  unbegrenzt  in 
beiden  Richtungen  in  der  Gestalt  der  obigen  Curve  verlängert  wird,  so  macht  es 
in  der  Zeit  n/fi  eine  halbe  Umdrehung  um  die  xr-Axe  und  die  harmonische  Curve 
rückt  um  die  Strecke  nh/ß  längs  dieser  Axe  fort.  Die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit V  ist  daher  F=f*&/0.  [Math.  Soc,  1876.] 

Beisp.  6.  Eine  Kette,  deren  Spannung  T  ist,  besteht  aus  abwechselnden 
Gliedern  von  der  Länge  2a  und  2&,  die  durch  glatte  Kugelgelenke  verbunden 
sind;  die  von  der  Länge  2a  sind  masselose  verbindende  Stäbe,  die  übrigen  sym- 
metrische Gyrostaten.  Die  Masse  eines  jeden  Gyrostaten  ist  die  Einheit  und 
seine  Trägheitsmomente  für  seine  Axe  und  ein  Loth  auf  sie  sind  C  und  A,  während 
seine  Winkelgeschwindigkeit  um  seine  Axe  o»  ist.  Man  finde  die  allgemeinen 
Gleichungen  für  die  kleinen  Bewegungen  einer  solchen  Kette  und  zeige,  dass  eine 
endlose  Folge  von  Wellen  von  der  Periode  2n/p  in  der  Richtung  der  Kette  sich 
mit  der  durch  die  Gleichungen 

^       l    ^  x*—2{l-—ap*/T)x+lJ 

und 

,      «  2(a  +  h)p  ,  ,      ^ 

X*  —  2x cos    ^   T.  ^^ -f  1  =  0 

gegebenen  Geschwindigkeit  V  fortpflanzt.  [Math.  Tripos,  1889.] 

Beisp.  7.  n  gleiche  Kugeln  sind  durch  biegsame  Federn  verbunden  und 
werden  gezwungen,  sich  in  einer  kreisförmigen  Rinne  zu  bewegen,  in  welcher  sich 
auch  die  Federn  befinden,  und  das  System  von  Kugeln  und  Federn  bildet  eine 
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geschlossene  Kette.  Wenn  die  Masse  der  Federn  im  Vergleich  mit  derjenigen  der 
Kugeln  sehr  klein  ist  und  wenn  der  ISugs  der  kreisförmigen  Binne  gemessene  Ab- 
stand zwischen  den  Kugeln  Anfangs  der  unausgedehnten  Länge  einer  jeden  der 
Federn   gleich   kommt,   zu  beweisen,   dass   die  Schwing^ungszeiten   des   Systems 

9r  (m/ffr)^  cosec  ««/n  sind,  worin  m  die  Masse  einer  Kugel,  f»  die  Kraft  bedeutet, 
welche  dazu  nOthig  ist,  die  Länge  einer  Feder  um  die  Sämheit  zu  yergrössem 
und  %  eine  ganze  Zahl  ist,  die  irgend  einen  Werth  von  1  bis  n  haben  kann.  Mit 
welchem  physikalischen  Problem  ist  diese  Aufgabe  identisch,  wenn  ti  unendlich 
g^sB  ist,  und  wie  verhält  es  sich  dann  mit  den  Schwingungszeiten? 

[Math.  Tripos,  1887.] 

Beisp.  8.  2n  gleiche  und  gleichförmige  Stäbe,  jeder  yon  der  Masse  m,  sind 
durch  Gelenke  verbunden  und  werden  so  gehalten,  dass  sie  abwechselnd  eine 
verticale  und  horizontale  Lage  einnehmen  und  so  eine  Figur  bilden,  die  einer 
Treppe  gleicht,  indem  jeder  verticale  Stab  tiefer  als  der  vorhergehende  liegt.  Der 
höchste  Stab  ist  horizontal  und  kann  sich  frei  um  sein  festliegendes  Ende  drehen. 
Man  beweise,  dass^  wenn  man  die  Stäbe  loslässt,  die  horizontale  Componente  X^^ 
und  die  verticale  Y^^  der  Anfangswirkung  zwischen  dem  2r^^  und  (2r  -}-  1)^'^ 
Stab  durch 

x,^ « jB  (—  6  +  2yiy  +  c(—  6-2  y^y 

y,^  -  B-  (-  ö  +  2  yS)''+c{—  6  —  ^yiy 

gegeben  ist,  worin  die  Constanten  JB,  C,  B',  C  durch  die  Gleichungen 

^tn  ==  Ö»  ^%n  =  0,  X,  +  2X,  -  0,  2r,  +  löFo  -  ömflf  =  0 
bestimmt  sind.  [Math.  Tripos,  1889]. 

§  420.  Netzwerk  von  Nassenponkten.  Columnen  von  Fäden  werden  in  einer 
Ebene  von  Zeilen  von  Fäden  rechtwinklig  geschnitten  und  an  jedem  Durch- 
schnittspunkt wird  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  befestigt.  Der 
Zwischenraum  zwischen  zwei  benachbarten  Columnen  sei  Z  und  der  zwischen  zwei 
benachbarten  Zeilen  V.  Die  Spannungen  der  Zeilen  und  Columnen  seien  T  bez. 
T.  Die  Massenpunkte  mögen  senkrecht  zu  der  Ebene  schwingen,  in  der  die 
Fäden  liegen  und  das  ganze  ^System  nicht  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  stehen. 

Beisp.  1.  Wenn  w  die  Verschiebung  des  Massenpunktes  in  der  h^^  Columne 
und  J^  Zeile  ist  und  T/ml  ■■  c*,  T'/mV  =  c'*  gesetzt  wird,  zu  beweisen,  dass 
die  Bewegnuigsgleichung 

ist. 

Beisp.  2.  Man  beweise,  dass  die  Bewegung  der  Massenpunkte  durch  die 
Reihe  dargestellt  werden  kann,  deren  allgemeines  Glied 

tt;=:2;{a*(il&*+ J56-*)  +  o-*(il'6*+ JB'6~*)}8inp«    .    .    .    (1) 

ist,  worin  £  die  Summirung  fElr  alle  durch  die  Gleichung 

-p»-c'(«-3  +  i)+c"(6-2  +  l) 

verbundenen  Werthe  von  a  und  b  verlangt. 

Man  zeige,  dass,  wenn  a  sowohl  als  b  reell  sind,  wenigstens  eines  der  beiden 
negativ  sein  mnss.  Man  zeige  femer,  dass,  wenn  der  Fall  b  =  ±l  den  Bedingungen 
des  Problems  nach  möglich  ist,  der  ihm  entsprechende  Coeffident  von  sinpt 
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(±l)*{a*+(A  +  BJfc)+a-»(A'+2rib)} (2) 

Wird. 

Sind  beide  a  sowohl  wie  b  gleich  ±  1,  ao  ist  der  entsprechende  Coefficient 

(±l)^(±lfU  +  Bh+Ck  +  Dhk) (8). 

Welches  ist  die  allgemeine  Form  der  Lösung,  wenn  eine  der  beiden  Grössen 
a  and  h  imaginär  und  die  andre  reell  wird?  Wenn  beide  imaginär  sind  und  der 
Modulus  die  Einheit  ist,  zu  zeigen,  dass 

w  =  £P  8m (pt  —  2ÄÖ  —  2kq>)\ 

i)«=  c*(2  sin  ey+  c  "(2  sin  g))«  J ^*^ 

ist. 

Beisp.  3.  Man  zeige,  dass  die  Lösung  (4)  im  letzten  Beispiel  eine  Wellen- 
bewegung darstellt.  Wenn  X  die  Länge  der  Welle,  t;  ihre  Geschwindigkeit  und 
ff  den  Winkel  angibt,  den  die  Richtung,  in  der  sie  fortschreitet,  mit  den  Faden- 
zeilen macht,  zu  beweisen,  dass 

X0  B  srZ  cos  a,    Xq>  =^  nV  sin  a^    v*(n/xy  =^  c^sin^d -\- c*sni^q> 
ist. 

Beisp.  4.  Wenn  das  Netzwerk  so  gebildet  wird,  dass  cl  =  c'V  ist,  zu  be- 
weisen, dass  es  zwei  Richtungen  gibt,  in  denen  eine  Welle  von  gegebener  Länge 
mit  der  grössten  Geschwindigkeit  fortschreitet  und  dass  die  Fronten  in  diesen 
FäUen  die  Diagonalen  der  Oeffiiungen  zwischen  den  Fäden  sind.  Die  beiden 
Richtungen  der  kleinsten  Geschwindigkeit  sind  diejenigen,  for  welche  die  Fronten 
in  die  Richtung  der  Fäden  fallen. 

Beisp.  6.  Wenn  cl  ^^  cV  ist  und  die  Zwischenräume  zwischen  den  Fäden 
sehr  klein  sind,  zu  beweisen,  dass  das  Netzwerk  eine  Membrane  wird,  welche 
^leichmässig  nach  allen  Richtungen  ausgedehnt  ist.  In  diesem  Fall  rücken  Wellen 
von  jeder  endlichen  Länge  und  jeder  Frontrichtung  mit  derselben  Geschwindig- 
keit vorwärts. 

Beisp.  6.  Ein  im  üebrigen  unendlich  grosses  Netzwerk  wird  von  einem 
Stab  begrenzt,  der  längs  der  Diagonalen  der  Oeffnungen  geht.  Der  Stab  wird 
nach  dem  Gesetz  to=^P  sin  pt  erschüttert.  Man  beweise,  dass  zwei  verschiedene 
Bewegungen   sich  ergeben,  je  nachdem  die  Erschütterungsperiode  grösser  oder 

kleiner  als  «/(c*-|-  c*)"^  ist.     In  dem   ersteren  Fall  schreiten  Wellen   über   das 
Netzwerk  fort,  in  dem  letzteren  gleicht  die  Bewegung  der  in  §  411  beschriebenen. 

§  421.  Netzwerk  mit  yiereckigen  Oeihittiigeo.  Um  die  Massenpunkte  in  eine 
bestimmte  Ordnung  zu  bringen,  denken  wir  uns,  sie  seien  so,  wie  bei  rechtwink- 
ligen Netzwerken,  in  Zeilen  und  Columnen  angeordnet,  wobei  aber  die  letzteren 
beiden  grade  Linien  nicht  länger  zu  sein  brauchen.  Ist  das  Netzwerk  derart  gestreckt, 
dass  die  Spannung  eines  jeden  Fadens  der  Länge  des  Fadens,  in  dessen  Richtung 
sie  wirkt,  proportional  ist  und  ist  dieses  Verhältniss  gleich  c',  so  lässt  sich  be- 
weisen, dass  die  Bewegung  durch 

dargestellt  wird,  worin  J  anh  und  d'  snk  operirt.  Es  ist  dies  dieselbe  Gleichimg 
wie  die,  welche  die  Bewegung  eines  rechtwinkligen  Netzwerks  bestimmt,  wenn 
c^c  ist.  Die  Bewegungen  der  beiden  Netzwerke  sind  daher  identisch,  wenn 
man  die  Bedingungen  ftlr  das  Innere  und  den  Umfang  einander  entsprechen  lässt. 
Auf  diese  Art  kann  man  die  Bewegung  einer  Art  von  Netzwerk  ans  der 
einer  andern  ableiten,  genau,  wie  in  der  Hydrodynamik  eine  Flüssigkeitsbewegung 
durch  die  Methode  der  coiyogirten  Functionen  in  die  andre  verwandelt  wird. 
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Beisp.  1.  Man  zeige,  dass  die  geometrische  Besonderheit  dieses  vierseitigen 
Netzwerks  darin  besteht,  dass  jeder  Massenpnnkt  der  Schwerpunkt  der  yier  be- 
nachbarten Massenpunkte  ist,  mit  denen  er  durch  Fäden  in  Verbindung  steht. 

Beisp.  2.  Wenn  (x,  y)  die  Cartesi sehen  Coordinaten  des  Massenpunktes  Qt,k) 
sind,  zu  beweisen,  dass  sowohl  o;  als  y  der  Differenzengleichimg 

genügen.  Man  zeige  auch,  dass  man  den  Werthen  von  x  und  y  die  compendiöse 
Form 

x+y  yZZl  =  2;iic***+«i^*>^^,    I {e^ -  C-«)  =  ±  sin  /J 

geben  kann. 

Andre  Formen  der  Lösung  lassen  sich  wie  in  §  420  ableiten.    So  kann  z.  B. 

x  =  A-\-  Bh  +  Clc-\-  Dhk 
sein. 

In  allen  diesen  Lösungen  werden  die  Richtungen  der  Fäden,  welche  die  Seiten 
der  viereckigen  Oeffidungen  bilden,  dadurch  bestimmt,  dass  man  (1)  h  constant  und 
k  variabel  und  (2)  k  constant  und  h  variabel  werden  lässt.  So  findet  man,  wenn 
man  eine  einzelne  Exponentialgrösse  nimmt, 

a;  =  ile*"*cos2/Jfe,    y  «  ^ß*«*  sin  2/JÄ:. 
Sie  führen  zu 

«»  +  «/«  =  ^»c****,    y/x  =  tg  2ßk. 

Die  viereckigen  Oeffiiungen  werden  daher  durch  concentrische  Exeise  und  Radien- 
vectoren  von  ihrem  Gentrum  aus  gebildet. 

Beisp.  3.    Wenn  die  Oeffidungen  des  Netzwerkes  unbegrenzt  klein  sind,  so 

wird  das  Resultat  des  letzten  Beispiels  x  +  yj/— 1  =  /"(ä  +  ky — l);  es  kann 
daher  als  eine  Ausdehnung  der  Theorie  der  coi\jugirten  Functionen  auf  endliche 
Differenzen  betrachtet  werden. 

Beisp.  4.  Wenn  in  dem  Beisp.  (2)  die  Werthe  von  h  und  k  nicht  auf  ganze 
Zahlen  beschränkt  werden,  zu  beweisen,  dass 

Die  Analogie  dieser  Resultate  mit  einigen  bekannten  Theoremen  in  der 
Theorie  der  conjugirten  Functionen  leuchtet  ein. 

Beisp.  5.  Die  Gartesischen  Goordinaten  der  Massenpunkte  eines  dreieckigen 
Netzwerkes  sind  durch  x^^h,  y^^^hk  gegeben,  worin  A,  k  beliebige  ganze  Zahlen 
bedeuten.  Die  Gleichungen  der  drei  festen  Grenzen  sind  a;  =  n,  ^=«0,  y^^nx. 
Mit  Hülfe  der  in  Beisp.  2  gegebenen  Regel  zu  zeigen,  dass  die  viereckigen  Oeffiiungen 
durch  die  Radienvectoren  vom  Goordinatenanfang  aus  und  Ordinaten  gebildet 
werden,  die  der  y-Axe  parallel  laufen.  Man  beweise,  dass  die  Schwingungsperiode, 
d.  h.  2«/|>,  durch  jp*/c*=  8in*(t«/2n)  +  sin*(i3r/2n')  bestimmt  wird. 


Die  Theorie  der  Differenzengleichungen. 

§  422.  Allgemeine  Bewegnngsgleiehmigen.  Eine  Reihe  von  n  materiellen 
Punkten  von  den  Massen  fiii ,  «n, ,  ...  sei  in  grader  Linie  in  Intervallen  \y  Z, ,  ... 
geordnet  und  befinde  sich  unter  der  Wirkung  äusserer  Kräfte  und  ihrer  gegen- 
seitigen Anziehungen  im  Gleichgewicht.  Sie  mögen  nun  aus  ihren  Gleichgewichts- 
lagen entweder  sämmtlich  rechtwinklig  zur  Aze  der  Linie  oder  sämmtlich  in  ihrer 
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Richtung  Tenchoben  werden.  Die  Verschiebungen  znr  Zeit  t  seien  y^,  y, ,  - .  -y^- 
Wir  wollen  jetzt  diese  y  als  Functionen  der  Zeit  finden. 

Die  an  den  Massenpunkten  angreifenden  Kräfte  sind  verschiedener  Art. 
(1)  gibt  es  die  äusseren  Bestitutionskrftfte,  welche  Functionen  der  Verschiebungen 
des  Massenpunktes  sind  und  Ton  seiner  Gleichgewichtslage  aus  wirken.  Sie  liefern 

zur  Kr&ftefnnction  Glieder  Ton  der  Fonn  —  —Za^y^*,  indem  alle  höheren  Po- 
tenzen der  Verschiebungen  verworfen  werden.  (2)  gibt  es  die  Bestitutionskrftfte, 
welche  von  der  Wirkung  der  benachbarten  Massenpunkte  auf  jeder  Seite  des  be- 
trachteten Massenpxmktes  abh&ngen.  Sie  liefern  znr  Kr&ftefnnction  Glieder,  welche 
Quadrate  der  y  xmd  Producte  der  y  mit  aufeinanderfolgenden  Indices  enthalten. 
Da  aber 

ist,  so  haben  die  dadurch  in  die  Krftftefnnction  eingeführten  Zusatzglieder  ledig- 
lich die  Form  —  y ^^i^i+i — y^'*  ^^^  ^^^  ^  ^^  BestitutionskiAfte,  welche 
von  der  Wirkung  der  beiden  benachbarten  Massenpunkte  auf  jeder  Seite  des  be- 
trachteten Massenpunktes  abhängen.  Sie  liefern  zur  Kr&ftefunction  Glieder,  welche 
Quadrate  xmd  Pi^ucte  der  y  enthalten,  deren  Indices  sich  höchstens  um  die 
Zahl  2  unterscheiden.    Da  aber 

2y*y*+8=  (yt+2  -  ^Vk+i  +  y*)'  +  ^^' 

ist,  worin  das  etc.  Quadrate  und  Producte  der  y  anzeigt,  deren  Indices  sich  um 
die  Einheit  unterscheiden,  so  haben  die  in  die  Kr&ftefnnction  damit  eingefShrten 
Zusatzglieder  offenbar  lediglich  die  Gestalt 

Die  fij-ftfte,  welche  von  der  Wirkung  der  drei  benachbarten  Massenpunkte 
abhängen,  lassen  sich  ebenso  behandeln. 

Ausser  diesen  Kräften  können  einige  äussere  ZwangskräfU  an  den  beiden 
Enden  der  Linie  angreifen.    Sie  sind  Functionen  von  y^  bez.  y^  und  liefern  daher 

zu  der  Kräffcefunction  Glieder  von  der  Form  —  y  ^Vi  '^^  —  y  f*y  •  Wirken  die 

Zwangskräfte  auf  die  beiden  letzten  Massenpunkte  an  jedem  Ende,  so  kommen 
zu  diesen  Gliedern  noch  die  Terme 

hinzu. 

ü  sei  die  Kräftefimction  und  die  Gleichgewichtslage  sei  die  Bezugslage,  um 
die  Untersuchung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  uns  zuerst  auf  die  folgenden  Glieder 
beschränken 

Wenn  T  die  lebendige  Kraft  ist,  so  hat  man  2T=  Zmj^y^*, 
Die  Lagrang  ersehen  Bewegungsgleichungen  kann  man  daher  in  der  typischen 
Form  schreiben 

%y*  =  —  «*y*  +  \Pk  (y*+i "  y^)  -  ^*-i  (y*  -  y*~i)] 

worin  /i  die  gewöhnliche  ihm  in  der  Differenzenrechnung  gegebene  Bedeutung  hat. 
Der  Fall,  in  welchem  a  =»  0  und  h  constant  ist,  wurde  in  §  402  gelöst. 
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§  428.  Die  Grensbedingangeii.  Die  obige  typische  Gleichung  stellt  die  Be- 
wegung aller  Massenpunkte  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten  dar.  Sie 
Bchliesst  den  Fall  X;  =  1  nicht  eia,  weil  das  Glied  —  5^  {y^  —  y^y  in  217  fehlt  und 
das  Glied  —  Xy^*  nicht  berücksichtigt  worden  ist.  Wenn  ihre  Differential- 
quotienten  nach  ^i  gleich  sind,  so  heben  sich  die  Fehler  gegenseitig  auf.  Man 
erhält  dann 

Kiyi  —  yoi^^Vi' 

Behandelt  man  das  andere  Ende  auf  dieselbe  Art,  so  ergibt  sich 

Es  gibt  keine  Massenpunkte,  die  denWerthen  k^^O  und  A;»n-{-l  entsprächen; 
die  n  Bewegungsgleichungen  aber,  welche  k^^l  und  k  =  n  entsprechen,  werden 
sämmtlich  durch  die  nämliche  Differenzengleichung  richtig  dargestellt,  wenn  man 
annimmt,  y^  und  y^ti  hätten  die  durch  diese  beiden  Bedingungen  gegebenen 
Werthe. 

§  424.    Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  die  typische  Beweg^nngsgleichung 

^kP'i ^kVk  +  ^(&*-i^y*-i)  -  ^'(^^i-g^'y*-,) 

wird,  wenn  man  den  allgemeineren  Werth  fOr  ü  nimmt,  nämlich 

-  Sa^y^*  -  Sb^  {Jy,)*  -  Ze,  {J*y^\ 
Die  Bedingungen  an  dem  einen  Ende  sind 

und  ähnliche  gelten  an  dem  andern. 

§426.   Die  LOgangsmethode.  Zur  Auflösung  der  typischen  Bewegungsgleichung 

^ky'k  —  «*y*  +  ^  (^*-i^y*-i) 

benutzen  wir  die  Lagrange*sche  Methode.  Um  eine  Hctuptsckmngung  zu  finden, 
setzen  wir 

yj^  =  L^  sin  {pt  +  o») 
und  erhalten  so 

Dieser  Gleichung  kann  man  auch  die  Gestalt  geben 

h^k+i  --  («*  +  ^-1  +  ^  —  P^^k)h  —  ^*-i^ib-i  • 

Würden  wir  die  n  durch  ib=sl,  2,  ...,  n  gegebenen  Gleichungen  einzeln 
niederschreiben,  so  könnten  wir  durch  successiye  Substitutionen  den  Werth  von 
L^  als  lineare  Function  von  Xq  und  L^  ausdrücken.  Da  aber  das  Verhältniss 
▼on  Zr^  zu  Jj|  durch  eine  der  Gleichungen  an  den  Enden  gegeben  ist,  so  lässt 
sich  Lj^  in  der  Form  L^ «»  Ctp{k,  p)  ermitteln,  worin  C  nach  unserm  Belieben 
entweder  L^  oder  L^  oder  irgend  eine  Function  von  L^  und  L^  ist.   Siehe  §  428. 

Macht  man  einige  solche  Substitutionen,  so  erkennt  man  sofort,  dass  tp  (k,  p) 
eine  g^ze  rationale  Function  von  p^  und  vom  (ib  —  1)^^  Grade  ist.  Dieses  Resultat 
ist  nun  in  die  Bedingungsgleichung  am  andern  Ende  einzusetzen.  Man  erhält  so 
nach  Dirision  durch  C 
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Man  kann  diese  Gleichung  kurz  durch  ^  (|?)  =  0  darstellen.  Wir  bemerken, 
dass  diese  Entwicklung  vollkommen  allgemein  ist  derart,  dass  ein  Werth  von  Zr^ , 
der  in  dieser  Lösung  nicht  enthalten  ist,  der  Differenzengleichnng  nicht  genügen 
kann. 

Dieses  Verfahren  ist  genau  dasselbe,  wie  die  Lagrange^sche  Methode  zur 
Ermittlung  der  Hauptschwingungen,  und  die  schliessliche  Gleichung  ^  (j>)  «»  o  ist 
lediglich  die  Lagrange'sche  Determinantengleichung  in  entwickelter  Form.  Man 
erkennt  daraus,  dass  sie  eine  Gleichung  n*^  Grades  zur  Ermittlung  der  n  Werthe 
von  jp*  ist. 

Wird  aber  n  beträchtlich  gross,  so  l&sst  sich  diese  Eliminationsmethode  nicht 
immer  anwenden.  Die  Rechnung  mit  endlichen  Differenzen  setzt  ims  manchmal^ 
wie  in  §  402,  in  den  Stand,  eine  Lösung  auf  einfachere  Art  zu  ^finden.  Welche 
Methode  man  aber  auch  adoptiren  mag,  die  erhaltene  Lösung,  sie  sei  nun  partiell 
oder  vollständig,  muss  in  der-  oben  angegebenen  eingeschlossen  sein. 

§  426.  Ist  die  gegebene  Function  b^  so  beschaffen,  dass  ^^^0^  &^  «  0  und  X 
sowohl  wie  (i  auch  Null  sind ,  so  gibt  es  keine  Bedingungen  an  den  Enden.  Als- 
dann enthält  die  durch  A;  =  0  bestimmte  Differenzengleichung  nur  X,  und  X, , 
da  das  Glied  —  K(yi  —  S^o)  J^^^  fehlt.  Diese  Gleichung  bestimmt  daher  das  Yer- 
hältniss  von  L^  zu  L^  und  die  übrige  Entwicklung  erfolgt  wie  vorher. 

Es  ist  jedoch  empfehlenswerther,  diesen  Fall  in  den  früheren  einzuschliessen 
und  dabei  die  Bedingung  zu  stellen,  dass  y^,  y^^  Vn—i^  tfit  ^^^^  unendlich  gross 
sein  sollen,  unter  diesem  Vorbehalt  können  die  Glieder  —  2^0  (^i  —  Vo)  ^^^ 
^n(yn  4-1  —  y»)  nicht  endlich  werden. 

§  427.  Die  entsprechende  Differentialgleichnng.  Der  Grenzfall  dieser  Diffe- 
renzengleichung ist  von  besonderem  Interesse.  Macht  man  alle  Intervalle  /^ ,  1^ ,  etc. 
zwischen  den  Massenpunkten  einander  gleich  und  jedes  gleich  l  und  setzt  man 
X'^kl,  so  ist  in  der  Grenze,  für  ein  unbegrenzt  kleines  2,  dx  =  l  und  lassen  sich 
die  sämmtlichen  verschiedenen  Functionen  von  k  als  continuirliche  Functionen 
von  X  ansehen.    Schreibt  man  femer 

so  wird  die  Differenzengleichung  in  der  Grenze 

Diese  Gleichung  hat  für  alle  Werthe  der  x  zwischen  gewissen  Grenzen,  z.  B. 
von  o;  =  0  bis  x^^L  zu  gelten.    Die  Bedingungen  an  den  Enden  sind 

a:==0,     &, -^  =s  iy,    x  =  L.     — ^»-r- =  f^y• 
Ebenso  findet  man  die  Difterentialgleichimg,  welche  der  Differenzengleichung 
in  §  424  entspricht. 

In  dieser  Gleichung  braucht  man  y  nicht  klein  anzunehmen,  denn  man  kann 
y  mit  einer  beliebigen  constanten  Grösse  multipliciren,  weil  die  Gleichung  linear 
ist.  Nöthig  ist  aber,  dass  alle  Functionen  und  alle  diejenigen  Differential- 
quotienten, die  in  der  Gleichung  auftreten,  endlich  sind. 

Unter  der  Annahme,  es  sei  y^^Afix^p)-^  BF{x^  p)  die  Lösung,  leite  man 
aus  den  Bedingungen  an  den  Enden  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  B/A 
und  jp'  ab.  Durch  die  Elimination  von  B/A  erhält  man  dann  eine  einzige  Glei- 
chung, aus  welcher  sich  die  sämmtlichen  möglichen  Werthe  von  p'  finden  lassen. 
Diese  Gleichung  stellen  wir,  wie  früher,  durch  -^  (jp)  =  0  dar. 
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Man  setze  yoraus,  an  jedem  Ende  sei  die  Function  b^^^O  und  sowohl  X  als 
fi  Null.  Die  Bedingungen  am  Ende  yerschwinden  für  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung.  Man  hat  daher  keine  Gleichung  für  p.  In  den  folgenden 
Theoremen  jedoch  bleibt  die  Bedingung,  dass  die  für  y  gewählten  Losungen 
zwischen  den  Grenzen  endlich  sein  müssen,  in  voller^eltung.  In  gewissen  Fällen 
werden  die  Werthe  von  p  durch  diese  eine  Bedingung  eingeschränkt. 

§  428.    Beisp.    Wenn  die  Differentialgleichung 

lautet  und  die  Grenzen  xf^O  und  o;«»!  sind,  zu  zeigen,  dass  eine  Lösung  an  beiden 
Enden  nur  dann  endlich  sein  kann,  wenn  |}*sst(t-{-  l)  ist,  worin  %  irgend  eine 
positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

§  429.  Jene  Differenzengleichung  und  ihr  Grenzfall,  die  Differentialgleichung, 
sind  auch  noch  bei  anderen  als  dynamischen  Untersuchungen  von  grosser  Be- 
deutung. Man  wird  daher  gut  thun,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Gleichung 
zwar  unter  einer  dynamischen  Bedeutung  auftrat,  die  Resultate  in  diesem  Ab- 
schnitt aber  vollkommen  allgemein  sind.  Man  kann  die  Bewegungsgleichungen 
einfach  als  ebensoviele  Differentialgleichungen  zur  Ermittlung  von  y^,  y^^  etc. 
auffassen,  die,  wie  in  Kap.  VII  erklärt  wurde,  aus  den  beiden  Hülfsfunctionen  A  und 
C  abgeleitet  werden,  während  die  übrigen  Hülfsfunctionen  B,  D,  E,  F  Null  sind. 
Die  Functionen  A  und  C  werden  hier  T  und  —  ü  genannt  und  das  Symbol  m 

ist  durch  p  y —  1  ersetzt  worden. 

§  4d0.  Drei  Sätze.  In  Bezug  auf  die  Werthe  von  p  ergeben  sich  unmittelbar 
die  folgenden  Theoreme. 

Satz  1.    Ist  die  Function  m^  oder  m^  zwischen  den  Grenzen  positiv,  so  ist 

die  Function  T  eine  definite  positive  Function.  Aus  §  S19  folgt  daher,  dass  alle 
durch  '^  (|})  a=  0  gegebenen  Werthe  van  p*  reell  sind. 

Da  ^Cp)  hier  dasselbe  bedeutet,  wie  die  Lagrang  ersehe  Determinante 
(§  425),  so  ist  dieser  Satz  dem  Theorem  äquivalent,  dass  alle  Wurzeln  dieser 
Determinante  reell  sind^}. 


1)  Einen  andern  Beweis  dafElr,  dass  sämmtliche  Werthe  von  p*  reell  sein 
müssen,  gibt  Poisson  in  Art. 90  seiner  Theorie  MaOUmatique  de  la  Chdleur,  Er  zeigt 

dort,  dass,  wenn  p*  ein  Paar  complexe  Werthe  von  der  Form  f-±:gV—  1  hat,  das 

L 

Integral  jm^Xg^Y^dx  nicht  Null  sein  kann  (siehe  §482).    Die  Schlussweise  ist 

0 

folgendennassen.    Da,  nach  §  486,  Lj^  eine  Function  von  p*  ist,  so  lässt  sich  den 

entsprechenden  Werthen  von  X^  und  Y^  die  Form  F  -i^  G  ]/ —  1  geben.     Dies 
führt  zu  der  Gleichung 

L 

u 


welche  unmöglich  ist,  wenn  m^  zwischen  den  Grenzen  dasselbe  Vorzeichen  behält. 
Poisson  wendet  den  Satz  auf  den  Fall  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung an,  er  lässt  sich  aber  offenbar  auf  den  allgemeinen  FaU  von  Differential- 
gleichungen oder  Differenzengleichungen  beliebiger  Ordnung  ausdehnen. 
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§  431.  Satz  2.  Wenn  die  Functionen  a^^,  5j|.,  etc.  oder  a^,  &^,  etc.  ebenso- 
wohl wie  m^  oder  m^  zwischen  den  Grenzen  positiv  sind  und  1,  ft  ebenfalls  posi- 
tive Werthe  haben,  so  ist  die  Function  0  »>  —  ü  eine  definite  positive  Function. 
Es  folgt  daher  aus  §  815,  dass  (die  Werthe  von  p*  positiv  sind. 

Dies  ergibt  sich  auch  aus  dem  Theorem  in  Bd.  1,  dass  die  Gleichgewichts- 
lage stabil  ist,  wenn  die  Eräfbefiinction  ü  ein  Maximum  in  ihr  ist. 

§  482.  Satz  3.  Sind  p  und  q  zwei  ungleiche  mögliche  Werthe  des  Parameters 
p  und  g^ben  die  typischen  Gleichungen 

yj^  »B  Xj^  sin  pt    und    y^^ »»  Y^^  sin  qt 

die  entsprechenden  Lösungen  an,  so  kann  man  die  Methode  der  Multiplicatorenf 
vAe  in  Kap,  VIII,  §  399  erklärt  towrde,  benutsen  und  behaupten,  dass 


n 
L 


^^k^k  ^*  •=  »4  ^1  ^1  H h  ^M^M  Yn 

ist.    In  dem  Fall  einer  Differentialgleichung  wird  daraus  j  m^X^Y^  dx  ^^  0 . 

0 

Vergleicht  man  damit  das  Normalbeispiel  in  §  402,  so  erkennt  man,  auf  welche 
verschiedene  Art  sich  diese  drei  Sätze  benutzen  lassen.  Die  dort  gefundenen  Werthe 
von  p*  waren  sämmtlich  reell  und  positiv;  der  dritte  Satz  wurde  in  §  406  zur  Be- 
stimmung der  Integrationsconstanten  gebraucht,  wenn  die  Anfangsbedingungen  be- 
kannt sind. 

§  488.  Die  Starm'seheii  Theoreme.  Wir  wollen  uns  auf  den  Fall  beschränken, 
in  welchem  die  Differenzengleichung  die  Form 

hat  und  die  einzelnen  Arten  der  Bewegung,  welche  durch  die  verschiedenen  Werthe 
von  jp'  bestimmt  werden,  miteinander  vergleichen. 

Um  die  Bewegung  der  einzelnen  Massenpunkte  leichter  erkennen  zu  können, 
ziehen  wir  Ordinaten,  die  in  der  Gleichgewichtslage  eines  jeden  Massenpunktes 
senkrecht  auf  ihrer  Reihe  stehen.  Die  Länge  der  Ordinate  sei  der  Verschiebung 
des  Massenpunktes  zur  Zeit  t  gleich.  Die  von  den  Endpunkten  dieser  Ordinaten 
gebildete  Curve  führt  dem  Auge  die  Natur  der  Bewegung  vor.  Die  Durchschnitts- 
punkte der  Curve  mit  der  Axe  der  Punktreihe  heissen  Schwingungsknoten,  die 
grössten  und  kleinsten  Ordinaten  Sehtoingungsbäuehe. 

In  dem  Beispiel  des  §  402  waren  diese  Ordinaten  die  thatsächlichen  Ver- 
rflckungen  der  verschiedenen  Massenpunkte.  In  dem  allgemeinen  Fall,  den  wir 
jetzt  untersuchen,  ist  diese  Curve  lediglich  dazu  erdacht,  dem  Auge  den  wechselnden 
Zustand  des  Systems  vorzuführen;  in  jenem  speciellen  Fall  dagegen  war  sie  durch 
die  sichtbare  Bewegung  gegeben. 

Die  sämmtlichen  möglichen  Werthe  von  p  seien,  mit  dem  kleinsten  an- 
fangend, der  Grösse  nach  geordnet. 

Es  wird  gezeigt  werden,  d€us  in  der  durch  den  kleinsten  Werth  von  p  ge- 
gebenen Lösung  alle  jene  Ordinaten  m  jedem  Moment  dasselbe  Vorzeichen  h(ü)en. 
Während  der  ganzen  Bewegung  bildet  daher  die  darstellende  Curve  einen  Bogen 
mit  einem  einzigen  Bauch,  welcher  von  der  einen  Seite  der  a>Axe  nach  der  andern 
hin-  und  herschwingt. 

Femer  wird  gezeigt,  dass  es  in  der  dwnh  den  nächst  grösseren  Werth  von  p 
gegebenen  Losung  in  jedem  Äugenblick  einen  Wechsel  der  Vorzeichen  der  Ordinaten 
gibt,  wenn  man  von  dem  einen  Ende  der  Zeile  nach  dem  andern  geht.  Während 
der  ganzen  Bewegung  bildet  daher  die  darstellende  Curve  einen  doppelten  Bogen 
mit  zwei  Bäuchen,  die  durch  einen  Knoten  getrennt  werden. 
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In  der  durch  die  dritikleinste  Wurzel  gegebenen  Lösung  sind  in  jedem  Augen- 
blick ßwei  Zeidienwechsd  der  Cooräinaten  vorhanden.  Die  darstellende  Oorre  bildet 
daher  drei  durch  zwei  Knoten  getrennte  Bäuche.  So  geht  ea  weiter  durch  alle 
Werthe  von  p  hindurch. 

In  aJJen  diesen  Fällen  werden  die  Knoten,  welche  su  irgend  einem  Werth  von 
p  gehören,  durah  die  Knoten  getrennt,  welche  dem  in  der  Bethe  etmächst  folgenden 
Werth  von  p  angehären, 

%  434.  Das  Lemma.  Zum  Beweis  dieser  Theoreme  bedürfen  wir  das  fol- 
gende Lemma,  p  und  q  seien  zwei  Werthe  von  p  und  die  entsprechenden  Be- 
wegungen seien  durch  y^  »>  X^  sin  pt  imd  y^^  »  Yj^ainqt  gegeben.    Es  ist  dann 

Durch  Elimination  der  Function  Qj^  ergibt  sich 

(«•  -p*)  m,X,T,  -  b,  iX,+,T,  -  Z,r,+,)  -  6j_,  {X,Y,_,  -  X,_,Y^. 
Daraus  erh&lt  man  durch  Summirung  von  k^^a  bis  k  =  k 

(«»-i>'){ni«x«r„  +  ---  +  »»Är,} 

^  h  i^k-{-X^k  -  ^k  ^t-hl)  —  K-l  (^a^«-l  —  ^a^l^a)- 

Die  rechte  Seite  kann  man  auch  schreiben 

h  (Y,JX,  -  X,JY,  -  b„_,  (T„_,JX„_,  -  z„_,^r„_,). 

In  dem  Grenzfall,  in  welchem  die  Differenzengleichung  in  eine  Differential- 
gleichung übergeht  (§427),  nimmt  dieses  Lemma  die  Form  an 

0  • 

§  436.  Zusatz  1.  Man  betrachte  die  ganze  Reihe  der  Werthe  Z^,  X^,.,X^, 
wie  sie  aufeinander  folgen.  Dabei  wechseln  Beihen  von  positiven  und  negativen 
Werthen  miteinander  ab.  X^  ...  X^^  sei  eine  solche  Beihe,  in  welcher  alle  Ele- 
mente dasselbe  Vorzeichen  haben^  während  die  zu  beiden  Seiten,  also  X^^i  und 
^i+i>  ^^  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen.  Wir  wollen  beweisen,  dass,  wenn 
g  ]>  p  ist,  es  wenigstens  einen  Zeiehenweehsd  in  der  entspred^enden  Beihe  der  Y 
gibt,  die  sich  von  Ta—i  ^  ^k4-i  ^^  EinsMuss  dieser  beiden  erstreckt. 

Man  nehme  an,  der  Fall  sei  möglich  und  alle  diese  Y  hätten  dasselbe  Vor- 
zeichen; dann  würde  jedes  der  vier  Glieder  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichheit 
in  dem  Lemma  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wie  das  Product  Xj^Yj^  haben. 
Das  Lemma  könnte  daher  nicht  richtig  sein. 

In  Betreff  ^der  Function  Oj^  haben  wir  keine  Annahme  gemacht,  dagegen 
vorausgesetzt,  dass  b^  und  m^  dasselbe  Vorzeichen  haben  und  es  von  dem  einen 
bis  zum  andern  Ende  behalten. 

§  436.  Zusatz  2.  Zunächst  betrachte  man  nun  eine  zweigetheilte  Beihe  von 
Werthen  z.  B.  X^  .  ,  ,  X^  .  .  ,  X^  von  der  Art,  dass  alle  Elemente  von  X^  bis 

Xß_^  ein  Vorzeichen,  sagen  wir  das  negative,  und  von  X^bis  X^^  das  andere  haben, 

während,  um  die  zweigetheilte  Beihe   vollständig  zu  machen,  X^_]^  und  X^^.^ 

die  entgegengesetzten  Zeichen,  wie  die  ihnen  folgenden  bez.  vorhergehenden  Elemente 

21* 
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besitzen.  Wenn  nun  g  ]>  p  ist,  so  muss  Y  nach  Zusatz  1  das  VarxeinJun  Mwischen 
^a—i  ***^  ^ft  ****^  ^^'^^  ztoischen  Y^_^  und  I^t^j  twcA^rfn.  Wir  wcüen  be- 
weisen^ dass  ein  einziger  Wechsel  ewist^icn  ^a^i  **^  Yg  zu/r  ErfiÜlung  dieser 
beiden  Forderungen  nicht  ausreidU. 

Denn,  w&re  es  der  Fall,  so  würden  alle  Prodacte  X^  Y^,  . . .,  X^Y^  dasselbe 

Vorzeichen  haben.  Jedes  der  yier  Glieder  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichheit  in 
dem  Lemma  hat  aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  dem  Product  X^Y^. 
Das  Lemma  konnte  daher  wieder  nicht  richtig  sein. 

Nehmen  wir  auf  dieselbe  Art  eine  dreigetheilte  Beihe  von  Werthen 

^^^  ...  ^^/0  •  .  •  ^^y  •  •  •  ^^^ 

derart,  dass  X,  wenn  Je  von  dem  einen  Ende  bis  zum  andern  varürt,  zweimal  das  Zeichen 
wechselt,  so  muss  Y  nach  Zus.  1  sein  Vorzeichen  zwischen  Y^_^  und  !F^,  Y^^x 

und  Y  ,   Y     i   und    Y^  .  ^   ändern.     Grade  wie  vorher   folgt  aber,   dass  zwei 

Wechsel  den  drei  Forderungen  nicht  genügen. 

§  437.    Zusatz  8.    Man  betrachte  die  Beihe  von  Werthen  X^,  X^,  .    .,  Xj^, 

deren  Elemente  an  dem  einen  Ende  der  vollständigen  Beihe  beginnen,  sämmtlich 
dasselbe  Zeichen  haben,  und  welche  derart  ist,  dass  Xj^  ■  ^  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  hat.  Wir  beweisen,  dass,  wenn  9  >  jp  ist,  wenigstens  ein  Wechsel  in 
der  entsprechenden  Beihe  der  Y  von  Y^  bis  Y*  i  ^  sAaÜfindet. 

Li  diesem  Fall  b^pjmt  die  Beihe  an  dem  einen  Ende;  man  hat  daher  die 
für  dieses  Ende  geltenden  Bedingungen  b^i^X^  —  X^=:^XX^  und  \{Y^--Y^)^^XY^, 
Die  Gleichheit  in  dem  Lemma  wird  mithiia 

Hätten  nun  alle  Y  von  Y^  bis  Y^j.!  dasselbe  Vorzeichen,  so  würde  jedes 

Glied  auf  der  linken  Seite  dasselbe  Zeichen  besitzen  und  die  beiden  Glieder  auf  der 

rechten  Seite  das  davon  verschiedene,  die  Gleichheit  könnte  daher  nicht  bestehen. 

AehnHche  Bemerkimgen  gelten  für  eine  an  dem  andern  Ende  aufhörende  Beihe. 

§  488.  Zusatz  4.  Schliesslich  betrachte  man  die  sämmtlichen  voUständigen 
n  Beihen  Xj  .  .  .  X^,  Y^  .  .  .  F^,  etc.,  etc.,  die  den  n  Werthen  von  |),  j,  etc.  ent- 
sprechen, wobei  diese  Werthe,  mit  dem  kleinsten  beginnend,  der  Grösse  nach  geordnet 
sind.  Nach  den  vorstehenden  Zusätzen  muss  jede  dieser  Beihen  einen  Wechsel  mehr 
haben,  als  irgend  eine  Beihe  vor  ihr.  Da  nur  n  Glieder  in  jeder  Beihe  ezistiren, 
so  kann  die  letzte,  also  die  n^,  nur  n  —  1  Wechsel  besitzen.  Mt^n  hat  die  erste 
Beihe  keinen  Wechsel,  die  zweite  einen,  die  dritte  nwr  zwei  ii.  s.  w.  Auch  attemiren 
die  Wechsel  in  jeder  Beihe  auf  die  siih(m  erklärte  Art  mit  den  Wechseln  in  jeder 
ihr  folgenden  Beihe, 

§  489.  Wir  bemerken,  dass  in  den  Zusätzen  1  und  2  kein  Gebrauch  von 
den  Bedingungen  an  den  Enden  gemacht  wurde.  In  diesen  Sätzen  sind  daher  p 
imd  q  willkürliche  Grössen,  die  nur  daran  gebimden  sind,  dass  q  grösser  als  p 
sein  muss.  In  Zusatz  3  wurden  die  Bedingungen  an  dem  einen  Ende  eingefUirt; 
alle  drei  Zusätze  gelten  also,  wenn  nur  an  dem  einen  Ende  X^/X^  *»  ^i/^o  ^^^• 
In  Zusatz  4  wurde  angenommen,  die  Bedingungen  an  beiden  Saiden  seien  erfüllt; 
p  und  q  müssen  also  jetzt  verschiedene  Wurzeln  der  in  §  426  durch  if»  (p)  «s  0 
dargestellten  Gleichung  sein. 

§  440.  Der  vierte  Sati.  Zu  geigen,  dass  keine  zum  Werthe  von  p*  gleich  sind. 
Wir  wollen  annehmen,  die  Zwangsbedingungen  an  dem  einen  Ende  seien,  wie  in 
Zusatz  8,  erfüllt.    Wir  können  dann  das  Lemma  des  §  484  in  der  Form 
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schreiben,  worin  sich  die  Summining  Ton  k«^  1  bis  k==an  erstreckt.  Da  p  und  q 
jetzt  willkürliche  GrOssen  sind,  so  kann  man  q^^^p^-^-dp^  setzen.  Man  erhält 
so  bis  auf  kleine  GrOssen  erstw  Ordnnng  genau 

dp*£mX*^b,(X,^,dX^-X,dX,^,). 
Dieser  Gleichung  kann  man  die  Form  geben 

Die  in  Klammem  stehende  GrOsse  ist  aber  mit  der  linken  Seite  der  Gleichung 
'^  ( p)  >»  0  identisch,  zu  der  wir  in  §  426  kamen,  und  welche  die  s&mmtlichen  mög- 
lichen Werthe  von  p  bestimmt,  wenn  die  Zwangsbedingungen  an  beiden  Enden 
berücksichtigt  werden.    Daraus  folgt 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  kein  Werth  von  p  sowohl 
^  (p)  a  0  als  '^'  (p)  I»  0  machen  kann.  Die  Gleichfmg  '^  (p) »  o  kann  daher  keine 
gleichen  Wureeln  haben. 

§  441.  Beisp.  1.  Wenn  n  materielle  Punkte  von  beliebigen  Massen  in  be- 
liebigen Zwischenräumen  in  grader  Linie,  wie  früher  erklärt  wurde,  angeordnet 
werden  und  transversale  durch  irgend  einen  Werth  des  Parameters  p  bestimmte 
Schwingungen  ausführen,  zu  beweisen,  dass  die  Gerade,  welche  zwei  beliebige 
Massenpunkte  verbindet,  die  Axe  der  Reihe  in  einem  Punkt  schneidet,  welcher 
während  der  ganzen  Bewegung  festliegt. 

Beisp.  2.  Wenn  ^^^  »  Z^  sin  pt  die  dem  Werth  p  entsprechende  Haupt- 
schwingung vorstellt,  zu  beweisen,  dass 

ist.  Die  beiden  ersten  Z  verlangen  die  Summirung  von  k^^l  bis  Ä;  ■■  n  und  das 
dritte  von  k=ol  bis  kt^n  —  1. 

Beisp.  8.    Wenn  a^^  &^  und  m^  sämmtlich  positiv  sind  imd  2n/p  die  längste 

Periode  einer  Hauptschwingung  ist,  zu  beweisen,  dass  p*  kleiner  als  der  gprösste 
Werth  von  (a^  +  Z»j.  -f  ^^ill^j^  'Uid  grösser  als  der  kleinste  Werth  von  ajmj^  ist. 
Wenn  ^n/p  die  kürzeste  Periode  einer  Hauptschwingung  ist,  zu  beweisen, 
dass  p"  grösser  als  der  kleinste  Werth  von  («t  +  ^jb  +  ^i— i)/*'**  '^^^  kleiner  als 
der  grösste  Werth  von  (0;^  +  3^jfc~f  ^jb~.i)/^A  ^^  ^  diesem  Beispiel  sind  \  und 
h^  gleich  %  bez.  ft  zu  nehmen. 

Beisp.  4.    Wenn   die  Functionen  n^^  und  6^  dasselbe  Vorzeichen  behalten 

oder  Null  sind,  zu  zeigen,  dass  ein  Werth  von  p  nur  dann  Null  sein  kann^  wenn 
sowohl  X  als  f»  Null  sind. 

Beisp.  6.  y^sB  X^  sin  pt,  yi^-B  Yj^  sin  gt  mögen  zwei  Hauptschwingungen 
und  q  grösser  als  p  seiA.  Wenn  eine  Beihe  von  Werthen,  wie  X^  ...  X^  ge- 
nommen wird,  die  sämmtlich  dasselbe  Vorzeichen  besitzen,  und  wenn  sich  dabei 
X;^  an  einem  Bauch  befindet  und  ein  Knoten  zwischen  X^_j  und  X„  Hegt,  zu  be- 
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weisen,  dass  entweder  ein  Knoten  oder  ein  Bauch  innerhalb  der  Reihe  T^__^..,T^ 

existirt. 

Daraus  leite  man  ab,  dass  entweder  ein  Knoten  ^oder  ein  Bauch  der  kürzere 
Zeit  dauernden  Schwingung  innerhalb  oder  in  den  Endpunkten  der  Strecke  liegen 
muss,  welche  irgend  einen  Knot«n  mit  irgend  einem  Bauch  der  länger  dauernden 
Schwingung  verbindet. 

Beisp.  6.    Für  die  Gleichung 

in  welcher  P,  Q,  22,  8  gegebene  Functionen  von  x  sind,  seien  y^^X  und  y^^Y 
zwei  Lösungen,  die  verschiedenen  Werthen  von  p  entsprechen,  und  ft  sei  der  inte- 
grirende  Factor  der  beiden  ersten  Glieder  auf  der  linken  Seite.  Man  beweise,  dass 

jn8XTdx^=»0  ist  ffir  beliebige  Grenzen,  zwischen  welchen  X,  T  und  ihre 
l)ifferentialquotienten  endlich  sind,  vorausgesetzt  dass  an  jeder  Grenze  entweder 

P=Ooderg/r-g/x 

ist. 

Beisp.  7.  Zusätzliche  äussere  Kräfte  mOgen  an  dem  System  so  angreifen 
(§  422),  dass   aj^  sich  in  a]^   verwandelt,   wobei   a^  —  a^^   zwischen  den  Grenzen 

A;  »=  1  und  k  ^^  n  positiv  ist.  Wenn  alsdann  m^^  ebenfalls  positiv  ist,  zu  be- 
weisen, dass  jeder  Werth  von  p*  grösser  wird.  Wenn  auf  der  andern  Seite  die 
Trägheit  so  vermehrt  wird,  dass  m^^  sich  in  m]^  verwandelt  und  wenn  dann  sowohl 

m'j^  —  ^k  ^^  ^k  2^^BC^6^  ^^^  Grenzen  positiv  sind,  zu  beweisen,  dass  alle  Werthe 
von  p*  sich  verringern. 

Diese  Biesultate  folgen  aus  §  76  und  §  77,  Beisp.  1.  Sie  können  auch  aus 
dem  Lemma  abgeleitet  werden. 

Beisp.  8.    Die  Bewegungsgleichung  eines  dynamischen  Systems  sei 


*'y»-Ä(^-5l) -'***«!'«• 


worin  die  Werthe  von  p*  aus  den  in  §  427  gegebenen  Bedingungen  t&x  x^^O  und 
X  ^^  L  abgeleitet  werden.  Eine  Aenderung  werde  derart  an  dem  S3rstem  vor- 
genommen, dass  a^  sich  in  a^  verwandelt,  wobei  a^  —  a^  ftir  alle  zwischen  den 

Grenzen  liegenden  Werthe  von  x  positiv  bleibt.  Wenn  dann  auch  m^  zwischen 
den  Grenzen  positiv  ist,  zu  beweisen,  dass  die  Werthe  von  p^  sich  ebenfalls  ver- 
grossem. 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  in  §  427  erwähnt  wurde,  be- 
spricht C.  Sturm  in  dem  ersten  Band  von  Liouville's  Journal.  Er  stellt  dort 
die  in  §  483  gegebenen  Theoreme  auf,  die  wir  nach  ihm  genannt  haben.  Ihre 
Ausdehnung  auf  Gleichungen  endlicher  Differenzen  findet  man  in  einer  Abhand- 
lung des  Verfassers  in  dem  elften  Band  der  Froceedings  of  Ihe  McUhematical 
Society,  1880.  Die  Theoreme  über  die  Netzwerke  von  Massenpunkten  sind  einer 
Abhandlung  des  Yer^i^ssers  in  dem  fünfzehnten  Band  derselben  Proceedings,  1884 
entnommen. 
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Kapitel  X. 

Anwendung  der  Yariationsrechnnng. 

Die  Principien  der  kleinsten  Wirkung  und  der  yariirenden 

Wirkung, 

§  442.  Die  zwei  FnndamentalgleichiiiigeB.  q^y  q^y  q^^  etc.  seien 
die  Coordinaten  eines  Systems  von  Körpern  und  q  bezeichne  irgend 
eine  von  ihnen.  T  sei  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems,  U  die 
Kraftefimction  und  i  ^  T+  TJ,  Wie  £rüher  mögen  Accente  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  angeben. 

Wir  wollen  uns  denken,  das  System  bewege  sich  auf  eine  gewisse 
Art,  die  wir  die  thatsächliche  Bewegung  oder  Bahn  nennen  wollen. 
$1,  q^y  etc.  sind  dann  Functionen  von  t  und  im  Allgemeinen  besteht 
unsere  Aufgabe  darin,  die  Form  dieser  .Functionen  zu  ermitteln.  Man 
nehme  an,  das  System  bewege  sich  auf  eine  von  der  ersten  nur  wenig 
verschiedene  Art,  d.  h.  g^,  q^j  etc.  seien  Functionen  von  tj  die  von 
ihren  thatsächlichen  Formen  nur  um  ein  Geringes  abweichen.  Die  so 
dargestellte  Bewegung  heisse  eine  benachbarte  Bewegung  oder  Bahn. 
Man  kann  sich  denken,  der  üebergang  von  der  thatsächlichen  Bewegung 
zu  irgend  einer  benachbarten  yollziehe  sich  durch  das  Verfahren,  welches 
Variation  in  der  Variationsrechnung  genannt  wird^).  Nach  dem  Funda- 
mentaltheorem dieser  Rechnung  ist 

SSLdt  =  [LStl  +/2'(|f  -  li  ff  )(*S  -  a'Si)dt  + 


+[2'l7  (**-«'*€' 


1)  Wenn  die  Anzahl  der  Coordinaten  beschränkt  ist,  kann  man  diese  Varia- 
tionen geometrisch  darstellen.  Es  seien  f,  g, ,  q^  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  P.  Der  thatsächlichen  Bewegung  entspricht  eine  ganz  bestimmte 
erste  Curve.  Wird  diese  non  in  ganz  willkürlicher  W^eise  unendlich  wenig  abgeändert, 
so  erhält  man  eine  Tarürte  Cnxre.  Wie  in  den  Lehrbüchern  der  Variationsrech- 
nung erklärt  wird,  geschieht  der  üebergang  von  einem  Punkt  P  auf  der  ersten 
Curve  zu  einem  Punkt  P*  auf  der  benachbarten  dadurch,  dass  man  ^,  g^ ,  q^  mit 
^  +  ^^  ^  +  ^9ii  tft+^Ss  vertauscht.  Sind  mehr  Coordinaten  vorhanden,  so 
lässt  sich  die  geometrische  Analogie  weiter  verfolgen,  wenn  man  einen  Baum  von 
mehr  als  drei  Dimensionen  annimmt. 
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worin  der  Buchstabe  £  die  Snmmiruiig  für  alle  Coordinaten  fi^  ^^  etc. 
verlangt  und  die  eckigen  Klammem  angeben,  dass  die  Glieder ,  die 
nicht  imter  dem  Integralzeichen  stehen,  zwischen  Grenzen  zu  nehmen  sind. 
Wenn  die  Coordinaten  von  einander  unabhängig  sind,  so  verschwindet 
nach  den  Lagrange 'sehen  Gleichungen  jedes  einzehie  Glied  unter  dem 
Integralzeichen  und  man  erhält 

,/w<-[(i-2l|:»-)»«+2lf»,l- 

worin  H  die  reciproke  Function  von  L  bezeichnet,  wie  in  dem  ersten 
Band  dieses  Buches  erklärt  wurde. 

Das  Integral  J Ldt  hat  Sir  W.  B.  Hamilton,  Irish  Academyy  I, 

1841   die   PrincipalfuncHon  genannt;   es   wird   gewöhnkch   durch  den 
Buchstaben  8  dargestellt. 

Wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit  explicite  nicht  ent- 
halten,  so  ist  T  eine  quadratische  homogene  Function  der  G^eschwindig* 
keiten  und  daher  Z(dT/dq')q'=  2T.  In  diesem  Fall  ist  H—T—  U. 
Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  gilt  jetzt  und  T —  17  ist  daher 
gleich  h,  einer  Gonstanten,  welche  die  Energie  des  Systems  darstellt. 
Die  eben  bewiesene  Hamilton'sche  Gleichung  nimmt  dann  die  ein- 
fachere Form  an 

SS = s/idt = -  h{8t,  -  sQ + [21^  »«];:• 

§  443.  Statt  S  kann  man  auch  andre  Functionen  benutzen. 
Setzt  man 

F=S+[JT<]|;,    so  ist    dr=dS+[H8t  +  tSH]l 
und  daher 

Die  Function  V  heisst  die  charaJcteristische  Function,    Phil.  Trans,f  1834. 

§  444.  Enthalten  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit  nicht 
explicite,  so  ist  H^^h  und  h  eine  Constante,  welche  dazu  benutzt 
werden  kami,  die  ganze  Energie  des  Systems  du^ustellen.    Alsdann  ist 

r=S  +  h(t,-t,)=fiT+  ü)dt+f\T-  U)dt, 
daher 

V^2jTdt. 

to 

Die  Function   V  drückt  mithin  die  ganze  Ansammlung  an  lebendiger 
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Kraft,  d.  h.  die  Wirkung  des  Systems  beim  üebergang  aus  seiner  Lage 
zur  Zeit  t^  in  seine  Lage  zur  Zeit  ^  aus. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  Allgemeinen  in  diesem  Ab- 
schnitt annehmen,  die  geometrischen  Gleichungen  enthielten  die  Zeit 
nicht  explicite. 

§  445.  Beim  Beweis  dieser  Theoreme  haben  wir  vorausgesetzt,  alle  Ejftfte 
seien  conserratiY.  Wenn  zu  den  gegebenen  Kräften  irgend  welche  Beactionen 
hinzutreten,  wie  z.  B.  rollende  Reibung,  die  man  nicht  dadurch  berücksichtigen 
kann,  dass  man  die  Anzahl  der  unabh&ngigen  Coordinaten  reducirt,  so  muss  man 
die  Lagrang  ersehe  Gleichung  in  der  Form  * 

benutzen,  worin,  wie  in  Bd.  1  erkl&rt  wurde,  Pdg  das  virtuelle  Moment  dieser 
Reactionen  ist,  welches  der  Y errfickimg  dg  entspricht.  In  diesem  Fall  verschwindet 
die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  nur  dann,  wenn  die  Variationen  so  beschaffen 
sind,  dass 

ZP(ag  — gdO=-0 
wird. 

Bezeichnet  nun  q  den  Werth  irgend  einer  Coordinate  bei  der  thatsächlichen 
Bewegung  zur  Zeit  <,  so  ist  g  -4~  ^S  ^  Werth  bei  einer  benachbarten  Bewegung 
zur  Zeit  t  +  dt.  Es  ist  aber  (gC  +  ^fl*)^*»  d.  h.  in  der  Grenze  ^9t^  die  Ver- 
änderung von  q-\-  9q  während  der  Zeit  dt,  mithin  g-f~^9  —  9^^  der  Werth  der 
Coordinate  bei  der  benachbarten  Bewegung  zur  Zeit  t.  Die  benachbarten  Be- 
wegungen müssen  daher  derart  sein,  dass  das  virtuelle  Moment  der  Beactionen, 
welches  einer  Verrückung  des  Systems  aus  irgend  einer  Lage  bei  der  thatsäch- 
lichen Bewegung  in  seine  Lage  bei  einer  benachbarten  Bewegung  zur  nämlichen 
Zeit  entspricht,  Null  ist.  Schränkt  man  die  Variationen  auf  diese  Weise  ein,  so 
behalten  die  beiden  Gleichungen,  welche  die  Variationen  von  8  und  V  ausdrücken, 
ihre  Gültigkeit  auch  jetzt  noch. 

§  446.  Ein  aaderer  Beweis.  Man  kann  die  vorhergehenden  Sätze  aufstellen, 
auch  ohne  die  Lagrang  e'schen  Gleichungen  zu  benutzen,  x^y^e  seien  die  Carte- 
sischen  Coordinaten  eines  Massenpunktes  und  m  seine  Masse.  U  sei  eine  solche 
Function,  dass  dü/Bx,  dü/dy,  dü/ds  die  Componenten  der  gegebenen  an  dem 
Massenpunkt  angreifenden  Erilfte  in  der  Richtung  der  Azen  sind.  Man  kann  statt 
dieser  Componenten,  wie  gewöhnlich,  mX,  mF,  mZ  schreiben.    Dann  ist 

L^T+  ür^\£m{x'*+f/^+z'*)+ü. 
Nach  dem  Fundamentaltheorem  der  Variationsrechnung  hat  man 

worin  die  Variationen  dx,  etc.  durch  die  geometrischen  Beziehungen  des  Systems 
miteinander  verbunden  sind.  Substituirt  man  für  L  und  beachtet,  dass  T  eine 
homogene  quadratische  Function  von  x\  y\  s*  ist,  so  wird 

9  JLdt^[{ü'-'T)9i  +  Smx'dxf+  Czm{X-^x')(fix--xiii)dt. 
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Nun  ist  9x  —  x'dt  die  Projection  auf  die  x-Axe,  welche  die  Verschiebmig 
des  Massenpimktes  m  aus  seiner  Lage  bei  der  thatsächlichen  Bewegung  sur  Zeit  t 
in  seine  Lage  bei  einer  benachbarten  Bewegung  zt^r  selben  Zeit  liefert;  §  446. 
Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Theil  verschwindet  mithin  nach  dem 
Prindp  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Das  Glied  Zmx'dx  ist  offenbar  das  virtuelle  Moment  der  Bewegungsgrössen. 
Wenn  die  Coordinaten  als  Functionen  irgend  welcher  unabhängiger  Grössen 
9ii  9s I  6^*  ausgedrückt  werden,  so  ist  es,  wie  in  Bd.  1  bewiesen  wurde,  gleich 
£(dT/d^)Sq,    Setzt  man  T  —  ü  »^  H,  so  erh&lt  man,  wie  zuvor. 


r^  t 

djLdt  -  [-  H9t  +2{dT/dq)Sqi' . 


§  447.  Das  Prindp  der  kleinsten  Wirkung.  Wir  wollen  die 
Lagen  des  Systems  zur  Zeit  t^  und  ^  die  Anfangs-  und  Endlagen 
nennen  und  wollen  diese  (ds  fest  annehmeny  so,  dass  die  ihatsächliche  Be- 
ilegung und  aUe  ihre  benaehbarten  Bewegungen  dieselbe  Anfangs-  und 
Endlage  haben.  In  diesem  Fall  yerschwindet  dq  an  jeder  Grenze  und 
die  beiden  Fundamentalgleichungen,  welche  die  Werthe  von  SS  und 
6V  liefern  y  nehmen  die  einfachere  Form  an 

68  ==  djLdt  =  —  A(*^i  —  *0?    '^=  ^ifTdt  =  (^  —  ^o)  *ä, 


<0 


wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit 
explicite  nicht  enthalten. 

Ist  die  Durchgangszeit  des  Systems  von  seiner  Anfangs-  m  seiner 
Endlage  ebenfdUs  gegeben,  so  hat  man  dt^  =  dt^  und  daher 


dfLdt 


0. 


Ist  die  Constante  h  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Energie  des  Systems 
gegeben,  so  hat  man  JA  =  0  und  daher 


djTdt 


0. 


§448.  Da  8V=0  ist,  so  muss  V  f^r  die  thatsachliche  Be- 
weg^g  ein  Maximum  oder  Minimum  oder  wenigstens  die  Aenderung, 
welche  es  beim  üebergang  zu  einer  benachbarten  Bewegung  erleidet^ 
eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  sein.  V  kann  kein  Maximum  sein, 
weil  man  es  dadurch,  dass  man  die  Körper  Umwege  machen  lasst, 
beliebig  vergrössem  kann.  Da  femer  die  lebendige  Kraft  nicht  negativ 
sein  kann,  so  muss  es  eine  Bewegungsart  aus  einer  gegebenen  Lage 
in  eine  andere  geben,  fär  welche  die  Wirkung  die  kleinstmögliche  ist. 
Wenn  daher  die  durch  die  Variationsrechnung  gelieferten  Gleichungen 
nur  zu  einer  möglichen  Bewegung  ftihren,  so  muss  diese  Bewegung  V 
zu  einem  Minimum  machen.     Wenn  es  aber  verschiedene  mögliche 
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Bewegungsarten  gibt,  so  kann  zwar  keine  ein  Maximum  sein^  einige 
aber  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum.  Dies  vorausgesetzt, 
lassen  sich  die  beiden  folgenden  Theoreme  aufstellen. 

§  449.  Wenn  irgend  ewei  Lagen  eines  dynamischen  Systems  ge- 
geben sind,  90  ist  die  {hatsäcKUche  Bewegung  detoH,  dass  fTdt  Meiner 

ist,  als  wenn  das  System  gezwungen  würden  sich  ohne  Verletzung  irgend 
einer  geometrischen  Bedingung  auf  eine  andre  Art  aus  der  einen  Lage 
in  die  andre  mit  dersfihen  Energie  m  bewegen;  dabei  sind  diese  andern 
Bewegungen  durchweg  derart,  dass  T  diesdbe  Function  der  Coordnuxten 
und  ihrer  DifferentialquotiefUen  bleibt.  Diese  specielle  Folgerung  aus 
den  allgemeinen  Gleichungen  in  §  447  heisst  gewöhnlich  das  Ptincip 
der  kleinsten  Wirkung  (Adion). 

Ebenso  ist  jLdt  ein  Minimum,  wenn  sich  das  System  auf  der  ver- 
änderten Bahn  nicht  mit  derselben  Energie,  aber  in  derselben  Zeit  von 
einer  gegd>enen  Lage  in  die  andre  bewegt 

Maupertuis  glaubte,  er  könne  aus  theologischen  Gründen  den  Satz  a  priori 
aufstellen,  dass  alle  mechanischen  Aendeningen  in  der  Natur  so  stattfinden 
müssen,  dass  sie  den  kleinstmögllchen  Aufwand  an  Kraft  oder  Beschleunigung 
Terursachen.  Dabei  beging  er  das  Versehen,  das  Product  aus  der  Geschwindig- 
keit und  dem  Weg  als  den  Aufwand  an  Arbeit  anzusehen ;  unter  dieser  Annahme 
fanden  Mathematiker,  obgleich  sie  im  Allgemeinen  Maupertuis*  Gründen  nicht 
beistimmten,  dass  sein  Princip  eine  bemerkenswerthe  und  nützliche  Wahrheit  aus- 
drücke, die  sich  durch  bekannte  mechanische  S&tze  begründen  liesse.  WhewelTs 
History  of  the  InducHve  Sciences,  Bd.  2,  S.  119.  Euler  stellte  am  Ende  seines 
TraiU  des  Isop6rimHres ,  1744  die  Wahrheit  des  Princips  fär  isolirte  Massenpunkte, 
die  Bahnen  um  Eraftcentren  beschreiben,  fest.  Der  Satz  wurde  später  von  La- 
grange auf  die  Bewegung  irgend  eines  Systems  Ton  Körpern,  die  auf  beliebige 
Art  aufeinander  einwirken,  ausgedehnt.  Lagrange  wollte  umgekehrt  die  Be- 
wegungsgleichungen aus  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  ableiten,  scheint  dabei 
jedoch  Fehler  begangen  zu  haben,  aufweiche  Ostrogradsky,  in  seinem  MSmoire 
sur  les  iquatums  diff^entieUes  relatives  au  probUme  des  IsoperimHres  (yeröffentlicht 
in  den  Memoiren  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  St.  Petersburg,  1S60)  hin- 
gewiesen hat. 

Das  Theorem,  dass  bei  constanter  Zeit  Tu  dt  ein  Minimttm  ist,  wurde  zuerst  e/%  /^'X-  * 

Ton  Jacobi  (Vorl.  über  Dynamik  S.  68)  angestellt.  ^ 

§  450.  Die  modiflcirte  Lagrange'sehe  Fnaction.  Wenn  in  der  Lagrange- 
schen Function  L  Ton  einigen  Coordinaten  nur  die  Geschwindigkeiten,  d.  h.  ihre 
Differentialquotienten  nach  der  Zeit  auftreten,  so  sind  ihre  entsprechenden  Im- 
pulscoordinaten  während  der  Bewegung  constant.  Wie  in  Bd.  1 ,  §  422  erklärt 
wurde,  empfiehlt  es  sich  dann  manchmal,  diese  Geschwindigkeiten  dadurch  zu  eli- 
miniren,  dass  man  die  Lag  rang  ersehe  Function  modificirt  und  die  so  geänderte 
in  den  gewöhnlichen  Lagrang  ersehen  Gleichungen  benutzt.  Man  nehme  an, 
mehrere  Coordinaten  g^,  q^,  etc.  fehlten  in  dem  Ausdruck  für  Zr,  während 
&'f  9i\  etc.  dann  auftreten  und  eine  gleiche  Einschränkung  f3r  die  übrigen  Coordi- 
naten {,',  {,', etc. nicht  gilt.  Pi,  p^,  etc.  seien  die  Impulscoordinaten (Bd.  1, § 402)  in 
Bezug  auf  9i,  tfa,  etc.,  d.  h.  es  sei  |}  —  dT/dg^.  Der  in  Bd.  1  gegebenen  Regel 
gemäss  setzen  wir 

I»!  —  i  —  X|)gf,    21;  — 2T  — Xijgr, 
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worin  Z  die  Smumirong  fOr  alle  Coordinaten  q^  q^t  ^^'  Terlangt.  L^  ist  alsdann 
das  modificiite  L  und  T^  das  modificirte  T,    Offenbar  können  die  Theoreme 

nur  gelten,  wenn  sich  zeigen  lässt,  dass  Sdfpq'  dt  ^^  0  ist. 

Wenn,  wie  oben  angenommen  wurde,  die  Impulscoordinaten  Pi  imdp^  während 
der  Bewegung  constant  sind,  so  hat  man 

^Jpi  dt  ^  pSjg[dt  '--^  p(ßq^  —  *flo)» 

Yorausgesetet,  dass  die  Variationen  auf  solche  beschrSnkt  werden,  bei  denen  p 
seinen  constanten  Werth  behält.  Da  die  Anfangs-  und  Endlage  der  Voraus- 
setzung nach  bei  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  festliegt,  so  ist  dJp^dt^^O. 
Daraus  schliessen  wir,  dass  fL^  dt  wnd  fT^dt  unter  denselben  Bedingungen  wie 

zuvor  ihre  Eigenschaft  in  Bezug  auf  das  Maximum  und  Minimum  beib^wüen, 
wenn  die  Variationen  auf  solche  beschränkt  werden,  die  das  ConetamibUiben  der  Im- 
pulscoordinaien  nicht  stören.  Dieses  Theorem  rührt  von  L arm or  her,  Math.  Soc.  1884. 

§  451.    Die  aas  der  Variationfiirecluiiiiig  abgeleitete  Bewe^ng. 

Macht  man  die  erste  Variation  von  F  oder  8  (unter  den  gegebenen 
Bedingungen)  den  Regeln  der  Variationsrechnung  entsprechend  zu  Null, 
so  kann  man  umgekehrt  die  Coordinaten  g^,  q^y  etc.  als  Functionen 
von  t  finden.  Unter  diesen  Functionen  der  Zeit  müssen  sich  zweifellos 
die  durch  die  Lagrange'schen  Gleichungen  gegebenen  Bewegungen 
befinden^  weil  sie,  wie  eben  bewiesen  wurde,  die  ersten  Variationen  zu 
Null  machen.  Möglich  ist  es  aber  immerhin,  dass  es  auch  noch  andere 
Bahnen  oder  Arten,  das  System  Ton  der  Anfangs-  in  die  Endlage 
überzufahren,  gibt,  welche  zwar  den  Gesetzen  der  Mechanik  zuwider 
sind^  aber  doch  F  oder  8  zu  einem  Minimum  machen.  Man  sieht 
leicht  ein,  dass  gewisse  andere  Bahnen  existiren  müssen,  denn  man  kann 
die  beiden  Lagen  so  annehmen,  dass  es  unmöglich  ist,  das  System  aus 
der  Anfangslage  mit  der  gegebenen  Energie  so  zu  schleudern,  dass  es 
durch  die  Endlage  geht.  Man  nehme  z.  B.  an,  man  solle  einen  Massen- 
punkt unter  der  Wirkung  der  Schwere  mit  gegebener  Geschwindigkeit 
von  einer  Anfangslage  A  aus  so  werfen,  dass  er  durch  die  Lage  B 
geht,  die  zwar  auf  derselben  Horizontalen  mit  A  liegt,  aber  jenseits 
der  weitestgehenden  Wurfbahn  liegt.  Wir  wissen,  dass  sich  dies  mit 
reellen  Wurfbedingungen  in  reeller  Zeit  nicht  ausführen  lässt;  und 
doch  muss  eine  Bahn,  die  den  geringsten  Aufwand  an  Wirkung  erfordert^ 
von  A  nach  B  existiren.  Wir  werden  nim  zeigen,  (1)  dass  das  ge- 
wohnliche Verfahren  der  Variationsrechnung,  welches  auf  der  Annahme 
beruht,  die  Variationen  der  unabhängigen  Coordinaten  könnten  be- 
liebige Vorzeichen  haben,  nur  zu  den  Lagrange'schen  Gleichungen 
fährt;  (2)  dass  es  gewisse  andre  Bewegungsarten  gibt,  die  so  ge- 
legen sind,  dass  man  die  Coordinaten,  wenigstens  für  einen  Theil  der 
Bahn,  auf  der  einen  Seite  nicht  variiren  lassen  kann,  ohne  imagixiäre 
Grossen  einzuführen;   und    dass  solche  Bahnen,    wenn   diese  unmög- 
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liehen  Yariationen  weggelassen  werden,   ein  Maximum  oder  Minimum 
geben  können. 

§  462.  CoDtiDiiirlieke  Bewe^ngei.  Wir  beginnen  mit  dem  ersten  der  beiden 
S&tze  und  setzen  den  Regeln  der  Variationsrechnung  entsprechend  98  und  dV 
gleich  Null. 

Nimmt  man  djLdt  =  0,  ujobei  die  Durchgcmgazeit  gegeben  ist,  beachtet,  dass 

es  nicht  nöthig  ist,  die  Zeit  yarüren  zu  lassen,  setzt  also  dt^^O  und  an  jeder 
Grenze  ebenso  jedes  Sq^^O^  so  erh&lt  man  nach  §  442 


/2^^-m)""-' 


fQr  alle  Variationen.  Da  die  Sq  s&mmtlich  willkürlich  und  unabhängig  sind,  so 
muss  jeder  CoefBcient  unter  dem  Integralzeichen  für  sich  yerschwinden.  So 
kommen  wir  direct  zu  den  Lagrange^schen  Bewegungsgleichungen. 

§  458.  SoU  die  Wtrktmg  ein  Minimum  «ein,  so  sind  einige  weitere  Unter- 
suchungen geboten,  weil  die  Bedingung,  dass  die  Energie  T —  U  constant  sein 
soll,  als  Einschränkung  auf  die  Variationen  wirken  kann,  die  sich  den  Coordinaten 
geben  lassen.  Bedeutet  h  diese  Constante,  so  setze  man  nach  der  Lagrange'schan 
Regel  in  der  Variationsrechnung 

und  mache 

dfWdt  =  0 

ohne  Rücksicht  auf  die  gegebene  Bedingung.  Sp&ter  wählen  wir  dann  die  will- 
kürliche  OrÖsse  X  so,   dass   die   gegebene  Bedingung   erfüllt   wird.     Weil  nun 

dfWdt  für  alle  Variationen  der  Coordinaten  Null  ist,  so  muss  auch  dfTdt  für 

lüle  Variationen  Null  sein,  welche  die  gegebene  Bedingung  nicht  verleteen.  Be- 
hält man  die  frühere  Bezeichnungsweise  bei,  so  ist  nach  §  442 

worin  die  Integrale  und  die  Orüssen  in  den  eckigen  Klammem  zwischen  den  ge- 
gebenen Grenzen  zu  nehmen  sind,  die  der  Kürze  wegen  weggelassen  wurden. 

Zuerst  wollen  wir  den  Theil  betrachten,  der  nicht  unter  dem  Integralzeichen 
steht.    Ist  die  An&ngs-  und  Endlage  gegeben,  so  ist  jedes  dqs==0.  Man  hat  daher 

{W'-'Z(dW/dq)q')St^O. 

Dieser  Gleichung  wird  durch  dt^^O  genügt.  Da  aber  die  Durchgangszeit 
bei  der  thatsächlichen  und  den  yariirten  Bewegungen  nicht  die  nämliche  sein  soll, 
so  ist  dieser  Factor  zu  yerwerfen.  Nun  ist  T  eine  homogene  quadratische  Function 
der  q[,  mithin  Z{dTJd4)  gf  —  27.  Substituirt  man  für  W  seinen  Werth  und  be- 
nutzt diese  Gleichung,  so  ergibt  sich  (1  -f-  Z)  T-f-  Z  (U-f-  ^) »  0.  X  ist  aber  derart 
zu  bestimmen,  dass  T--U^^h  ist.    Man  erhält  mithin  (1  -f-  2Z)  T»  0  und  daher 

Feiner  betrachten  wir  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Theil.  Nach 
den  Regeln  der  Variationsrechnung  haben  wir,  da  die  ^^  sämmtlich  willkürlich 
sind,  die  typische  Gleichung 

dW       ^  ^^  ^^ 
dq       dt  di 
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Sabstituirt  man  für  W  und  gibt  l  den  eben  gefundenen  Wertii,  so  erh&lt 
man  die  typische  Lagrang  ersehe  Gleichung. 

Beigp.  Wenn  man  zu  den  in  dem  Prinoip  der  kleinsten  Wirkung  benutzten 
Bedingungen  noch  die  Bedingung  hinzufügt,  dass  die  Durchgangszeit  sowohl  wie 
die  Energie  in  allen  varürten  Bewegungen  dieselbe  sein  soll,  zu  zeigen,  dass  das 
Minimum  im  Allgemeinen  nicht  zu  den  Lagrange'schen  Gleichungen  fahrt. 
Ferner  zu  zeigen,  dass  das  Minimum  für  eine  gegebene  Zeit,  welche  nicht  noth- 
wendiger  Weise   der  Zeit  des  freien  Durchgangs   gleich  zu   sein  braucht,   zu 

Z  BB  —  y  -f-  -^/^  führt,  worin  A  eine  Constante  bedeutet,  die  so  zu  ni^hlen  ist, 

dass  die  Energie  ihren  gegebenen  Werth  hat.  Man  zeige  auch,  dass,  wenn  die 
Durchgangszeit  so  gegeben  wird,  dass  ^  »s  0  ist,  das  so  gefundene  Minimnin  das 
kleinste  ist. 

§  464.  Bei  der  Anwendung  des  Princips  der  kleinsten  Wirkung  auf  dyna- 
mische Probleme  lassen  wir  das  System  aus  einer  Lage  A  in  eine  andere  B  mit 

gegebener  Energie  so  rücken,  dass  Tt dt  odex  J\ü -^^  h) dt  ein  Minimwi«  wird. 

Da  die  Zeit  des  üeberganges  nicht  dieselbe  fOr  alle  Variationen  der  Bahn  ist,  so 
hängen  die  Grenzen  der  beiden  Litegrale  von  dem  eingeschlagenen  Weg  ab.  Dies 
bringt  die  Complication  hervor,  dass  diese  Beziehung,  wie  in  dem  Yorigen  Para- 
graphen, berücksichtigt  werden  muss.  Um  die  Sache  zu  yereinfachen,  ist  es 
manchmal  zu  empfehlen,  die  Integrationsvariabele  t  mit  irgend  einer  der  Goordi- 
naten  z  .B.  ^i  zu  vertauschen.  Da  die  Variationen  der  Coordinaten  an  jeder  Grenze 
Null  sind,  so  verschwindet  dann  der  zu  integrirende  Theil  der  Variation.  Diese  Ver- 
tauschung hat  noch  den  weiteren  Vortheil,  dass,  wenn  nur  die  Bahn  gesucht  wird, 
die  Zeit  schon  beim  Beginn  des  Verfahrens  eliminirt  ist. 

Schreibt  man  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  der  Form 

[i^.+^.|fe+^g*y+...](^)*-<,+» .  ..<„ 

und  setzt  12'  für  die  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Grösse,  so  ist  12  eine 
Function  der  Coordinaten  Qi,  q^,  etc.  und  der  Differentialquotienten  von  ^ ,  <{• ,  etc. 
nach  g^. 

Im  Folgenden  nehmen  wir  an,  jede  Lage  des  Systems  sei  durch  die  unab- 
hängigen Coordinaten  q^,  . . .,  q^  bestimmt;  die  thatsächliche  Bahn  unter  dem  Ein- 

fluss  ier  gegebenen  Ej^fbe  liegt  dann  fest,  wenn  ^s ,  ^ ,  etc.  die  richtigen  Func- 
tionen von  gi  sind.    Diese  Functionen  findet  man,  wenn  man 

J{U  +  h)dt^f{JJ+h)'^  Bdq^ (2) 

zu  einem  Minimum  macht,  wobei  die  Grenzen  gegeben  sind  ^}. 

Setzt  man  Q  » (£7  -|-  A)  JB,  so  erhält  man  nach  der  Variationsrechnung 


d 


q,^dqM^h      a^""5^W)'^^ ^*^' 

worin  die  Accente  Differentiationen  nach  q^  bedeuten. 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  leicht  aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  fElr 
die  Variation  eines  Integrals  in  §  442.  Beachtet  man,  dass  der  zu  integrirende 
Theil  Null  wird,  wenn  die  Grenzen  festliegen,  so  hat  man 


1)  Vergl.  Jacobi,  S.  46,  46. 
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worin  2?  die  Summinmg  von  »aa2  bis  i^n  angibt.   Da  die  Variationen  Sq^,9q^,  etc. 
unabhängig  sind,  so  ist  jedes  Glied  unter  dem  Integralzeichen  Null. 

Die  Gleichungen  (3)  sind  von  zweiter  Ordnung  und  liefern,  wenn  sie  integrirt 
werden,  ^,  ^,  etc.  als  Functionen  von  q^  mit  2n  —  2  Constanten.  DieWerthe  der 
Constanten  werden  dadurch  bestimmt,  dass  man  in  diese  Gleichungen  die  Werthe 
der  Coordinaten  für  jede  Grenze  einsetzt.  Die  übrigen  Constanten  der  Bewegungs- 
gleichungen sind  h  und  die  Integrationsconstante  in  (1),  wenn  diese  Integration 
erforderlich  ist.  Sie  sind  bekannt,  wenn  die  Energie  und  die  Durchgangszeit  durch 
die  Anfangslage  Ä  gegeben  sind. 

Wenn,  wie  es  manchmal  Torkommt,  eine  der  Coordinaten,  z.  B.  g^,  in  dem 
Äusdrudt  für  Q  nic/4  vorkommt,  so  ist  es  eu  empfehlen^  diese  Coordinate  zur  Inte- 
ffrcOiongvariabelen  zu  nehmen.  Man  erhält  dann  sofort  ein  erstes  Integral  der  Glei- 
chungen (8),  nämlich 

Um  sich  Ton  der  Richtigkeit  dieses  Integrals  zu  überzeugen,  bedenke  man,  dass 

ist;  substituirt  man  ffir  dQ/dq^y  so  erhält  man  den  Differentialquotienten  yon  (6). 

Wir  haben  angenommen,  die  Coordinaten  <[| ,  g, ,  etc.  des  Systems  seien  un- 
abhängig; ist  es  nicht  der  Fijl,  so  ziehen  wir  irgend  eine  Beziehung  Jlf  »»O,  die 
zwischen  ihnen  bestehen  mag,   dadurch  in  Rechnung,  dass  wir,  wie  in  §  468, 

j{Q-\'^^^9i  <>^6  Rücksicht  auf  die  gegebene  Bedingung  zu  einem  Minimum 
machen. 

Beisp.  Man  leite  aus  dem  Frincip  der  kleinsten  Wirkung  ab,  dass  die  Bahn 
eines  Geschosses  unter  der  Wirkung  der  Schwere  eine  Parabel  ist.  [Die  Wurf- 
geschwindigkeit ist  gegeben;  sie  sei  ^2^^;  man  mache  /*(%— y)  y(l  -^y'^dx 

zu  einem  Minimum  und  beachte,  dass  der  Integrand  x  nicht  enthält,  man  also  die 
Gleichung  (6)  benutzen  kann.] 

§  466.  DiseoBtiBiiirlieke  Bewegnngeii.  Wir  gehen  nun  zu  dem  zweiten  in 
§  461  erwähnten  Satz  über  und  untersuchen,  ob  irgend  welche  andere  Bewegungs- 
arten ausser  den  bereits  gefundenen  yorkommen  können,  welche  die  erste  Variation 
der  Action  zu  Null  machen.  Bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichungen  wurde  an- 
genommen, alle  dq  seien  unabhängig;  wenn  aber  die  Bedingungen  der  Aufgabe 
irgend  eine  Grenze  enthalten,  so  kann  dies  ftir  eine  thatsächHche  Bewegung,  die 
das  System  in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  dieser  Grenze  annimmt,  nicht 
richtig  sein.  So  sind  in  unserm  Fall,  da  T  nicht  negativ  sein  kann,  alle  Lagen 
des  Systems  ausserhalb  der  Grenze  t]  -\-h  ^^  Q  ausgeschlossen.  In  der  unmittel- 
baren Nachbarschaft  dieser  Grenze  können  die  Variationen  der  Coordinaten  daher 
nicht  jedes  Vorzeichen  vertragen*).  Daraus  folgt,  dass  eine  Bewegung  längs 
der  Grenze  eine  Bahn  kleinster  Action  sein  kann,  wenn  sie  auch  aus  den  ge- 
u)&wüichein  Gleichungen  der  Variationsrechnung  nicht  hervorgeht. 


1)  Ausnahmefälle,  wie  diese,  kommen  auch  bei  der  Lehre  von  den  Maxima 
und  Minima  in  der  Differentialrechnung  vor.  Wenn  die  unabhängige  Verilnder- 
liche  sich  nicht  unbegrenzt  vergrössem  lässt,  sondern  nach  der  einen  oder  beiden 
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Offenbar  können  wir  das  System  nicht  längs  der  Grenze,  deren  Gleichong 
IT  -|-  /^  BS  0  ist,  fortrflcken  lassen,  weil  dabei  alle  (Geschwindigkeiten  Null  sein 
müssen.  Wir  kOnnen  es  aber  sich  so  nahe  an  dieser  Grenze  mit  beliebig  kleiner 
Gesammtaction  bewegen  lassen,  wie  wir  wollen.  Die  dann  erfolgende  discontinnir- 
liche  Bewegung  kann  daher  eine  Bahn  kleinster  Aotion  sein.  Zuerst  schleadere 
man  das  System  aus  seiner  gegebenen  Anfangslage  Ä  mit  solchen  (Geschwindigkeiten 
und  Richtungen  der  Bewegung  aber  mit  der  gegebenen  Energie  fort,  dass  jeder 
Massenpunkt  gleichzeitig  zur  Buhe  kommt.  Nimmt  man  an,  die  Gleichungen  er- 
gäben reelle  Wurfbedingungen,  so  lieg^  das  System,  wenn  es  zur  Buhe  kommt, 
auf  der  Grenze.  Diese  Lage  möge  B  heissen.  Darauf  bewege  man  das  System 
dicht  an  der  Grenze,  bis  es  eine  solche  Lage  C  erreicht,  dass  es  ohne  Geschwindig- 
keit freigelassen  unter  der  Wirkung  der  durch  U  dargestellten  Kräfte  durch  die 
gegebene. Endlage  D  geht.  Die  Bewegungen  yon  A  nach  B  und  C  nach  D  sind 
Bahnen  kleinster  Action,  während  die  Action  von  B  nach  C  beliebig  klein  ge- 
macht werden  kann. 

§  466.  Man  kann  zeigen,  dass  die  Action  längs  dieser  discontinuirlichen 
Bahn  wirklich  ein  Minimum  ist.  Zu  diesem  Zweck  betrachte  man  irgend  eine 
benachbarte  Bewegung,  welche  in  Ä  beginnt  und  in  D  endigt.  JS',  C  seien 
Lagen  des  Systems  auf  der  benachbarten  Bahn  in  der  Nähe  von  B  bez.  C.  Da 
9h  =^0  ist,  so  übertrifft  die  Action  (S  443)  längs  AB^  die  längs  AB  \xm 


Dieser  Ausdruck  yerschwindet  an  der  unteren  Grenze,  weil  beide  Bahnen  inA  beginnen. 
Da  T  eine  quadratische  Function  der  Geschwindigkeiten  ist,  so  enthält  d  T/di  eine 
Geschwindigkeit  in  jedem  Glied  und  diese  Geschwindigkeiten  yerschwinden  sämmt- 
lich  in  der  Lage  B,  d.  h.  an  der  oberen  Grenze.  Daher  ist  ^FaaO.  Daraus  er- 
gibt sich,  dass  der  Unterschied  zwischen  den  Actionen  längs  AB  und  AB'  eine 
Grösse  yon  der  bei  der  Untersuchung  dieses  Ausdruckes  fdr  ^F  yemachlässigten 
Ordnung  ist.  Der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Actionen  ist  daher  yon  der- 
selben Ordnung,  wie  die  Quadrate  und  Producte  yon  dg  und  dt[. 

Zunächst  sei  dann  M'  irgend  eine  solche  Lage  bei  der  benachbarten  Be- 
wegung B^C\  dass  der  Platzwechsel  B^  M  endlich  ist.  Die  Geschwindigkeiten 
in  jeder  Lage  des  Systems  zwischen  B^  und  M'  sind  yon  der  Ordnung  9^  und 
die  lebendige  Kraft  T  ist  daher  yon  der  Ordnung  (^^f)'.  Die  Uebeigangszeit 
aber  von  B^  nach  M  yariirt  umgekehrt  wie  die  mittlere  Geschwindigkeit,  mithin 
ist  CT dt j  d.  h.  die  Action  yon  B^  bis  M\  eine  kleine  Grösse  yon  der  ersten  Ord- 
nung, nämlich  yon  derselben,  wie  9^,  Diese  Action  ist  wesentlich  positiy  und, 
wie  wir  eben  bewiesen  haben,  unendlich  yiel  grösser  als  der  Unterschied  zwischen 
den  Actionen  längs  AB  und  AB.  Die  Action  längs  AM'  ist  also  grösser  als 
die  längs  AB, 

Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  N'  eine  geeignet  gewählte  Lage  des 
Systems  auf  der  benachbarten  Bahn  in  der  Nähe  yon  C  ist,  die  Action  längs 


Bichtungen  eine  Grenze  hat,  so  entspricht  ihr  Werth  an  den  Grenzen  manch- 
mal einem  Maximal-  oder  Minimalwerth  der  abhängigen  Veränderlichen,  ohne 
dass  sich  dies  dadurch  finden  liesse,  dass  man  den  Differentialquotienten  zu 
Null  macht. 

Einige  Fälle  in  der  Variationsrechnung,  in  denen  die  Variationen  an  den 
Grenzen  jedes  Vorzeichen  nicht  y ertragen  können,  werden  in  de  Morgan *s 
Di/ferenüal  Calculus^  1842,  S.  460  u.  ff.  angegeben.  Sie  scheinen  yon  Dr.  Tod- 
h unter  in  seinen  Bestand  in  Ihe  C<Uculu8  of  VariaUons  1871,  Art.  18  wieder 
neu  entdeckt  worden  zu  sein.    Siehe  auch  Kap.  8  ebenda. 
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N'  D  grösser  ist,  als  die  längs  CD.  Die  Action  längs  M'N'  ist  auch  grOsser  als 
die  längs  BC.  Daraus  folgt,  dass,  so  lange  die  räumliche  Trennung  der  Lagen 
B  und  C  endlich  ist,  die  Action  längs  AB  CD  kleiner  als  die  längs  irgend  einer 
benachbarten  Bahn  ist. 

8  467.  Beisp.  Wenn  man  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  auf  die  in 
§  468  erklärte  Art  benutzt,  so  entfernt  man  die  Einschränkung  bez.  der  Variation 
der  Coordinaten.    Man   zeige,   dass  bei   der   discontinuirlichen   Bahn   die   erste 

Variation  YonCWät  Null  ist,  wenn  man  l  als  eine  discontinuirliche  Function  an- 
sieht, welche  längs  der  Bahnen  ÄB^  CD  gleich  —  y  und  längs  der  Bahn  BC 
gleich  Null  ist. 

§  458.    Ist   die  Action  ein  thatsicUielies  Minimnm?     Um  be- 

urtheilen  zu  können  ^  ob  ein  Integral  ein  Maximum  oder  Minimum 
oder  keins  von  beiden  ist^  muss  man  prüfen^  ob  die  Summe  der  Glieder 
zweiter  Ordnimg  bei  der  Variation  des  Integrals  für  alle  Variationen 
der  unabhängigen  Variabelen  dasselbe  Vorzeichen  beibehält  oder  nicht. 
Dieses  Verfahren  ist  sehr  langwierig;  es  ist  jedoch  nicht  nöthig,  es 
hier  zu  erörtern.  Es  reicht  aus,  wenn  wir  auf  die  Bemerkungen  ver- 
weisen,  die  Jacobi  in  Bd.  17  von  Grelle's  Journal,  1837  gemacht  hat. 

Man  nehme  an,  ein  dynamisches  System  gehe  von  einer  gegebenen 
Lage,  die  wir  Ä  nennen  wollen,  aus  und  komme  in  einer  Lage  B 
an.     Wenn   die  Zeit   gegeben  ist,   so  ergibt  sich  die  Bewegung  aus 

djLdt  =  0]  ist  die  Energie  gegeben,  aus  djTdt^^O.    Die  Constanten, 

welche  bei  der  Integration  der  aus  der  Variationsrechnung  sich  er- 
gebenden Differentialgleichungen  auftreten,  sind  mit  Hülfe  der  ge- 
gebenen Grenzwerthe  zu  bestimmen;  da  dies  aber  die  Lösung  von 
Gleichungen  involyirt,  so  werden  im  Allgemeinen  mehrere  Systeme  von 
Werthen  für  die  willkürlichen  Gonstanten  bestehen  imd  folglich  mehrere 
Arten  der  Bewegung  von  A  nach  B  möglich  sein,  welche  derselben 
Differentialgleichung  und  denselben  Anfangsbedingungen  genügen.  Wir 
wollen  annehmen,  wenn  B  und  A  einander  nahe  liegen,  gebe  es  nur 
eine  Art  der  Bewegung  Ton  A  nach  JS;  nach  §  448  macht  diese  Art 

dann  jTdt  zu  einem  Minimum.    Nun  möge  sich  die  Lage  B  von  A 

so  entfernen,  dass.  sie  sich  immer  auf  dieser  einen  Art  der  Bewegung 
befindet.  Man  nehme  an,  wenn  B  die  Lage  G  erreicht,  sei  eine  andre 
Art  der  Bewegung  von  A  nach  B  möglich,  die  der  ersten  Bewegung 
unbegrenzt  naJbe  liegt.  Aus  Jacobi's  Kriterium  folgt  dann,  dass  G 
die  Grenze  angibt,  bis  zu  welcher  oder  über  welche  hinaus  die  Inte- 
gration nicht  ausgedehnt  werden  darf,  wenn  das  Integral  ein  Minimum 
bleiben  solL 

Jacobi  erläutert  seine  Methode,  indem  er  das  Princip  der  kleinsten 
Wirkung  bei  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  betrachtet. 
S  sei  die  Sonne  und  der  Massenpunkt  gehe  von  A  aus  nach  dem 
Aphelium  hin  und  komme  im  Punkt  B  an.    Die  Bahn  ist  bekanntlich 

BoQth,  DynMDik   II.  2,% 
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eine  Ellipse  mit  dem  Bremipimkt  5.  Da  wir  das  Priscip  der  kleinsten 
Wirkung  benutzen^  so  gilt  die  Energie  der  Bewegung  als  gegeben.  Die 
Hauptaxe  der  Ellipse  ist  daher  bekannt  und  sei  2  a.  Der  andre  Brenn- 
punkt H  der  Ellipse  ist  der  Durchschnittspimkt  zweier  Kreise,  die  mit 
den  Radien  2a  —  SA,  2a  —  SB  aus  den  Mittelpunkten  A  bez.  B  be- 
schrieben werden.  Die  beiden  Durchschnittspunkte  liefern  zwei  Lösungen, 
die  nur  dann  zusammenfallen,  wenn  die  Kreise  einander  berühren, 
d.  h.  wenn  die  Linie  AB  durch  den  Brennpunkt  H  geht.  Zieht  man 
daher  eine  Sehne  ACj  die  durch  H  geht  und  die  yon  dem  Massen- 
punkt beschriebene  Ellipse  in  C  schneidet,  so  muss  die  Endlage  B 
zwischen  A  imd  C  fallen,  wenn  das  Integral,  welches  in  dem  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  vorkommt,  wirklich  ein  Minimum  für  diese 
Ellipse  sein  soll.  Wenn  B  mit  C  zusammenföUt,  so  kann  die  zweite 
Variation  zwar  nicht  negatiy,  aber  Null  werden;  die  Variation  des 
Integrals  ist  also  dann  von  der  dritten  Ordnung  und  kann  daher  ent- 
weder positiv  oder  negativ  sein.  Liegt  B  jenseits  C,  so  kann  die  zweite 
Variation  selbst  negativ  werden. 

Geht  der  Massenpunkt  von  A  aus  nach  dem  Perihelium  hin,  so 
wird  der  äusserste  Punkt  C  dadurch  bestimmt,  dass  man  eine  Sehne 
AC  durch  den  Brennpunkt  S  zieht,  welche  die  Ellipse  in  C  schneidet. 
Denn,  wenn  A  und  C  die  Grenzen  sind,  so  kann  man  durch  Umdrehen 
der  Ellipse  um  AC  eine  unendlich  grosse  Anzahl  von  Lösungen  er- 
halten. Wenn  in  dem  letzteren  Fall  die  zweite  Grenze  B  jenseits  C 
fallt,  so  muss,  wie  Jacobi  annahm,  eine  Gurve  doppelter  Krümmung 
zwischen  den  beiden  gegebenen  Punkten  existiren,  für  welche  die 
Action  kleiner  ist,  als  für  die  Ellipse.  Diese  Annahme  ist  jedoch 
nicht  nöthig,  denn  die  discontinuirliche  Bahn,  von  der  in  §  456  die 
Rede  war,  liefert  in  diesem  Fall  das  Minimum. 

Um  die  Ellipse  der  kleinsten  Action  von  A  nach  B  zu  construiren, 
zieht  Jacobi  zwei  Kreise  mit  den  Mittelpimkten  in  A  und  B.  Sie 
schneiden  sich  in  dem  zweiten  Brennpunkt  H  und  liefern  daher  zwei 
elliptische  Bahnen.  Um  zu  bestimmen,  welche  Bahn  die  der  kleinsten 
Action  ist,  beachte  man,  dass  die  beiden  Durchschnittspunkte  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  AB  liegen.  Von  den  beiden  elliptischen 
Bahnen  hat  daher  die  eine  die  beiden  Brennpunkte  S,  H  auf  derselben 
Seite  von  ABmxA  die  andre  auf  entgegengesetzten  Seiten.  Es  ist  klar, 
dass  in  der  letzteren  Ellipse  der  Punkt  B  sich  jenseits  des  Punktes  C 
befindet,  der  dieser  Ellipse  entspricht  und  dass  daher  diese  Bahn  keine 
kleinster  Action  ist.    Die  erste  Ellipse  liefert  daher  das  Minimum^). 

Beispiele.  Beisp.  1.  Ein  Massenpunkt,  der  unter  der  Einwirkung  eines 
Erafbcentrnms  in  0  steht,  dessen  Anziehung  wie  der  Abstand  varürt,  wird  von 
einem  gegebenen  Punkt  A  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  in  solcher 
Richtung  fortgeschleudert,  dass  er  einen  andern  gegebenen  Punkt  B  erreicht. 
Wenn  C  der  erste  Punkt  der  elliptischen  Bahn  ist,   dessen  Tangente  senkrecht 

1)  Jacobi,  Vorl.  über  Dynamik,  S.  48. 
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auf  der  Wurfrichtung  in  Ä  steht,  zu  beweisen,  dass  die  Action  von  A  nach  B  ein 
Minimum  ist  oder  nicht,  je  nachdem  B  zwischen  Ä  und  C  oder  jenseits  C  Hegt. 

Wenn  B  innerhalb  einer  gewissen  Ellipse  lieg^,  deren  Centrum  0  und  einer 
Brennpunkt  Ä  ist,  zu  beweisen,  dass  es  zwei  Richtungen  gibt,  in  welchen  der 
Massenpunkt  Ton  A  aus  fortgeschleudert  werden  und  dann  B  erreichen  kann  und 
dass  die  Action  fclr  die  eine  ein  Minimum  ist,  für  die  andere  nicht.  Wenn  OA 
nach  einem  solchen  Punkt  D  yerlBugert  wird,  dass  die  Wurfgeschwindigkeit  in  A 
deijenigen  gleich  ist,  die  ein  Massenpunkt  erlangen  würde,  der  in  D  von  der 
Buhe  aus  seine  Bewegung  beginnt  und  sich  unter  dem  Einfluss  der  Centralkraft 
nach  A  bewegt,  zu  beweisen,  dass  die  grosse  Axe  der  Grenzellipse  dem  doppelten 
Abstand  OD  gleich  ist. 

Wenn  der  Punkt  B  ausserhalb  der  Grenzellipse  liegt,  so  kann  der  Massen- 
punkt B  nur  dann  erreichen,  wenn  er  mittelst  einer  Zwangscurve  richtig  dahin 
geleitet  wird.  Die  Curve  der  Minimalaction  lässt  sich  durch  die  folgende  Con- 
struction  ermitteln.  Man  verlängere  OA^  OB  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  mit  dem 
Hülfskreis  der  Grenzellipse  in  E  und  F,  Die  gesuchte  Bahn  liegt  unbegrenzt 
nahe  an  AEFB. 

Um  dies  zu  beweisen,  suche  man  die  Sichtung,  in  welcher  der  Massenpunkt 
von  A  fortgeschleudert  werden  muss,  damit  er  durch  B  gehe.  Wenn  OD  =  % 
gesetzt  wird,  so  ist  die  Summe  der  Quadrate  zweier  coiy'ugirter  Halbmesser  x*. 
Man  halbire  ^B  in  ^  und  es  sei  ON^^Xy  NA^NB^^y.  Die  g^esuchte  Wurf- 
richtimg  Ton  A  aus  schneide  die  Verlängerung  von  ONin  T.  Aus  der  Gleichung 
der  Ellipse  ergibt  sich  dann  eine  quadratische  Gleichung  zur  Ermittelung  von  0  T« 
es  gibt  daher  im  Allgemeinen  zwei  elliptische  Bahnen,  die  der  Massenpunkt  be- 
schreiben kann,  um  von  A  nach  B  zu  kommen.  Die  im  Punkt  A  an  sie  gelegten 
Tangenten  mOgen  die  Verlängerung  von  ON  in  T  und  ü  schneiden;  aus  der 
quadratischen  Gleichung  folgt  dann,  dass  OT-  OCr»x'  und  NT-  NU^^^y*  ist. 
Diese  Gleichungen  bestimmen  T  und  ü. 

Man  sieht,  dass  die  beiden  Wurfrichtungen  zusammenfallen,  wenn  OT  =^  % 
ist^  d.  h.  wenn  die  Tangenten  in  A  und  JB,  nämlich  AT  und  BT,  rechte  Winkel 
miteinander  machen. 

Man  beschreibe  zwei  Kreise  mit  den  Centren  0  und  N  und  Radien  gleich  x 
bez.  y.  Einen  dritten  Kreis  ziehe  man  über  T{7als  Durchmesser.  Da  OT-OU^^tl* 
ist,  so  schneidet  der  dritte  Kreis  den  Kreis  mit  dem  Centrum  in  0  rechtwinklig. 
Ebenso  schneidet  er  auch  den  Kreis,  dessen  Centrum  N  ist,  rechtwinklig.  Die  Tan- 
genten von  dem  Centrum  22  des  dritten  Kreises  aus  sind  daher  gleich.  B  liegt 
mithin  auf  der  Radicalaze  (Potenzlinie)  der  Kreise  mit  den  Centren  0  und  N. 
Daraus  erhält  man  eine  leichte  geometrische  Construction  zur  Ermittelung  von  T 
und  0. 

Die  Punkte  T  und  27  sind  nur  dann  nicht  imaginär,  wenn  die  Radicalaxe  ausser- 
halb der  Kreise  liegt.  Die  Kreise  dürfen  sich  daher  nicht  schneiden.  Es  muss  also 
ON-\-NA  kleiner  als  %  sein.  Man  verlängere  AO  nach  A*  so,  dass  OA'^^  OA 
wird.  Wie  man  sieht,  muss  dann  AB-\-BA'  kleiner  als  2«  sein.  Liegt  daher  B 
nicht  innerhalb  einer  Ellipse,  deren  Brennpunkte  A  und  A'  und  deren  grosse  Axe 
2x  ist,  so  kann  der  Massenpunkt  von  A  aus  nicht  so  fortgeschleudert  werden, 
dass  er  durch  B  geht. 

Beisp.  2.  Ein  Massenpunkt  wird  von  einem  gegebenen  Punkt  A  aus  unter 
der  Wirkung  der  Schwere  fortgeschleudert  und  AC  ist  eine  Sehne,  die  durch 
den  Brennpunkt  der  von  ihm  beschriebenen  Parabel  geht.  Man  beweise,  dass  die 
Action  von  A  bis  B  nur  dann  ein  Minimum  ist,  wenn  B  auf  der  Parabel  zwischen 
A  und  C  liegt.  Wenn  B  jenseits  C  liegt,  die  Bahn  zu  finden,  welche  die  Action 
zu  einem  Minimum  macht. 

Der  Beweis  des  ersten  Satzes  ergibt  sich  aus  dem  Jacob  i'schen  Beispiel .  Um  beide 
Fragen  zu  beantworten,  beachte  man,  dass  es,  wenn  überhaupt,  zwei  Richtungen 

22* 
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gibt,  in  denen  man  einen  Massenpunkt  yon  dem  gegebenen  Pankt  Ä  aus  mit  ge- 
gebener Geschwindigkeit  so  fortschlendem  kann,  dass  er  durch  einen  zweiten 
gegebenen  Punkt  B  geht.  Von  ihren  Brennpunkten  £f,  S'  liegt  der  eine  oberhalb, 
der  andere  unterhalb  der  Sehne  AB  so,  dass  SS*  und  AB  sich  rechtwinklig 
halbiren.  Diese  Bahnen  fallen  zusammen,  wenn  B  in  (7  ist,  und,  wo  auch  B 
liegen  mag,  eine  von  ihnen  hat  jedenfalls  ihren  Brennpunkt  imterhalb  AB.  Diese 
Parabel  ist  die  gesuchte  Bahn. 

Beisp.  8.  Ein  Massenpunkt,  der  von  einem  gegebenen  Punkt  A  mit  gegebener 
Geschwindigkeit  fortgeschleudert  wird,  beschreibt  einen  Kreis  um  ein  Kraftcentmm 
auf  dem  umfang,  dessen  Anziehung  umgekehrt  wie  die  f&nfte  Potenz  des  Ab- 
Standes  varürt.  Wenn  B  irgend  eine  andere  Lage  auf  diesem  Kreis  ist,  durch 
welche  der  Massenpunkt  geht,  ehe  er  im  Kraftsitz  ankommt,  zu  beweisen,  dass 
die  Action  von  A  bis  B  nach  der  Jacob i'schen  Bedingung  ein  Minimum  ist. 

§  469.  Die  InTersion  dynamischer  Probleme  ^).  Da  die  Bewegungsgleichungen 
aus  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  abgeleitet  werden  können,  so  lassen  sich 
offenbar,  wenn  man  bei  der  Anwendung  des  Princips  auf  zwei  verschiedene  Probleme 
denselben  Ausdruck  unter  denselben  Bedingungen  zu  einem  Minimum  zu  machen 
hat,  die  allgemeinen  Integrale  dieser  beiden  Probleme  auseinander  folgern. 

Wir  wollen    einen    einzelnen    Massenpunkt  betrachten,   der  sich  mit  der 

Kräftefunction  ü+  C  auf  der  Bahn  A PB  bewegt ,  die  in  dem  gegebenen  Punkt 

A  beginnt  und  in  einem  anderen  B  endigt.    Wenn  s^^AP  gesetzt  wird  und  v 

die  Geschwindigkeit  des  Massenpunktes  bezeichnet,  so  ist  die  Bahn  derart,  dass 

Jvda  ein  Minimum  ist.  Stellt  man  die  inverse  Curve  mittelst  irgend  eines  Inversions- 

centrums  0  her,  so  ist  für  sie  %*  1  v-rr  ein  Minimum  von  A'  bis  B',  worin  die 


accentuirten  Buchstaben  sich  auf  die  inverse  Curve  beziehen  und  %  die  Constante 
der  Inversion  ist.  Aus  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  folgt,  dass  diese 
Curve  die  Bahn  eines  freien  Massenpunktes  ist,  der  sich  mit  einer  solchen  Kr&fte- 
function  ü'  +  C  bewegt,  dass  v'  ==  «•»/r'*  wird.    Dann  ist  also 

f^v*  ^  rv 
und  daher 

/•(cr+c')=-r*(cr+ 0) (i). 

Da  die  Winkel  der  Badien  einer  Curve  und  der  zu  ihr  inversen  gleich  sind,  so 
zeigt  die  erste  Gleichung,  dass  die  WinkelbewegungsgrOssen  um  irgend  eine  durch 
das  Centrum  der  Inversion  gehende  Axe  an  den  entsprechenden  Punkten  in  den 
beiden  Bewegungen  gleich  sind. 

Daraus  ergibt  sich  das  folgende  Theorem:  Wenn  ein  MctssenpmJU  eine  Bahn 
APB  mit  einer  Kräftefunction  ü  +  C  hest^etbt,  so  kann  ein  Massenpunkt  die 
inverse  Bahn  A'  P'  B*  mit  der  durch  (1)  gegebenen  Kräftefunction  ü'  -|-  C  he- 
schreiben^  falls  bei  den  sich  entsprechenden  Punkten  die  Oeschunndigkeiten  durch 
die  Gleichung  r'v'=:  rv  mit  einander  verbunden  sind, 

Beisp.  1.  Ein  Massenpunkt,  der  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  glatten  Kugel  zu 
bewegen  und  an  dem  keine  Kräfte  angreifen,  beschreibt  bekanntlich  einen  grössten 
Kreis.  Durch  Umkehrung  des  Satzes  zu  zeigen,  dass  ein  Massenpunkt,  welcher 
gezwungen  wird,  sich  auf  einer  glatten  gegebenen  Kugel  zu  bewegen  und  an  dem 
eine  centrale  Kraft  angreift,  die  umgekehrt  wie  die  fSnfte  Potenz  des  Abstandes 
von.  einem  Punkt  0  variirt,  eine  kreisft^rmige  Bahn  beschreibt.  Man  zeige  auch, 
dass  dieser  Kreis  die  Durchschnittslinie  der  gegebenen  Kugel  mit  einer  anderen 

1)  Das  Wesentliche  in  diesem  Paragraphen  ist  einer  Abhandlung  Larmor*s 
in  Bd.  16  der  Proceedings  of  the  Lofidon  Mathematical  Society,  1884  entnommen, 
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Kugel  ist,  die  durch  0  und  den  Fusspunkt  0'  des  Lothes  yon  0  auf  seine  Polar- 
ebene geht. 

Beisp.  2.    Wenn  ein  Massenpunkt  in  einem  ebenen  Kraftfeld,   dessen   auf 
Polarcoordinaten  bezogenes  Potential 

tf        P(l  -f  3  sin'O) 

ist,  in  der  geeigneten  Bichtung  mit  der  Geschwindigkeit  geworfen  wird,  die  er, 
aus  unendlicher  Feme  kommend,  erlangen  würde,  zu  beweisen,  dass  er  eine  Curve 
von  der  Form 

(r  —  a  sin  6)  (r  —  h  sin  6)  «=»  ah 

beschreibt,  vorausgesetzt,  dass 

2  4  « 

a6'T"(o  +  6)«  +  f  ""^ 
ist.  [Math.  Tripos,  1886.] 

Beisp.  8.^  An  einem  Massenpunkt,  der  gezwungen  ist,  sich  auf  einem  Ri^g 
von  verschwindend  kleiner  Oeffiiung  zu  bewegen,  greift  eine  centrale  KraSt 
an,  die  umgekehrt  wie  die  fOnfte  Potenz  des  Abstandes  von  der  Oeffiiung  variirt; 
zu  beweisen,  dass  die  Bahn  alle  Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneidet. 

Jfon  koftm  dynamische  Theoreme  auch  mittelst  cowjugirter  Functionen  um- 
formen. Die  Methode  stimmt  mit  deijenigen  überein,  die  wir  in  Kap.  XTV  dieses 
Bandes  anwenden  werden,  um  die  Bewegung  einer  nicht  homogenen  Membrane 
aus  der  einer  homogenen  abzuleiten.  Man  jßndet  dort  auch  ein  Verzeichniss  der 
S&tze^  welche  für   diese  Functionen  erforderlich  sind. 

(x,  y\  (J,  1?)  seien  die  Coordinaten  zweier  Punkte  P,  IT,  die  sich  in  ent- 
sprechenden oder  coigugirten  Ebenen  bewegen  und  in  solcher  Beziehung  stehen, 

dass  J  +  ij  y —  1  =*=  /"(^  +  y  V — l)  ist.   Bezeichnet  fi  den  Transformationsmodulus, 
so  ist 

'-gi)+i)-©"+G?)" <«• 

Sind  ds,  de  die  entsprechenden  Bogen  der  von  den  beiden  Punkten  P,  17  be- 
schriebenen Bahnen,  so  hat  man  dn^iuds.  Ist  die  Bewegung  des  Massenpunktes  77  in 

der  Ebene  (£,  ij)  durch  sJv'dc^O  gegeben,  so  wird  die  von  P  in  der  Ebene  xy 
durch  9jv  fkds^^O  bestimmt.    Mithin  bewegen  sich  die  Massenpunkte  P  und  77 

frei  mit  Geschwindigkeiten  v  und  v'  und  Kräfbefünctionen  ü  -{•  C  und  U'  -|-  C\ 
wenn 

t?  =  t?>  und  daher  ü'-fC  =  ft"  (17' +  C') (U) 

ist.  Nimmt  man  an,  die  Beziehung  6  +  ij  ^ —  1  ^  /"  (ac  -|-  y  j/ — l)  liefere  |  =«  9  (d;,  y), 
fj  SS  <^  (^,  y),  80  erh&lt  man  die  Gleichung  der  zu  irgend  einer  Curve  coig^Cfui^n 
durch  Substitution  der  Werthe  von  £,  tj  in  die  Ausdrücke  für  x,  y.  Wenn  ein 
Massenpunkt  eine  Bahn  ÄPB  beschreibt  und  seine  Geschwindigkeit  u/nd  Kräfte- 

function  stehen  an  irgend  einem  Punkt  P  in  der  Beziehung  -^  «'==  ^4~  ^f  ^0  kann 

ein  Massenpunkt  die  conjugirte  Bahn  A  PB^  beschreiben  und  seine  Geschwindig- 
keit v'  und  Kräftefunction  ü'  dabei  durch  die  Gleichungen  (II)  gegeben  sein.  Die 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Kräfbefünctionen  lässt  sich  auch  aus  den  Hamil- 
ton'schen  allgemeinen  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ableiten,  §  468. 

Beisp.  4.   Ein  Massenpunkt  77  beschreibt  eine  Bahn  um  einen  Kraftsitz,  deren 
polare  Gleichung  f{Q,  9)saO  ist,  mit  solcher  Geschwindigkeit  v\  dass  v  '^F{q) 

ist.    Man  beweise,  dass  ein  Massenpunkt  P  die  Bahn  f(r^,  nO)  :=  0  um  den  Kraft- 

flitz  mit  der  Greschwindigkeit  v  =^  nr^~^  F (f*)  unter  der  Wirkung  der  centralen 
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Kraft  Y^t^'/^r  beschreiben  kann.    Man   zeige  auch,    dass    das  Verbältniss   der 

Winkelbewegungsgrössen  von  P  und  U  um  die  Eraftsitze  gleich  n  ist  und  dass 
die  Zeiten,  in  denen  entsprechende  Bogenelemente  beschrieben  werden,  in  dem 

Verbältniss  1  :  nV^*""^^  stehen. 

§  460.  Die  LsgraBge'sehe  Transformation.  Lagrange  hat  eine  allgemeine 
Zusammenfassung  seiner  Transformation  aus  Cartesischen  Coordinaten  gegeben,  die 
beachtenswerth  ist.  L  sei  irgend  eine  Function  von  x,  x\  etc.,  y,  y\  etc.  und 
Ton  i,  wobei  wir  uns  nicht  auf  DifiFerentialquotienten  erster  Ordnung  beschränken. 
Die  Variabelen  x^  y,  etc.  mögen  in  andere  9i ,  ^ ,  etc.  umgewandelt  werden,  indem 
man  für  rc,  y,  etc.  Functionen  von  g^,  <2tt  etc.  und  von  t  setzt.  Die  Function  L 
wird  so  auf  zweierlei  Art  ausgedruckt.     Vergleicht  man  die'  beiden  Werthe  von 

sfLdt^  welche  die  Variationsrechnung  liefert,  wenn  die  Zeit  nicht  variirt  wird, 
so  ist,  wie  man  sieht, 

/2'(ll-ll§+^)'-"-/2'(w-Äl|+'^)'«'" 


to 


dem  Unterschied  der  integrirten  Theile  der  beiden  Variationen  gleich.  Der  Aus- 
druck unter  dem  Integralzeichen  muss  daher  durchaus  unabhäugig  von  der  Opera- 
tion d  und  ein  vollständiges  Differential  nach  t  sein.  Dies  kann  aber  nur  dann 
der  Fall  sein^  weun  der  Ausdruck  Null  ist,  da  er  nur  die  Variationen  Sx,  dg,  etc. 
und  nicht  die  Differentialquotienten  dieser  Variationen  enthält.  Man  hat  daher 
die  allgemeine  Transformationsgleichung 

worin  2  die  Summirung  ftlr  alle  Variablen  Xy  y^  etc.,  g^,  g,,  etc.  angibt. 

Wenn  x,  y,  etc.  Cartesische  Coordinaten  sind  und  wenn  L  die  gewöhnliche 
Form  Smx'*-\'  ü  hat,  so  verschwindet  die  linke  Seite  nach  dem  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten.  Daher  muss  auch  die  rechte  Seite  verschwinden. 
Da  die  q  sämmtlich  unabhängig  sind,  so  kommen  wir  auf  diese  Art  zu  den  La- 
grange'schen  Gleichungen. 

Beisp.  Nimmt  man  an,  die  Lagrange'sche  Function  L  sei  eine  Function 
der  typischen  Variablen  g,  q\  q"  und  die  Differentialgleichungen  hätten  den  Typus 

dL       d  cL       d*  oL 

"äg"""d«ä7"^dF*äg^""    ' 

zu  zeigen,  dass  die  entsprechenden  Hamil tonischen  Formen 

,,      dH       d  cH        j      ,,      dH 

r    =  -^ -T-  ^-r    und    g    =  -^- 

dq      dtcq  er 

sind,  worin  r^^dL/dq"  und  H  eine  Function  von  g,  g',  r  ist. 

Es  sei  IT  die  reciproke  Function  youL  in  Bezug  auf  g'\  dann  ist  L-\-H=Srq". 
Nach  Bd.  I,  §  410  wird 

dL/dq^  —  dH/dq,    oLldq^-dH/dq. 

Das  erste  Resultat  ergibt  sich  durch  Substitution  in  die  Lag  rang  ersehe  Be- 
wegungsgleichung, das  zweite  aus  der  Definition  einer  reciproken  Function. 

§  461.  Periodische  Bewegungen.  Wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die 
Zeit  nicht  ezplicite  enthalten,  so  kann  man  das  Symbol  H  oder  h  dazu  benutzen. 
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die  Energie  des  Systems  auszudrücken.     Stellt  man  die  Energie  des  Systems  durch 
E  dar,  so  lässt  sich  Sir  W.  B.  Hamilton's  Fundamentalgleichung  schreiben 

t 

2*^ri*=*.^+[2'|f  *.| (1). 

Diese  Gleichung  werde  auf  die  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  an- 
gewendet, welches  derart  schwingt,  dass  sich  der  ganze  Bewegungszustand  in  con- 
stanten  Intervallen  wiederholt.  Dieses  Intervall  sei  i.  Man  nehme  an,  dem  System 
würde  eine  Störung  durch  Hinzufügen  einer  gewissen  Menge  von  Energie  SE  ge- 
geben. Das  System  sei  so  beschaffen,  dass  sich  die  Bewegung  auch  jetzt  noch  nach 
Constanten  Intervallen  wiederholt,  und  das  jetzige  Intei-vall  sei  i-\-di.  Die  Sym- 
bole für  die  Variation  in  der  Hamilton'schen  Gleichung  kann  man  nun  dazu  be- 
nutzen, den  Uebergang  von  der  einen  Bewegungsart  zur  anderen  anzugeben.  Wird 
die  Zeit  t  der  Periode  t  der  vollständigen  Wiederkehr  gleich  genommen,  so  sind 
die  Anfangs-  und  Endzustände  der  Bewegung  dieselben;  das  letzte  Glied  ver- 
schwindet daher,  wenn  es  zwischen  den  Grenzen  genommen  wird.  Die  Gleichung 
reducirt  sich  damit  auf 

« 

Vi8  CTdt^idE, 

0 

Ist  T^  die  mittlere  lebendige  Kraft  des  Systems  während  einer  Periode  vollständiger 
Wiederkehr  der  Bewegung,  so  ist 


ß 


Tdt^iT^. 


Man  erhält  somit 

8E      .  ^(iTJ 


m  m 

Dieser  Gleichung  lässt  sich  eine  andere  Gestalt  geben.  P^  sei  die  mittlere 
potentielle  Energie  des  Systems  während  einer  Periode  vollständiger  Wiederkehr; 
man  ha^  dann 

»^«  +  *n.  =  *-E:,       iPr^-iT^^^^lJ^    .....     (2). 

Diese  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  Aenderung  der  mittleren 
potentiellen  und  kinetischen  Energie,  wenn  eine  beliebige  Energie  ^jE^  zu  der 
Energie  des  Systems  noch  hinzugefügt  wird. 

Führt  das  Systeni  keine  Hauptschwingung  aus,  so  wiederholt  sich  die  Be- 
wegung nicht  in  constanten  Intervallen  t.  Nehmen  wir  an,  die  Bewegung  set^e 
sich  aus  mehreren  Hauptschwingungen  zusammen,  oder  aDgemeiner,  sie  sei  von 
der  Art,  die  in  Bd.  1  in  dem  Kapital  über  die  lebendige  Kraft  stationäre  Bewegung 
genannt  wurde.  Werden  nun  die  Mittel  für  eine  sehr  lange  Zeit  i  genommen,  so 
gelten  die  obigen  Gleichungen  auch  jetzt  noch.  Den  Beweis  führen  wir  mittelst 
der  Hamilton'schen  Gleichung  (1).  Dividirt  man  durch  t^=^  t,  so  wird  das  letzte 
Glied  auf  der  rechten  Seite  sehr  klein,  weil  die  Bewegung  so  stattfindet,  dass  die 
8q  in  diesem  Glied  mit  der  Zeit  nicht  beständig  wachsen.  Daher  ist  2 8 (i T^/i^^öE; 
der  Rest  des  Beweises  vrird,  wie  vorher,  geführt. 

Diese  oder  äquivalente  Gleichungen  wurden  von  Boltzmann,  Clausius 
und  Szily  auf  die  dynamische  Wärmetheorie  angewendet.  Die  Boltzmann'schen 
Arbeiten  findet  man  in  Poggendorff's  ÄnnaUn,  die  Abhandlungen  der  beiden 
Letzteren  in  verschiedenen  Nummern  des  Fhüosojihiail  Magazine  von  1870  an.  Die 
zweite  der  Gl.  (2)  nennt  man  wohl  auch  die  Clausius'sche  Gleichung.    Wir  ver- 
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weisen  auch  auf  das  Werk  J.  J.  Thomson 's  über  die  Äpplicaiums  of  Dynamics 
to  Physics  and  Chemistry,  1888. 

§  462.  Beisp.  1.  Wenn  die  Periode  vollständiger  Wiederkehr  eines  dyna- 
mischen Systems  durch  Hinzufagung  von  Energie  nicht  verändert  wird,  zu  be- 
weisen, dass  diese  additive  Energie  sich  gleichmässig  auf  potentielle  und  kinetische 
Energie  veriheilt.    Siehe  §  73. 

Beisp.  2.  Eine  Menge  SE  von  Energie  wird  einem  System  mitgetheüt,  dessen 
mittlere  lebendige  Kraft  während  einer  Periode  vollständiger  Wiederkehr  T^  ist. 

Dies  wiederholt  sich  beständig,  so  dass  zuletzt  die  mittlere  lebendige  Kraft  und 
die  Periode  vollständiger  Wiederkehr  die  nämlichen  wie  am  Anfang  sind.    Man 

beweise,  dass  j  -=—  *»  0  ist.    Dieses  Beispiel,  welches  man  Szily  verdankt,  ist  für 
die  dynamische  Wärmetheorie  von  Wichtigkeit. 


Die  Integrale  der  allgemeinen  Bewegnngsgleichnngen. 

§  463.    Die  Hamilton'sehe  Darstellung  der  Integrale.    Sir  W. 

B.  Hamilton  hat  sein  Fundamentaltheorem  über  die  Variation  der 
Principalfunction  und  der  charakteristischen  Function  dazu  benutzt^ 
eine  neue  Methode  zur  Darstellung  der  Integrale  dynamischer  Probleme 
zu  erhalten. 

(ßif  ßi7  A>  A';  ®*'^-)  seien  die  Werthe  von  (g^,  q^',  q^y  g,',  etc.) 
ftlr  ^  =  ^0  ^^^  ^0  sei  dieselbe  Function  von  (ß^ ,  ß^,  etc.),  wie  T  von 
(Sif  i%y  etc.).    Nach  §  442  ist  dann,  wenn  man  t  als  obere  Orenze  setzt, 

Offenbar  lassen  sich  8  sowohl  wie  V  als  Functionen  der  Zeit  und 
der  Anfangsbedingungen  des  Systems  von  Körpern  ansehen,  d.  h.  jede 
dieser  Orössen  kann  als  Function  von  t^,  t,  ^,  ß^j  etc.,  ß^y  ß^',  etc. 
betrachtet  werden.  Auch  die  Goordinaten  q^,  q^y  etc.  sind  Functionen 
von  ^Q,  t  und  denselben  Anfangswerthen.  Obgleich  mm  diese  Functionen 
im  Allgemeinen  imbekannt  sind,  so  können  wir  uns  doch  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten ßi'  ß^  etc.  eliminirt  denken,  so  dass  jetzt  S  und  F 
Functionen  von  t^y  t  und  /Jj,  ß^,  etc.  q^y  q^,  etc.,  d.  h.  von  den  Goordi- 
naten des  Systems  zur  Zeit  t^  imd  t  sind. 

Wird  S  auf  diese  Art  ausgedrückt,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung 
för  dS  die  typischen  Gleichungen 

dS_dT_      dS__dT^  ... 

'dq~'dq'     cß~       dß'' ^^>'' 

Da  T  keine  Function  von  q"  ist,  so  enthält  die  erste  dieser 
Gleichungen  keinen  höheren  als  den  ersten  Differentialquotienten  einer 
Goordinate.  Diese  Gleichung  stellt  daher  typisch  aUe  ersten  Integrale 
der  Bewegungsgleichungen  da/r. 
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Da  ferner  7^  nur  die  Anfangscoordinaten  und  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten enthält,  so  kommt  in  der  zweiten  Gleichung  kein 
Differentialquotient  irgend  einer  Goordinate  vor.  Diese  Gleichung  steUt 
daher  typisch  aüe  zweiten  Integrale  der  Bßwegung  dar. 

Ausserdem  haben  wir  noch  die  beiden  Gleichungen 

dS            ET       ^^       ET  ro\ 

dt ^'     5^  =  ^ ^^'>' 

worin  man,  wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit  nicht  explicite 
enthalten^  h  anstatt  H  setzen  und  imter  h  eine  Gonstante  yersteheu 
kann.  In  diesem  Fall  können  die  Integrale  zur  Verbindung  der  Gon- 
stauten  der  lebendigen  Krafb  mit  den  Gonstanten  (ßj  ß'y  etc.)  dienen. 
Wie  aus  dem  Vergleich  dieser  Resultate  mit  §  447  hervorgeht, 
ist  8  eine  Function  der  Art,  dass  alle  Bewegungsgleichungen  und  ihre 
Integrale  sich  ergeben^  wenn  man  annimmt,  dS  sei  eine  bekannte 
Function  der  Variation  der  Grenzen.  Legt  man  die  Grenzen  fest,  so 
kommt  man  zu  den  Lagrange'schen  Gleichimgen,  yariirt  man  sie,  so 
erhält  man  die  Integrale. 

§  464.  Wenn  man  g^',  g/,  etc.  als  >Functionen  yon  ty  den  Anfangs- 
coordinaten und  den  Anfangsgeschwindigkeiten  ansieht,  lässt  sich  genau 
auf  dieselbe  Weise  t  auch  mit  Hülfe  der  Gleichung 


H=-ü-T+^^q 


eliminiren. 

Auch  Iq  kann  mittelst  einer  ähnlichen  Gleichung  eliminirt  werden, 
welche  H^^  durch  die  An&ngsbedingungen  ausdrückt.  Beide  reduciren 
sich  auf  H^=^  Hq=  T  —  U,  wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die 
Zeit  explicite  nicht  enthalten. 

Nehmen  wir  an^  V  werde  OMf  diese  Art  als  Function  der  Anfa/ngs- 
coordincaten,  der  CoordinaJten  ssur  Zeit  t  und  von  JE  und  Hq  ausgedrückt 
Nach  der  Gleichung  für  dV  ist  alsdann 

dv_dT     ^__^     iE  —  /     ar  _      , 

Setzt  man  voraus^  V  sei  hekamUj  so  gü)t  die  erste  dieser  Gleichungen 
in  typischer  Form  alle  ersten  Integrale  der  Bewegungsgleichungen.  Die 
zweite  liefert  ebenso  viel  Gleichungen,  als  Goordinaten  (g^,  $,,  etc.)  vor- 
handen  sind.     Wenn   die   geometrischen   Gleichungen   die   Zeit   nicht 

explicite  enthalten,  so  konmit  t  in  den  durch  g^  =  —  -^  gegebenen 

Gleichungen  nicht  vor,  alle  aber  enthalten  h.  Eine  von  ihnen  reducirt 
sich  daher  auf  die  Beziehimg  zwischen  dieser  Gonstanten  und  den  Gon- 
stanten (/J,  ß'j etc.).  Die  beiden  letzten  Gleichungen  werden  dV/dh  =  ^  —  <^. 
DaroAAS  ergibt  sich  ein  weiteres  zweites  Integral  der  Bewegungsgleichungen^ 
welches  die  Zeit  enthalt. 
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§  465.  Der  typische  Ausdruck  cT/oq  wurde  in  Bd.  1  die  der 
Coordinate  g  entsprechende  Bewegungsgrösse  oder  kürzer  die  g-Com- 
ponente  der  Bewegungsgrösse  genannt  (Impulscoordinate^  yergl.  Bd.  1, 
S.  467^  Anm.  zu  §  402).  Man  kann  daher  sagen^  die  Impulscoordinate  q 
sei  durch  dS/dq  oder  dV/dq  gegeben,  je  nachdem  man  S  oder  V  benutzt. 

Die  den  Coordinaten  q^^  q^y  etc.  entsprechenden  Impulscoordinaten 
werden  durch  die  Symbole  Pif  p^y  etc.  oder  typisch  durch  den  einzigen 
Buchstaben  p  dargestellt. 

Den  Lagrange'schen  Gleichungen  dp/dt  =  dL/cq  entsprechend 
lässt  sich  mithin  auch  sagen,  die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  jeden 
Impulscoordinate  sei  dem  Differentialquotienten  einer  einzelnen  Function, 
nämlich  X,  nach  der  entsprechenden  Coordinate  gleich. 

§  466.     Ist 

t 

Q^ßi:qp+H)dt, 

worin  p:=dT/di  ist,  zu  beweisen,  dass 

9Q=^[mt  +  SqSp]*^ 

ist.  Wenn  Q  als  Function  der  Anfangs-  und  Endimpulscoordinaten,  d.  h.  (a^ ,  a, ,  etc.) 
und  (p^,  I?,,  etc.)  und  der  Zeiten  t^  und  t  ausgedruckt  wird,  aus  dem  vorigen 
Resultat  abzuleiten,  dass 

ist.    Diese  Sätze  rühren  von  Sir  W.  R.  Hamilton  her. 

§  467.  Beispiele.  Beisp.  1.  Eine  homogene  Kugel,  deren  Masse  die  Einheit 
ist,  rollt  eine  vollkommen  rauhe  feste  schiefe  Ebene  hinab.  Wenn  die  Lage  der 
Kugel  durch  den  Abstand  q  des  Berührungspunktes  von  einem  festen  Punkt  der 
schiefen  Ebene  bestimmt  wird,  zu  zeigen,  dass 

ist,  worin  g  die  Componente  der  Schwere  in  der  Sichtung  des  grössten  Falles  der 
Ebene  und  <«  »=  0  ist. 

Daraus  leite  man  durch  Substitution  das  Hamil tonische  erste  und  zweite 
Integral  der  Bewegungsgleichung  ab. 
Man  findet  leicht,  wie  in  Bd.  1, 

q^ß  +  ß-t  +  ^gt*; 
femer 

Um  S  zu  ermitteln,  substituire  man  in 

S^flT+  U)dt, 

0 

Nachdem  man  integrirt  hat,  muss  ß'  mittelst  der  Gleichung  für  q  eliminirt  werden, 
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Beisp.  2.  Nimmt  man  dieselben  Bewegongsverhältnisse  an,  wie  in  dem 
letzten  Beispiel,  zu  zeigen,  dass 

ist  und  daraus  das  Hamilton'sche  erste  und  zweite  Integral  abzuleiten. 

Beisp.  3.  Man  zeige,  wie  sich  ^ie  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  aus  den 
Hamil tonischen  Integralen  herleiten  lässt. 

Man  hat  V  als  Function  von  g^ ,  g, ,  etc.  und  H.    Daraus  ergibt  sich 

dt  ^^  di  ^"^dH  dt' 
woraus  mittelst  der  Hamil tonischen  Integrale 

2  T  =  2;(a  T/oi)  i  + 1  (dH/dt) 

wird.  Wenn  T  eine  homogene  quadratische  Fimction  von  (g/,  g,',  etc.)  ist,  so 
erhält  man  dH/dt^O  oder  H :=  Constante.  Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
lässt  sich  auch  aus  der  H am il tonischen  Hauptfanction  ableiten. 

Beisp.  4.  Wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit  nicht  ezplicite  ent- 
halten, zu  zeigen,  dass  keine  zwei  der  Hamil tonischen  Integrale  dieselben  sein 
können  und  dass  sich  keines  von  ihnen  aus  zwei  anderen  ableiten  lässt. 

Nimmt  man  an,  zwei  von  ihnen  könnten  identisch  sein,  so  muss  das  Ver- 
hältniss  von  dT/dq^'  zu  dT/dq^'  eine  Constante  m  sein.  Integrirt  man  diese 
partielle  Differentialgleichung,  so  ergibt  sich  T  als  eine  homogene  quadratische 
Function  von  gi'-h^^t';  %'«  ^^-  ^^  w^rde  daher  möglich  sein,  das  System  mit 
Werthen  von  g^'  und  g,',  die  nicht  Null  sind,  in  Bewegung  zu  setzen  und  doch 
so,  dass  das  System  keine  lebendige  Kraft  hat. 

Beisp.  5.  Wenn  in  irgend  einem  dynamischen  System  die  Coordinaten  gi  ^  g^ ,  gs 
und  ihre  entsprechenden  Impulscoordinaten  j?^ ,  p, ,  p^  durch  ihre  Anfangswerth^ 
und  die  verstrichene  Zeit  ausgedrückt  werden,  zu  beweisen,  dass  die  Functional- 
determinante  von  p^,  p,,  p^,  g^ ,  g,,  g^  mit  Bezug  auf  ihre  Anfangswerthe  der  Ein- 
heit gleich  ist. 

Dieses  Theorem  rührt  von  Boltzmann  her;  man  vergleiche  auch  Maxwell, 
Cambridge  Transtictions  Bd.  12.  Bryan  gibt  eine  elementare  graphische  Er- 
läuterung dazu,  Fhü.  Mag.  Juni  1896. 

Beisp.  6.  Ein  System,  dessen  Coordinaten  g^ ,  g,,  etc.  sind,  macht  kleine 
Schwingungen  um  einen  Zustand  stationärer  Bewegung,  der  durch  gi==0,  g,=0,  etc. 
bestimmt  wird.    Die  Lagrange'sche  Fimction  ist,  wie  in  §  111,  durch 

L^L^  +  SÄ^  +  L^ 

gegeben,  worin  X,  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  der  Coordinaten  und 
ihrer  Geschwindigkeiten  bezeichnet.    Man  beweise,  dass 

ist,  worin  das  letzte  Glied  zwischen  den  Grenzen  t^  und  t  zu  nehmen  ist.  Die  Inte- 
grationen sind  hier  ausgeführt;  um  aber  S  (§  463)  als  Function  der  Coordinaten 
zu  erhalten,  muss  man  schliesslich  die  durch  die  Coordinaten  ausgedrückten 
Werthe  von  q  und  ^  substituiren. 

Beisp.  7.  Die  Lage  eines  Systems,  das  kleine  Schwingungen  wie  in  Beisp.  6 
macht,  sei  durch  eine  Coordinate  g  derart  definirt,  dass 

L^L,  +  A,q'+^A,,q'^+{C,,q'  +  G,,qq 

ist,  worin  sämmtliche  Coefßcienten  constant  sind.  Wenn  t^^O  ist,  zu  beweisen,  dasq 
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.=x..+A(a-(»)+i-g„(.'-P')+|.n../«'+p')(f;+!::')--^ig 

€     —  e 
ist,  worin  w*  den  Werth  C^^/A^^  hat. 

Beisp.  8.  Ein  Massenpunkt  schwingt  in  einer  Geraden  um  den  Sitz  einer  Kraft, 
welche  wie  der  Abstand  yariirt;  man  zeige,  dass  die  Hamilton'sche  Function 

,Q—  Vi*" (a?o'  +  x^  cos  T/(fi)  {t  —  O  ~  2xx^ 
2  8inl/W(t-0 

ist  und  verificire  dieses  Resultat  durch  Ableitung  der  Hamilton'schen  Integrale. 

§  468.    Die  Hamilton 'sehen  partiellen  IHfferentialgleieliangen. 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  hervor^  dass  man  alle  Integrale  eines 
Systems  von  dynamischen  Gleichungen  durch  die  Differentialquotienten 
einer  einzigen  Function  ausdrücken  kann.  Die  Methode  gibt  aber  kein 
Mittel  an  die  Hand^  diese  Function  a  priori  zu  ermitteln.  Wir  tccUen 
jetzt  mgen,  dass  diese  Function  immer  einer  gewissen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung genügen  mtiss  und  sich  femer  die  Lösung  aUer  dynamischen 
Probleme  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung  reduciren  lässt. 
Um  diese  Differentialgleichung  aufzustellen,  bilden  wir  vorerst  die 
reciproke  Function  der  Lagrange'schen  L  =  T+  CT  auf  die  in  Bd.  1, 
§§  410  und  414  angegebene  Art.  Das  Verfahren  ist  kurz  das  folgende : 
Man  setze  dT/dq^'^^p^y  ^T/dq^'  =  P2,  etc.,  wie  in  §  465  in  diesem 
Band  und  femer 

T+T,=  i:pq\ 

eliminire  die  Geschwindigkeiten  q^y  q^,  etc.  und  drücke  T^  als  Function 
der  Coordinaten  q^y  q^y  etc.  und  der  Impulscoordinaten  A,  p«;  etc.  aus. 
Die  reciproke  Function  von  L  =  T+  ?7  ist  dann  H=  T^ —  U. 

Wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit  nicht  explicite  ent- 
halten, 80  ist  die  lebendige  Kraft  T  eine  homogene  quadratische  Function 
der  Geschwindigkeiten.     Wird  sie  durch 

dargestellt,  so  ist 

0      p^      jPj      ... 


Z 


«  2z/ 


worin  ^1  die  Determinante  von  T  ist;  siehe  Bd.  1,  §  413.  H  wird  dann 
eine  quadratische  Function  der  Impulscoordinaten  p^,  p^y  etc.  Man 
kann  sie  kurz  in  der  Form 

schreiben.  Es  ist  aber  Pi^  dV/cq^^y  p^'=^  dV/dq^y  etc.  und  die  Glei- 
chung der  lebendigen  Bj-aft  liefert  H=h.    Daher  muss  Fder  Gleichung 

^^"©+A»l^l^  +  «*<'--«^=*-  •  •  •  (I) 

genügen. 
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Man  benutzt  manchmal  den  Buchstaben  H  als  Functionasymbol 
und  schreibt  diese  Gleichung  kurz 


<.i^.-)-^+»- 


Ganz  auf  dieselbe  Art  findet  man  ft=  dS/dq^^  A=  ^S/dq^,  etc.  und 
JI=  —  dS/dt.    Es  muss  also  S  der  Gleichung 

^'  +-»12^^  +  etc. -{7=--^     .     .    (H) 


2  ^11  Vag^ 


/  ^  ^^ag^a^^"*^-     ^—     dt 

genügen.  Darin  sind  die  Coefficienten  B^^y  B^^,  etc.  sammtlich  be- 
kannte Functionen  der  Coordinaten  q^,  q^y  etc.  Die  Gl.  (ü)  kann 
man  auch 

schreiben. 

Wir  haben  angenommen;  V  sei  als  Function  der  Coordinaten  zur 
Zeit  ty  der  Anfangscoordinaten  und  der  Energie  h  ausgedrückt.  In  dieser 
Gleichimg  aber  kann  man  V  auch  als  Function  der  Coordinaten  zwr 
Zeit  t,  der  Energie  h  und  so  vieler  ißiUkürlicher  Constanten  ansäten,  als 
Coordinaten  vorhanden  sind.  In  diesem  Fall  sind  diese  Gonstanten  in 
der  That  Functionen  der  Anfangscoordinaten^  deren  Bestimmung  uns 
nicht  obliegt.  Die  Gleichungen,  welche  die  Impulscoordinaten^^,  j9ji;  etc. 
zur  Zeit  t  als  DifPerentialquotienten  von  V  nach  q^y  jg,  etc.  liefern, 
behalten  ihre  Gültigkeit;  dagegen  wird  angenommen,  dass  man  die 
Gleichungen,  welche  die  Anfangsimpulscoordinaten  ausdrücken,  nicht 
nöthig  hat. 

Wählt  man  zu  solchen  Gonstanten  die  thatsachlichen  Coordinaten 
zu  irgend  einer  Zeit  t  =  t^y  so  lasst  sich  eine  weitere  Gleichung  von 
ähnlicher  Form  wie  (I)  bilden,  in  welcher  ß^,  ß^y  etc.  an  der  Stelle 
von  q^y  q^y  etc.  und  t^  statt  t  steht.  V  muss  alsdann  diesen  beiden 
Gleichungen  genügen. 

Die  Hamilton'sche  Gleichung  (I)  lasst  sich  also,  um  das  Vorige 
kurz  zusammenzufassen,  auf  die  folgende  Art  bilden:  Man  stelle  zuerst 
die  Lagrange'sche  lunction  L^=  T -{•  U  auf  und  leite  daraus  ihre 
reciproke  Function  nach  der  in  Bd.  1,  §  410  gegebenen  Begd  ab.  Setzt 
man  sie  einer  Constanten  h  gleichy  so  erhalt  man  die  Gleichung  für  die 
lebendige  Kraft  als  Function  der  ImpulscoordincUen.  Schliesslich  setzt  man 
staM  der  Impuiscoordinalen  die  Differentiaiquotienten  von  V  nach  den  ent- 
sprechenden Coordinaten  ein. 

%  469.  Wenn  die  Gleichungen  die  Zeit  explicite  enthalten,  so  kommen  in 
der  lebendigen  Kraft  T  sowohl  erste  als  zweite  Potenzen  der  Geschwindigkeiten 
vor.    Es  sei  also 

2r=^,,«'«-f  2^,«/g,'  +  ...  +  2^,g/  +  2^g,'  +  .... 
Die  reciproke  Function  T^  enthält  dann  sowohl  erste  als  zweite  Potenzen  Yon 
l'ii  Pii  ^tc.  und  lässt  sich  schreiben 
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p — -^1      -'^ii         -^1 


worin  J  der  Minor  des  ersten  Elementes  der  ersten  Reihe  in  der  vorstehenden 
Determinante  ist.   H^=^T^  —  ü  nimmt  daher,  wenn  es  entwickelt  wird,  die  Form  an 

H=  Y^xift»+  i?,.l>xJP,  +  • . .  +^ip,  +  J?,i),  + U. 

Wir  substituiren  darauf  p^  =  dV/dq^  etc.  und  erhalten  so  die  Gleichung 

\B,,(^y+...+B,^^  +  ...  =  H+U  .    ...    (DI). 

Da  die  Zeit  t  hier  ezplicite  auftritt,  so  nehmen  wir  an,  statt  ihrer  sei  ihr 
Werth  dV/dH  eingesetzt  worden.  Wir  erhalten  so  eine  partielle  Differential- 
gleichung, aus  welcher  sich  V  als  Function  von  gj ,  g,  i  ^^-  ^^^  ^  eigibt.  Hat 
man  auf  diese  Art  F  richtig  gefunden,  so  bestimmen  die  Formeln  in  §  463  alle  Inte- 
grale der  dynamischen  Gleichungen. 

Beisp.    Wenn  der  Ausdruck  för  T  die  Gestalt  hat 

T=T,  +  T,+T,  + 2T,^ 

worin  T^  eine  homogene  Function  von  g,',  g,',  etc.  vom  m^^  Grad  ist,  zu  zeigen, 
dass  die  reciproke  Function  von  T  die  Form  27  (n  —  1)  T^  hat  und  selbstverständ- 
lich durch  die  Impulscoordinaten  ausgedrückt  werden  muss.  Man  beachte,  dass 
Tj  in  der  Formel  nicht  vorkommt. 

§  470.    Jacobi's  Yerwerthnng  einer  TollstSndigen  LSsnng.   Wir 

haben  auf  diese  Art  im  Allgemeinen  eine  partielle  DifPerentialgleichung 
zur  Ermittlung  von  V  oder  8.  Diese  Gleichung  lässt  viele  Formen  der 
Lösung  zu;  Sir  W.  R.  Hamilton  gab  aber  keine  Regel  an,  nach 
welcher  man  hätte  bestimmen  können,  welches  Integral  zu  nehmen  ist. 
Diesem  Mangel  hat  Jacob i  durch  den  folgenden  Satz  abgeholfen: 

In  dem  System  mögen  n  Coordinaten  vorkommen.  Man  nehme  an, 
eine  vollständige  Lösung  sei  gefunden,  welche  n  —  1  Constanten  (ausser  h) 
und  die  Constanten  enthält^  die  durch  einfache  Addition  zur  Function  V 
eingeführt  werden  können.  Diese  Constanten  brauchen  nicht  die  Anfangs- 
werthe  von  q^,  q^y  etc.  zu  sein,  sondern  können  durchaus  hdiebig  sein. 
Wir  woUen  sie  mit  6i,  62,  •  •  -,  hn—i  hezeichnen,  so  dass  also 

y=f{lu  ?2,  .  . .,  qn,     hl,  h%,  . . .,  bn-i)  +  &«  .     .     .     (1) 
ist.    Die  Integrale  der  dynamischen  Gleichungen  werden  dann  immer 

^  =  -ai,  etc.,    .^  =  _o._,,    |J  =  <  +  £.    .    (2), 

*  Ä —  1 

worin  ai,  Og,  . . .,  an^i  und  €  neue  n  udWcürliche  Constante  sind.  Den 
ersten  Integralen  der  GleicJiungen  kann  man  die  Form  gehen 

0-^==^— r,    0-^=0—7,    etc.  =  etc (3). 
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Aus  dem  Jacobi 'sehen  Satz  geht  hennor^  dass  jede  Lösung,  wenn 

sie  nur  vollständig  ist,   die  Integrale  des  dynamischen  Problems  liefert. 

Man  hat  auch  eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Constanten,  namlicfi 

bi,  . . .,  bn—\f  hy  s  und  ai,  .,.,  dn^i,   um   allen   Anfangsbedingungen 

genügen  zu  können. 

Ein  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  hat  Lagrange  „yollst&ndig^* 
genannt,  wenn  es  so  viele  willkürliche  Constanten  enthält,  als  anabhängige  Variabele 
vorhanden  sind.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Constanten  derart  in  dem 
Integral  auftreten,  dass  sie  sich  durch  kein  algebraisches  Verfahren  auf  eine  ge- 
ringere Zahl  reduciren  lassen.  Wenn  z.  B.  zwei  Constanten  in  der  Combination 
&i  -\-  &,  auftreten,  so  sind  sie  im  Ganzen  nur  als  eine  zu  rechnen. 

§  471.  um  den  Beweis  zu  führen,  muss  man  zeigen,  dass,  wenn 
die  in  (1)  gegebene  Form  von  V  identisch  die  Gleichung 

^=-^5iiV+5i2ftA+ U=h     .    .    .    (I), 

in  welcher  p  für  dV/dq  steht,  erfüllt,  die  Beziehungen  (2)  identisch 
den  beiden  typischen  Hamilton'schen  Gleichungen 

ä^  =  2,     -ä7=-P (°) 

genügen.  Daraus  folgt  dann  unmittelbar,  weil  H  und  T  '\-  V  für 
jedes  p  und  q^  reciproke  Functionen  sind,  dass  die  Beziehungen  (2)  auch 

i»"!^ Ciu) 

machen. 

Da  (I)  identisch  erfüllt  ist,  so  kann  man  es  partiell  nach  jeder 
der  n  Constanten  bx^  . . .,  &»— i  und  h  difPerenziren.  Man  erhält  so, 
nachdem  man  aus  (1)  substituirt  hat,  n  —  1  Gleichungen  von  der  Form 

und  eine  n^  Gleichung,  die  sich  aus  der  vorstehenden  ergibt ,  wenn 
man  h  statt  b  und  die  Einheit  statt  der  NuU  auf  der  rechten 
Seite  setzt.  Wir  werden  diese  n  Gleichungen  zur  Ermittlung  von 
dH/dpi,  dH/dp^j  etc.  benutzen* 

Differenzirt  man  dagegen  die  Jacobi 'sehen  Integrale  (2)  nach  t, 
so  bekommt  man  n  —  1  Gleichungen  von  der  Form 

dt  dbdq^     '     dt  dbdq^    '  ^ 

und  eine  n^  Gleichung,  die  sich  aus  dieser  ergibt,  wenn  man  h  statt  b 
und  die  Einheit  auf  der  rechten  Seite  setzt.  Diese  n  Gleichungen 
werden  wir  zur  Ermittlung  von  dqjdt,  ^Qj^^t  ö^*  benutzen. 

Vergleicht  man  die  beiden  Gruppen  von  Gleichungen  miteinander, 
so  erkennt  man,  dass  sie  identisch  werden,  wenn  man  für  das  typische 
p  seinen  aus  p  «=  df/dq  folgenden  Werth  einsetzt.    Mithin  ist 

dH_dq,       dH_dq,       . 

dp^  ~  dt  >     dp^  ~  dt  '  ^^^' 
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Differenzirt  man  dann  femer  die  identische  Gleichung  (I)  nach- 
einander nach  jeder  der  Coordinaten  ^i . . .  Qn,  so  erhält  man  nach 
Substitution  aus  (1)  die  typische  Gleichung 


mithin 


dq    *    dpi  dq    *    dp^  ög     '    *  *  ' 

dB       dq,     d^f    _,dq,     aV      , 

1^    A*    ^^  ^n     1^ 


dq         dt  dq^dq    '     dt   dq^dq 

Es  ist  aber  p  b->  df/dq^  die  rechte  Seite  also  dasselbe  wie  dp/dt] 

wir  haben  daher 

_dH_dp,       _dH_dp, 

dq,  ~  dt'  dq^  ~'dt'  ^^' 

§  472.  Wenn  die  geometrigchen  Gleichungen  die  Zeit  explicite  enthalten, 
80  ändert  sich  die  Fassung  des  Satzes  nur  wenig.  Da  die  partielle  Gleichung, 
wie  in  §  469  erklärt  wurde,  jetzt  n-{-  1  Variabele  hat,  nämlich  g^ . . .  $„  und  jET, 
so  hat  das  yollständige  Integral  n  -f  1  Constanten  und  kann  in  der  Form 

geschrieben  werden.    Die  n  Integrale  der  dynamischen  Gleichungen  sind  dann 

worin  a^  .  .  .  n^  neue  n  willkürliche  Constanten  sind.  Diese  Integrale  enthalten 
g^ . . .  g^  und  H,  welches  letztere  übrigens  eliminirt,  und  statt  dessen  t  mit  Hülfe 
der  Gleichung  dV/dHtast  eingeführt  werden  kann.    Die  n  ersten  Integrale  sind 

df       dT  df       dT 

a^^ä^'^"^'  ag,"a^ ^^^'^ 

H  kann  wie  zuvor  eliminirt  werden. 

.  Wenn  die  geometrischen  Gleichungen  die  Zeit  nicht  explicite  enthalten,  so 
tritt  in  der  partiellen  Differentialgleichung  (IH)  des  §  469  wohl  H,  aber  nicht 
dV/dH  auf,  welches  letztere  lediglich  deshalb  eingeführt  wurde,  um  t  eliminiren 
zu  können.  Das  yollständige  Integral  hat  daher  n  Constanten  statt  n  -f- 1*  Wir 
schreiben  nun  h  statt  H  und  nach  §  464  ist  dV/dh^^t  —  t^.  Setzt  man  e  fSr 
—  tf^^  so  sieht  man,  dass  die  Stelle  der  fehlenden  Constanten  in  (2)^  nämlich  a^, 
durch  die  Constante  e  ausgefüllt  wird. 

§  478.  Geovetrisehe  Bemerkungen.  Um  die  Sache  zu  yereinfachen,  wollen 
wir  annehmen,  das  dynamische  System  hänge  nur  von  zwei  Cootdinaten  q,,  g, 
ab.    Die  Hamilton'sche  Gleichung  (T)  ist  dann 

Wir  setzen  voraus,  es  sei  ein  vollständiges  Integral  ermittelt  worden,  nämlich 

V^f(q,,q,,h,)  +  b, (2). 

Sieht  man  q, ,  g,  ^^d  V  als  die  Cartesischen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
an,  so  ist  dies  die  Gleichung  eines  doppelten  Systems  oder  einer  Familie  von 
Flächen.    Wir  wollen  irgend  eine  beliebige  Familie  so  auswählen,  dass  nun  die 
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Constanten  b^ ,  6,  durch  eine  Gleichung  6,  =  «^  (b^)  verbunden  sind.     Die  Cha- 
rakteristiken der  gewählten  Schar  sind  durch 

O^df/db^+d'^/db^        j ^^ 

gegeben,  worin  5|  als  Constante  betrachtet  wird. 

Die  allgemeine  Lösung  erhält  man  durch  Elimination  yon  6^  aus  den  beiden 
Gleichungen  (8).  Hier  ist  b^  in  der  ersten  Gleichung  als  Function  von  q^  ^  g,  an- 
zusehen, die  durch  die  zweite  Gleichung  bestimmt  wird.  Man  folgt  damit  selbst- 
yerständlich  lediglich  der  Lagrange'schen  Begel  zur  Ermittlung  der  allgemeinen 
Lösung,  wenn  irgend  eine  voUständige  Lösung  gegeben  ist. 

Ebenso  findet  man,  dass  die  Lagrange'sche  singulare  Lösung  im  Unend- 
lichen liegt. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  alle  Charakteristiken  aller  Scharen  yon  Flächen, 
die  in  der  vollständigen  Lösung  (1)  enthalten  sind,  dazu  benutzt  werden,  die  all- 
gemeine Lösung  aufzubauen.  Wir  wählen  irgend  eine  beliebige  Gruppe  von  Cha- 
rakteristiken derart,  dass  ihre  Gesammtheit  eine  Fläche  bildet.  Diese  Fläche  ist 
ein  specieller  Fall  der  allgemeinen  Lösung. 

§  474.  Jacobi's  Theorem  zufolge  wird  die  Bahn  des  dynamischen  Systems 
durch  df/dbi  =»  —  o^  definirt.  Dies  heisst  aber  mit  Bücksicht  auf  die  zweite  der 
Gleichungen  (3),  dass  dip/db^  und  mithin  b^  constant  ist.  Daraus  folgt,  daaa  die 
mögliehen  Bahnen  des  dynamisehen  Systems  die  Charakteristiken  der  Seharen  sind, 
welche  man  aus  der  vollständigen  Löswng  auswählen  kann. 

§  476.  Da  die  Lagrang  ersehe  Methode  zur  Ermittlung  der  allgemeinen 
Lösung  eine  Lösung  fELr  jede  beliebige  Form  von  tl)(bi)  liefert,  so  kann  man 
dieses  Verfahren  benutzen,  um  andere  vollständige  Lösungen  zu  erhalten.  Setzt 
man  9(m,  b^)  -|- 1»  anstatt  i/^C^^i)  und  eliminirt  b^ ,  so  kommt  man  zu  einer  Lösung, 
die  zwei  Constanten  enthält,  nämlich  m  imd  n,  und  daher  eine  vollständige 
Lösung  ist.  Darin  ist  9  eine  durchaus  beliebige  Function  und  b^  als  Function 
von  ^1 ,  q^  anzusehen,  die  dur  ch  die  zweite  der  Gl.  (8)  bestimmt  wird. 

Die  ans  diesem  neuen  voUständigen  Integral  mittelst  der  Jacob i^schen  Methode 
abgeleiteten  Bahnen  sind  durch 

{df/db^  +dil>/dbi)dbjdm  +  dip/dm^-ai 
gegeben. 

Nach  der  zweiten  der  Gl.  (8)  ist  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck 
NuU.  Die  Bahn  wird  daher  dadurch  bestimmt,  dass  man  eine  Function  von  b^ 
und  ffi  einer  Constanten  gleich  setzt.  Die  Bahnen  sind  mithin  durch  b^  =»  const. 
definirt.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  beiden  voUständigen  Losungen  zu  demselben 
dynamischen  Problem  gehören, 

§  476.  Regeln  für  die  BestimBiiuig  der  Lösungen  der  Hamilton'schen  partiellen 
DifferentialgleiehiiBg.    Beisp.  1.    Wenn  die  Gleichung 

derart  ist^  dass  alle  Coefficienten  auf  der  linken  Seite  ebenso  wie  ü  Functionen 
einer  einzigen  Coordinate,  sagen  wir,  von  q^  sind,  so  findet  man  eine  voUständige 
Lösung,  wenn  man  F=  W"+  6,g,  -f-  6,gj  -f-  etc.  setzt,  worin  W  eine  Function  von 
q^  allein  ist.  Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Hamilton'sche  Gleichung,  so 
erhält  man  eine  Differentialgleichung  mit  nur  einer  unabhängigen  Variabelen,  nämlich 
q^,    Ihre  Lösung  kann  auf  die  gewöhnliche  Art  durch  Trennung  der  Variabelen 
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bewirkt  werden.  So  ergibt  sich  leicht  durch  Auflösnng  einer  quadratischen  Glei- 
chung, dass  dV/dqi  eine  bekannte  Function  von  q^  und  b^  ist.  Integrirt  man, 
80  erhält  man  einen  Werth  von  V  mit  einer  weiteren  Constanten.  Diese  Lösung 
ist  mithin  vollständig. 

Beisp.  2.   Wenn  die  Coordinaten  so  gewählt  werden  können,  dass  die  lebendige 
Kraft  und  die  Kräftefunction  die  Gestalt  annehmen 

2  r -  /;  (j.)  4,'«  +  /;  (g.)  a,"  +  etc.,    U=F,  (g,)  +  JF,  (3.)  +  etc., 

SO  \Hrd  die  Hamil tonische  Gleichimg 

Man  beweise,  dass  ein  vollständiges  Integral  durch 

»'-C+y{(aJF'.(2,)  +  6,)/i(2,))*d3.  +f{{^F,lq,)  +  6.)  A  («.)}*  «1«,  +  etc. 

gegeben  ist,  worin  die  Summe  der  im  Uebrigen  willkflrlichen  6^ ,  6, ,  etc.  gleich  h 
ist.  Davon,  dass  die  Gleichung  richtig  ist,  kann  man  sich  einfach  durch  Sub- 
stitution überzeugen. 

Beisp.  8.    Wenn  die  lebendige  Kraft  und  Kräftefunction  die  Form 
2T^A^q^'^  +  Ä^q;*  + etc.,     ^7  =  :^i^  +  ^iM  +  etc. 

haben,  so  lässt  sich  die  Hamil tonische  Gleichung  manchmal  in  der  Gestalt  einer 
Determinante 


Pi%       A',      A" 

^'lÖi),  %{^)^  Xti9z) 
9^8  (2i)»  %(S»\  xA9s) 


F^[qAF,{q,\F,{q,) 

9.(3iX  'V^.Öi)!  X^Qs) 
98  (3i).  "^ni^f),  XA^) 


+  h 


9i(«i)i  ^i(«i)»  Xidh) 
9i  (3i)»  ^1  («i),  Xi  (äs) 
VsCffi)»  ^8(««)i  Xz(9s) 


schreiben,  worin  jjj  =  dV/dq^ ,  ft  ^^cV/dq^  etc.  und  die  9  nur  Functionen  von  q^ , 
die  '^  nur  von  g,  u.  s.  w.  sind.  Es  sind  drei  Coordinaten  angenommen  worden, 
lediglich  um  Baum  zu  sparen.   Man  beweise,  dass  eine  vollständige  Lösung  durch 

y--C+f{F,{q,)+hq>,{q,)  +  b,q>,(q,)  +  f,q>,{q,))^  dq,  + 

+f{ Ft  +  h(p^  +b^^,+  b^%  rdq,  +  etc. 

gegeben  ist.  Zu  diesem  Zweck  vereinige  man  die  zweite  und  dritte  Determinante 
in  eine  einzige,  multiplicire  dann  die  zweite  und  dritte  Horizontalreihe  mit  den 
willkürlichen  Constanten  b^ ,  &,  und  addire  die  Producte  zu  der  ersten.  Der  Glei- 
chung wird  dadurch  genügt,  dass  man  die  Glieder  in  der  ersten  Horizontalreihe 
der  Determinanten  auf  jeder  Seite  der  Gleichung  einzeln  einander  gleich  setzt. 

um  die  Hamilton'sche  Gleichung  in  die  Form  einer  Determinante  zubringen, 
beachte  man,  dass  t/A^,  ^/A«  ^^'  ^^°  Minoren  der  Elemente  in  der  ersten 
Horizontalreihe  proportional  sind;  die  Verhältnisse  der  sechs  Functionen  in  den 
beiden  ersten  Determinanten  müssen  mithin  den  beiden  Gleichungen 


9j    ,  ^1 


X% 


+  -7+^>«o. 


A       -^       -^ 


A     -^1     -^ 

genügen,  während  9i ,  "f^i ,  Zi  ^  ^^^  letzten  Determinante  so  gewählt  werden,  dass 
sie  zu  den  ersten  sechs  passen.    Man  kann  übrigens  im  Allgemeinen  die  tp,  '^,  etc. 
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nicht  auf  Functionen  von  g^,  9,,  etc.  allein  einschränken.  Siehe  LiouTÜle  in 
seinem  Journal  Bd.  14,  1849.  Auch  das  nächste  Beispiel  hat  Liouville  in  dem- 
selben Band  besprochen. 

Beisp.  4.  Man  beweise,  dass  die  Hamilton^sche  Gleichung  der  Beweg^ung 
eines  einzelnen  Massenpunktes,  auf  elliptische  Coordinaten  l,  ^i,  p  bezogen,  sich 
in  die  Form  einer  Determinante,  wie  in  Beisp.  3,  bringen  lässt,  wenn  die  Kräfte- 
function  U  die  (Gestalt  • 


hat,  worin 
ist. 


—  jr  =  (X»  —  f*«)  0**  —  v*)  (v*  —  X«) 


Zu  diesem  Zweck  nehme  man  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  T  in  Bd.  1, 
§  365  zu  Hülfe.  Beachtet  man ,  dass  die  Producte  von  l\  \l\  v  nicht  vorhanden 
sind,  so  ergibt  sich 

2^=^|;^.i  +  i£r.i+i*^.Fl'    P=i{^.W(.'-0  +  etc.}. 

worin  X  » (X*  —  A*)  (X'  —  Ä;*)  ist  und  ähnliche  Ausdrücke  für  M  und  N  bestehen, 
also  L,  Jtf,  N  Functionen  von  X,  yL  bez.  v  sind.  Die  Hamilton'sche  Gleichung 
ist  dann 

^  ^^~1^  (ll)*+  ^^'  +  ^^'  "^^^^  ^^^  — "■—  +etc.  +  etc.  -f  2Ä, 


welche  offenbar  in  die  Form  der  Determinante 


-©■«©■<n' 


X* 
1. 


1. 


=  2 


i^iW,  F.Ql),  F,{v) 


X«,        ^« 

1,     1 


V' 

1 


+  2h 


X»,  ^«,  1.« 
1,    1,    1 


gebracht  werden  kann. 

Der  Gleichung  wird,  wie  man  leicht  findet,  durch 

i  (|Z)*=  2Fj (X) -f  2ÄX*  +  6,  X« -f  6« 

etc. 

genügt.    Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen 
mit  iÄ^«,  JtfÄ,»,  NB^\  so  ist 

eine  voUständige  Lösung. 

§  477.  Beispiele.  Beisp.  1.  Man  zeige,  dass  die  Hämilton'sche  partielle 
Differentialgleichung  für  F  in  dem  in  Beisp.  1,  §  467  gegebenen  Problem 

ist.    Man  integrire  sie  und  leite  daraus  die  Bewegung  ab. 

Beisp.  2.  Wir  wollen  nun  zunächst  den  complicirteren  Fall  betrachten,  in 
welchem  zwei  Coordinaten  vorkommen.  Das  einfachste  Beispiel  ist  die  Bewegung 
eines  Frojectils  unter  dem  Einfluss  der  Schwere. 

28* 
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Sind  X,  y  seine  Coordinaten,  so  kann  man  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  —  (rc'»  +  j/^  ^  —  gy  +  h  schreiben.  Nach  der  Regel  in  §  468  lautet  die 
Hamilton'sche  partielle  Differentialgleichung 

jidV/dxy  +  \{dr/dyy gy  +  h. 

Bei  ihrer  Integi*ation  beachte  man,  dass  alle  Coefficienten  auf  der  linken  Seite 
constant  sind  und  dass  ü  nur  eine  Function  yon  y  ist.  Nach  §  476  nehmen  wir 
daher  V=W-i-hx  an.  Durch  Substitution  und  ^tegration  erhält  man  W  und 
80  schliesslich 

og 
Der  Jacobi*Bchen  Regel  zufolge  ist  die  Beweg^g  durch  die  Gleichungen 

dV/dh  -=  —  -  (2Ä—  6*—  2^y)*=x  t+  c 

definirt.  Sie  lassen  sich  leicht  auf  die  gewöhnlichen  Formeln  fiir  die  Bewegung 
eines  Geschosses  reduciren. 

Beisp.  d.  Ein  Massenpunkt  beschreibt  eine  Bahn  um  das  Centrum  einer 
Kraft,  die  nach  dem  Newton'schen  Gesetz  anzieht.  Wenn  r,  6  seine  Polarcoordi- 
naten  in  Bezug  auf  das  Kraftcentrum  als  Coordinatenanfang  sind,  zu  zeigen,  dass 
die  H am il tonische  Gleichung 

(dV/dr)^  +  (dV/rdey  «  2(i/r  +  2Ä 
lautet. 

Man  zeige  auch,  dass  sich  ein  yollst&ndiges  Integral,  wie  in  dem  letzten 
Beispiel,  dadurch  ermitteln  lässt,  dass  man  V'^W-^-bß  setzt. 


Variation  der  Constanten. 

§  478.  Das  Lagrange'sche  Theorem.  Die  Coordinaten  eines 
Systems  seien  qi,  q^^  . .  .^  qn  und  die  entsprechenden  Impulscoordinaten 
Piy  p%}  -  •  -;  Pn-    Wenn  die  Hamilton'sche  Function 

S=  f{qi  ^'^qny      Pl'"Pny    t) (1) 

ist;  so  kann  man  den  Bewegungsgleichungen  die  kanonische  Form 

P' W'    2'=|f(cfBd.l,§414).    •    ■    .    (2) 

geben^  worin  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  bezeichnen. 

Diesen  Buchstaben  mögen  zwei  unabhängige  Variationen  gegeben 
werden ;  die  wir  durch  die  Symbole  d  und  d  darstellen  wollen.  Man 
kann  sich  denken^  sie  würden  dadurch  hervorgebracht;  dass  man  die 
Anfangsbedingungen  auf  zwei  verschiedene  Arten  variirt.    Es  ist  dami 
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wobei  die  Zeit  t  nicht  variirt  wird.     Führt  man  die  Operation  ^  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  aus,  so  erhalt  man 

JdH=2J{^qdp  —  ^p'dq  +  q'^dp—p'^dq)    .     .     (4). 

Dreht  man  dagegen  die  Beihenfolge  der  Operationen  um,  so  er- 
gibt sich 

8JH=  Z  (Sq'^p  —  8p' Jq  +  q'dJp  -  p'dJq)  .     .     (5). 

Zieht  man  ab  und  beachtet,  dass  8J  =  /I8  ist,  so  wird 

Z{Jq8p  —  dq'Jp  —  Jp'Sq  +  dpjp)  =  0. 

Da  die  beiden  Operationen  ^  und  8  yon  d/dt  unabhängig  sind, 
so  erhält  man  daraus 

^^2:{^q9p-Jpdq)^0 (6). 

Der  totale  Differentialquotient  nach  t  der  über  alle  Goordinaten 
summirten  Ghrosse  ist  also  Null;  diese  Grosse  ist  daher  constant. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Goordinaten  q^,  etc.  und  ihre  Impuls- 
coordinaten  p^ ,  etc.  seien  durch  Integration  der  Bewegimgsgleichungen 
gefunden  worden  und  jede  sei  als  Function  von  t  und  den  Integrations- 
constanten  z.  B.  a,  b,  c,  etc.  ausgedrückt.  Diese  Gonsfcanten  mögen 
nun  zwei  unabhängige  Variationen  erhalten,  die  durch  da,  da^  etc. 
dargestellt  werden  und  wobei  die  Zeit  nicht  yariirt  wird.  Durch  ein- 
fache Differentiation  erhält  man  alsdann  die  entsprechenden  Variationen 
dg,  jdq^  etc.  als  Functionen  der  Gonstanten  a,  etc.  und  ihrer  Varia- 
tionen und  von  t  Das  Theorem  behauptet,  dass  bei  ihrer  Substitution 
in  den  Äusdru>ck 

Z{Jq8p-Jp8q) (7) 

die  Zeit  t  aus  dem  BesuUat  verschwindet,  das  Bestdtat  also  nur  eine 
Function  der  Constanten  und  ihrer  Variationen  ist. 

t^  sei   irgend   eine   andre  Zeit  als  t  imd  ai . . .  a«,  j3i . . .  j3«  die 
Werthe  von  pj^,  etc.,  j^,  etc.  zu  dieser  Zeit.     So  kann  man  z.  B.  mit 
^  die  Zeit  der  Anfangsbewegung  bezeichnen  und  mit  «i . . .  o»,  j3i . . .  j3» ' 
die  Anfangswerthe  der  Variablen  p^^  etc.,  g^,  etc.    Man  hat  dann 

I]{^q8p  —  Jpdq)  =  I]{Jß8a  —  ^adß)     .     .     .     (8). 

Lagrange  leitet  das  Theorem  aus  seinen  eignen  allgemeinen 
Bewegungsgleichungen  ab;  siehe  S.  304,  Bd.  1  seiner  M^niqfie 
Anaiytique.  Der  eben  gegebene  Beweis  rührt  von  Boole  her;  siehe 
das  Cambridge  Malhematicdl  Journal,  Bd.  11,  S.  100. 

§479.  yerall^BieliieraiigdesLagraiige'sfheiiTlieorevs.  Indem Lagrange- 
sehen  Theorem  sind  die  Grossen  q^  q,-]-  ^q,  q  +  ^q  gleichzeitige  Werthe  der  Coordi- 
nate  q.  Manchmal  empfiehlt  es  sich  aber,  anch  die  Zeit  yarüren  zu  lassen^  grade 
wie  wir  in  der  Variationsrechnong  der  Abscisse  sowohl  wie  der  Ordinate  eine 
Variation  ertheilen.    Es  mögen  also  g,  q-h^q^  9  +  ^9  die  Werthe  irgend  einer 
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Coordinate  bei  den  ungestörten  und  yarürten  Bewegungen  zu  den  Zeiten  t,  t-^-  Jt 
bez.  t'\-9t  darstellen,  wo  Jt  und  dt  willkürliche  kleine  Functionen  der  Zeit  sind. 
Bei  einer  solchen  Annahme  muss  das  Lagrang  ersehe  Theorem  so  abgeändert 
werden,  dass  dq  —  q'^t  und  9q  —  q'dt  etc.  an  die  Stelle  Yon  Jq  und  dq  etc. 
kommt;  siehe  §  445^  Ebenso  schreiben  wir  Ja  —  cc'Jt^  etc.  statt  Ja  etc.,  wenn 
Jtf^  und  dt^  die  willkürlichen  Aenderungen  zur  Anfangszeit  sind. 

Hq  stelle  femer  dieselbe  Function  von  ^q,  «j  .  .  .  «^,  jJ^  .  .  .  /?^  vor,  welche 

H  von  ty  Pj^  ,  .  .  p^j  q^  .  .  .  q^  ist.    Substituirt  man  dann  in  (8)  und  beachtet,  dass 

JH=-2:(q'Jp-'p'J^  + H'Jt     .......    (9) 

ist,  und  ähnliche  Ausdrücke  für  9Hy  JH^,  dH^  gelten,  so  wird 

i:{Jq9p—Jp9^+JH9t'-JtdH=^Z{Jß9a'-Jadß)+JH^9t^-'Jt^dH^  (10). 

Wenn  die  Bedingungen  die  Zeit  nicht  explicite  enthalten,  so  ist  JBT  keine 
Function  von  t  und  mithin  H=Hf,^=^h.   Die  Gleichung  (10)  wird  dann 

S{Jq9p^Jp9q)  +  Jh9(t  —  i^)'^J(t^t^)9h^i:(jp9a'^Ja9ß)    (11). 

§  480.  Als  Beispiel  zu  diesem  Theorem  stelle  das  Symbol  J  einfach  d/dt 
dar.  Alsdann  ist  Jq  der  Unterschied  der  Werthe  der  Coordinate  q  bei  der  un- 
gestörten Bewegung  zu  den  Zeiten  t  und  Jt,  ohne  dass  eine  Aenderung  der 
Anfangsbedingungen  vorgenommen  wird.  Daraus  folgt  Ja  =  0,  Jß  =  Oy  ^^=^0, 
JHq=^0.    Dividirt  man  Gleichung  (10)  durch  z/t,  so  erhält  man  also 

9H^  2(g'9p--p'9q)  +  H'9t, 

eine  symbolische  Darstellung  der  Hamilton*schen  Bewegungsgleichungen. 

Ebenso  kann  man  J  Differentiationen  nach  einem  andern  Buchstaben  dar- 
stellen lassen.  H.  z.  B.  kann  als  unabhängige  Yariabele  angesehen  und  p^ ,  etc., 
9j  ,  etc.  und  t  durch  H  und  die  Integrationsconstanten  ausgedrückt  werden.  Stellt 
J  dann  djdH  dar  und  werden  die  Constanten  nicht  variirt,  so  erhält  man  die 
H am il tonischen  Gleichungen  mit  H  an  Stelle  von  t,  p  von  q  und  umgekehrt. 

• 

§481.     Beisp.  1.     Unter  der  Annahme  E=  ^p^—  qt^   £!;,  —  j  «»— /Je« 

integrire  man'  die  Hamilton 'sehen  Bewegungsgleichungen  und  drücke  p,q^H  durch 
t  und  die  Anfangswerthe  von  p  und  q  aus.  Daraus  leite  man  durch  Substitution 
sowohl  das  Lagrange 'sehe  Variationstheorem  als  seine  Verallgemeinerung  ab. 

Beisp.  2.  qii  q^i  •  '  1  9.^  seien  die  Coordinaten  eines  dynamischen  Systems 
und  jPxi  l>2i  *  *  'f  ^n  ^^  entsprechenden  Impulscoordinaten.  Paarweise  zusammen- 
genommen seien  (Pi^),  (Pslb)?  •  •  •  ^^  Cartesischen  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  n  sich  bewegenden  Pimkten  Pj,  Pg,  .  .  .,  P^,  deren  Lage  in  einer  Ebene 

zur  Zeit  t  mithin  die  Lage  des  Systems  bestimmt.  Wenn  den  Anfangswerthen 
der  p  und  q  irgend  zwei  kleine  willkürliche  Aenderungen  gegeben  werden,  so 
mögen  diese  Punkte  zu  derselben  Zeit  t  die  Lagen  9i,  9t,  .  •  . ,  12i,  Jß,,  .  .  .  ein- 
nehmen. Man  beweise,  dass  die  Summe  der  flächeninhalte  der  Dreiecke 
P^Q^R^y  P^Q^B^y  etc.  für  die  ganze  Bewegung  constant  ist. 

Man  beweise  auch,  wenn  die  HamiltonVhe  Function  H  als  Function  der 
Cartesischen  oder  Polarcoordinaten  der  Punkte  P^,  P,,  ...  ausgedrückt  wird, 
dass  JBT  wie  die  Stromfimction  in  der  Hydrodynamik  wirkt,  d.  h.  dass  ihre  partiellen 
Differentialquotienten  nach  den  Coordinaten,  mit  den  richtigen  Vorzeichen  ver- 
sehen, die  Componenten  der  Geschwindigkeiten  der  Punkte  P^ ,  P, ,  etc.  in  senk- 
rechter Richtung  liefern. 

Beisp.  3.  Brassinne's  VeraUgemeinenmg  der  Lagrang  ersehen  VariaJbumS" 
formel.  Wenn  man  annimmt,  die  Lagrang  ersehe  Function  L  sei  eine  Function  der 
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typischen  Variabelen  q,  q\  q'\  und  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
hätten  die  Form 

dL        d  dL        d^   ^^  -0 

dq     dt  ?7  "^  d««  a?"  ~  ' 

zu  zeigen,  dass,  wenn  die  Zeit  nicht  yariirt  wird,  die  Lagrange 'sehe  Variationg- 
formel  die  Gestalt  (dqdp  —  Jpdq)  +  {Jq'9r  —  Jrdq')  +  (Jr'Sq  —  Jq9r') 
a»  Constante  annimmt,  worin  p  ^dL/dq\  r^^dL/dq"  ist.  Liouville's  Journal, 
Bd.  16 ,  1851. 

Brassinne  leitet  das  Resultat  aus  den  Lagrange*schen  Gleichungen  ab, 
es  ergibt  sich  aber  leichter  aus  den  entsprechenden  Hamil tonischen  Formen. 
Folgt  man  der  Boole 'sehen  Methode,  §  478,  so  erhält  man  es  durch  Gleichsetzung 
von  dJH  und  JdH. 

§  482.  Normale  Trangformationen.  Wir  haben  angenommen,  die  Constanten 
a^  .  .  .  a^,  Pj  .  .  .  /?^  seien  die  Werthe  der  Variablen  Pi  .  .  -  p^,  3i  •  •  •  3n  ^^  irgend 
einer  Zeit  t  =^  t^.  Diese  Einschi^jikung  ist  jedoch  nicht  nöthig.  Die  2n  un- 
abhängigen Integrale  der  Beweg^gsgleichungen  seien 

fi(tPi  •  ••!>«»  «1  ••  • ««» *)=/i  («!•••  «n»  ßi"  Cn'  *)'  /ii(ete.)=/i(etc.),  etc.=etc.   (A). 

Offenbar  können  wir  sie  auf  beliebige  Art  so  miteinander  combiniren,  dass  wir 
zu  2n  anderen  unabhängigen  Gleichungen  kommen,  die  gleichermassen  als  Inte- 
grale dienen  können.    Schreibt  man  z.  B. 

9j(ai  ...  a^,  Pi  .../?„)  =  «1 ,        9j  (etc.)  =  a^,  etc.  \         .     .    /^v 

^i(«i  •  •  •  ««1  Ci  •  •  •  Pn)  =  ^1 »        % (®*^)  =■  ^2»  ®^- i 

worin  a^,  etc.,  b^,  etc.  neue  2n  Constanten  sind,  so  erhält  man  die  neuen  Formen 
der  Integrale  durch  Elimination  von  a^^  .  .  ,  a^,  ß^  .  ,  .  ß^  aus  (A)  und  (B).    Die 

resultirenden  Formen  enthalten  zwar  t^,  es  lässt  siph  aber,  wenn  es  gewünscht 
wird,  ebenfalls  entweder  dadurch  eliminiren,  dass  man  ihm  einen  bestimmten 
Werth  gibt  oder  indem  man  es  auf  geeignete  Art  in  die  Functionen  9^,  etc., 
«^i,  etc.  einfahrt.    Die  erstere  Art  ist  einfacher. 

Die  einzige  Einschränkung,  der  wir  die  wiUkürlichen  Functionen  9^,  etc. 
für  unsem  gegenwärtigen  Zweck  unterwerfen  müssen,  besteht  darin,  dass  die 
Variationen  der  beiden  Gruppen  von  Constanten  der  Lagrang e'schen  Variations- 
formel, nämlich 

2{Jb9a  — Ja9b)^  SiJßStt  — Jadß) (12) 

genügen  müssen. 

Nimmt  man  an,  dies  sei  der  Fall,  und  ist  H^  durch  die  neuen  Constanten 
und  tf^  ausgedrückt,  so  nimmt  die  yeraJlgemeinerte  Lagrange 'sehe  Variations- 
formel die  Gestalt  an 

2{Jqdp  —  Jpdq  +  JHdt  —  JtdJS—  Z{dbda  —  da9b)  — 

^JH^d%  +  M^9H^=^0 (18), 

worin  die  Buchstaben  04,  etc.,  \^  etc.  entweder  die  Werthe  der  Elemente  zu  einer 
willkürlichen  Zeit  t^  oder  Constanten  sind,  die  durch  eine  normale  Transformation 
aus  ihnen  abgeleitet  werden;  dabei  werden  die  Glieder,  welche  d%  und  9H^  ent- 
halten, weggelassen,  wenn  die  willkürliche  Zeit  t^  nicht  yariirt  wird. 

Es  gibt  viele  Arten,  auf  welche  man  die  Beziehungen  zwischen  den  beiden 
Gruppen  von  Constanten  so  wählen  kann,  dass  die  Variationsformel  (12)  ihre 
Gültigkeit  behält.  Wir  werden  gleich  beweisen,  dass,  wenn  K  eine  willkürliche 
Function  der  Grössen  a^  .  .  .  a^,  |?^  .  .  .  /}^  ist,  z.  B.  die  Gleichung  (12)  erf&Ut  wird, 

falls  die  beiden  Gruppen  in  solcher  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  jedes 
b^dK/da  und  jedes  a  —  dK/dß  ist. 
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Donkin,  Phü.  Trans.,  1855  Hat  die  Trtmsfonnation  normal  genannt,  wenn 
Grössen  {a^  .  .  ,),  (ßi  -  .  .)  mittelst  solcher  Beeiehtmgen  in  andre  (o^  .  .  .)^  (&j  .  .  .) 
verwandelt  werden,  dass  jedes  h  =  dK/da  und  jedes  a  =  dK/dß  ist.  Wir  wollen 
jedoch  die  BedetUung  dieses  Ausdrucks  derart  erweitern,  dass  wir  aiüe  Trans- 
formationen, welche  der  Gleichung  (12)  genügen,  einscMiessen. 

§  483.  Coigu^rte  Elemente.  Wir  bemerken,  dass  die  Elemente  oder  Buch> 
staben  in  den  Gleichungen  (10)  oder  (18)  paarweise  auftreten,  so  dass  man  sie 
bei  der  Anwendung  des  Theorems  der  Bequemlichkeit  halber  in  zwei  B.eihen  auf 
folgende  Art  schreiben  kann 

2i»  ffai  •  •  •  3n»       -Sq,       6j,       ftj,  . .  .       6^,  JBT, 

worin  eine  oder  zwei  Verticalreihen,  welche  H,  t;  H^,  t^  enthalten,  weggelassen 

werden,  wenn  man  t  oder  t^  nicht  varüren  will.    Die  hier  in  einer  Yerticalreihe 

stehenden  Buchstaben   oder  Elemente  werden  in   der  Regel  eonjugirt  genannt. 

Sind  X,  y  irgend  zwei  coi^ugirte  Elemente,  so  kann  man  die  Gleichung  (13)  kurz 

schreiben 

i:(dx9y  —  Jydx)  —  0  .    .    i (14). 

Wir  bemerken  femer,  dass  das  Lagrange'sche  Theorem  auch  bei  Vertauschung 
zweier  conjugvrter  Elemente  seine  Gültigkeit  behält,  vorausgesetzt  dass  man  eines 
der  Vorzeichen  ändert.    Man  kann  z.  B.  die  Buchstaben  auch  so  anordnen 

3i»  •     •  2n»      -^0»    ^11  •  •  •  ^»»  ^^ 
i'i»  •  •  •  jP«»   ~*o»    ^i>  •  •  •  K'>  *• 

Es  ist  klar,  dass  die  Wirkung  der  Aenderung  in  der  Anordnung  von  (a,  b) 
genau  durch  die  Aenderung  des  Vorzeichens  aufgehoben  wird. 

§  484.  Zwei  Ansdnickweiseii  für  die  Lösimgeii.  Nimmt  man  an,  H  sei  eine 
gegebene  Function  von  p^  etc.,  q^  etc.  und  f,  so  kann  man  die  Hamilton'schen 
Bewegungsgleichungen  bilden;  sie  mögen  integrirt  und  die  Integrationsconstanten 
entweder  durch  die  Anfangselemente  zur  Zeit  t^  oder  ihre  durch  a^  etc.,  b^  etc 
dargestellten  Werthe  ausgedruckt  sein.  Wir  erhalten  so  2n  Gleichimgen,  welche 
die  Variabelen  p^  etc.,  g^  etc.  mit  den  2n  constanten  Elementen  und  den 
beiden  Zeiten  t  und  t^  yerbinden.  Wenn  es  nOthig  ist,  können  wir  zu  ihnen  die 
beiden  Gleichungen  hmzufcigen,  welche  H  und  H^  mit  denselben  Buchstaben  yer- 
binden. Diese  2n  -f-  ^  Gleichungen  kann  man  auf  die  yerschiedenste  Art  mit- 
einander combiniren  und  mit  gewissen  Ausnahmen  beliebige  2n-f-2  Buchstaben 
durch  die  übrigen  2n  ^-  2  ausdrücken,  wobei  die  letzteren  die  unabhängigen 
Variabelen  sind.  Zwei  Combinationen  werden  allgemein  benutzt,  obwohl  man  sich 
auch  noch  andere  denken  kann. 

(1)  Sind  die  Elemente  in  zwei  Zeilen  geordnet  und  stehen  ihre  coi^ugirten 
Elemente  in  derselben  Columne,  wie  in  §  483,  so  lassen  sich  die  Elemente  in  jeder 
Zeile  als  Functionen  derjenigen  in  der  anderen  betrachten. 

(2)  Lässt  man  die  Verticalreihen,  welche  H,  t  und  JS^,  t^  enthalten,  weg 
und  ordnet  die  übrigen  Verticalreihen  so,  dass  die  p  und  die  g  auf  der  einen 
Seite  der  yerticalen  Mittellinie  und  die  a  und  b  auf  der  anderen  stehen,  so  lassen 
sich  die  Buchstaben  auf  jeder  Seite  der'  Mittellinie  als  Functionen  derer  auf  der 
andern  Seite  und  ausserdem  yon  t  und  t^  ansehen. 

§  485.  Verseliiedeiie  PotentialAinotioneii.  Wir  wollen  die  Buchstaben  in 
der  Ordnung 
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?i»  •  •  •  S'ji»  ^1»  •  •  •  ^»t  *»  *o» 

schreiben  und  die  Elemente  in  der  oberen  Zeile  als  die  unabhängigen  Variabelen 
ansehen.  Die  Operation  J  wollen  wir  so  w&hlen,  dass  die  Variation  eines  jeden 
Elementes  in  der  «beren  Zeile  mit  Ausnahme  eines  einzigen  Null  ist  und  dieses 
Eine  sei  g^.    Die  Variationen  der  Elemente  in  der  unteren  ZeUe  in  Folge  von  J 

sind  nicht  NuD,  sondern,  wenn  man  irgend  eines,  z.  ß.  p,  nimmt,  Jp'B^Jq^  •  dp/dq^. 

Ebenso  wollen  wir  die  Operation  d  so  wählen,  dass  die  Variation  eines  jeden 
Elementes  in  der  oberen  Zeile  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  z.  B.  q^.  Null  wird, 

und  alsdann,  wie  zuvor,  dp  «=  dq^  •  dp/dq^  ist.  Das  durch  Gleichung  (14)  aus- 
gedrückte Tlieorem  wird  dann 

Daraus  folgt  unmittelbar 

dp^       dp. 

Durch  Vertauschen  coi^ugirter  Elemente  und  Aenderung  des  Vorzeichens 
des  einen  Elementes  erh&lt  man  eine  Anzahl  ähnlicher  Gleichungen.  In  welche  Ord- 
nung man  die  Reihen  aber  auch  auf  diese  Art  bringen  mag,  jedenfalls  sind,  wenn 
die  Elemente  in  einer  der  Harizontalreihen  zu  untMängigen  Variahelen  genommen 
toerden,  die  DifferentidlquoHenten  irgend  gtoeier  abhängigen  Elemente  in  Bexug  auf 
das  zu  dem  anderen  conQv^girte  Element  einander  gleich. 

§  486.    Die  Gleichung  zwischen  diesen  Differentialquotienten  drückt  aus,  dass 

ein  vollständiges  Differential  einer  Function  der  Coordinaten  q^-  '  •  q^^  \'  '  '^nt 

t  und  t^  ist.  Wenn  S  diese  Function  bezeichnet,  so  bestehen  die  typischen 
Gleichungen 

^^Tq'  ""*""a&'  "^"Ji^  ^'^W 

Ebenso  sieht  man,  wenn  die  coigugirten  Elemente  ( —  JJ,  i),  (JSJ^,  t^)  mit- 
einander vertauscht  werden  und  die  Aenderung  der  Vorzeichen  richtig  vor- 
genommen wird,  dass 

Ptdqi  +  etc.  —  a^d\  —  etc.  +  tdE  —  t^^dE^ 

ein  vollständiges  Differential  einer  Function  der  Coordinaten  q^  etc.,  h^  etc.,  E 
'  und  E^  ist.    Bezeichnet  man  diese  Function  mit  F,  so  erhält  man 

dv  dV     ,       dV  .        dV 

Um  den  Sinn  der  hier  8  und  V  genannten  Functionen  zu  erkennen,  erinnern 
wir  an  die  Bedeutung,  die  den  Buchstaben  L  und  H  in  §  442  beigelegt  wurde. 
Setzt  man  X  für  die  Lagrange'sche  Function  und  bedenkt,  dass  E  die  zu  ihr 
redproke  Function  ist,  Bd.  1,  §410,  so  hat  man  L'\-E^Zpq'.  Aus  der 
Gleichung,  welche  das  totale  Differential  von  8  liefert,  ergibt  sich 

dS/dt^Zpq'—E^L, 

Wenn  die  constanten  Elemente  die  Anfangswerthe  von  q^  etc.,  p^  etc.  sind,  so 
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folgt  ebenso  dS/dt^  ^=^  —  L^,  wo  L^  den  Anfangs werth  von  L  bedeutet.    Wir 
haben  also  S  ^^fLdty  worin  die  Grenzen  ^  =  (0  und  t  ^^  t  sind. 

Vergleicht  man  femer  die  totalen  Differentiale  Ton  S  und  F,  so  ist  offenbar 

d(5-  F)  -=  -  d{Hf)  +  <l(flo<o), 

woraus  sich  8  =:  V —  Ht  -{•  H^^t^  ergibt.    Man  kommt  so  zu  demselben  Werth 
von  F,  wie  in  §  443. 

§  487.  Offenbar  kann  man  auch  noch  viele  andre  Functionen  ausser  8  und 
F  erhalten,  die  analoge  Eigenschaften  besitzen.  Man  hat  nur  zwei  coigugirte 
Elemente  miteinander  zu  yertauschen  und  das  Vorzeichen  des  einen  zu  ändern,  um 
sofort  aus  der  neuen  Anordnung  eine  neue  Function  zu  bekommen.  Die  Be- 
ziehungen zwischen  diesen  Functionen  lassen  sich  allgemeiner  auf  die  folgende 
Art  ausdrücken. 

Zwei  beliebige  Gruppen  von  Variabelen  mög^  durch  die  beiden  Reihen 
dargestellt  werden 

^1 »    »^2 »  •  •  *  ^« » 

Zuerst  möge  jedes  Element  |^  der  unteren  Reihe  durch  Differentiation  einer 

Function  Ä^    der  Elemente  in   der   oberen  Reihe  nach   dem   zu  £^  conjugirten 

Element  nämlich  x^  erhalten  werden.    Diese  Reihe  von  Gleichungen  lässt  sich 

dA 
typisch  4  =  -^-i  schreiben. 

Alsdann  ist 

daher 

dJÄ^  =  Sißidx  +  ^dJx) 
und  ähnlich 

d8A^  =  Z{J^dx  +  iJdx). 

Setzt  man  die  Resultate,  wie  in  §  478,  einander  gleich,  so  wird  £{Jxd^  —  ^{^ä) =0, 
was  dem  Lagrange 'sehen  Theorem  entspricht. 

Auf  dieselbe  Art,  wie  in  §  485,  ergibt  sich,  dass  jedes  x  der  Differential- 
quotient einer  Function  A^  der  Elemente  in  der  unteren  Reihe  nach  seinem  con- 

dA^ 
jugirten  Element,  nämlich  J,  ist.    So  hat  man  x  =  -^  • 

Da  dAj^  ===  Zidx  und  d  J.,  =  Sxdi  ist,  so  erhält  man  durch  Addition  und 
Integration  ^Lj  +  J.,  =  Sx^. 

A^  tmd  A^  sind  daher  nach  der  Definition  in  Bd.  1,  §  410  redproke  FuncHonen. 

Femer  wollen  wir  die  Ordnung  eines  einzelnen  Paares  coiigugirter  Elemente 
umdrehen  und  das  Schema  in  der  Form 

•''1  »     »^i  '  •  •  ^n — 1 '  »« ' 

61  »      I2  ■  •  •  6«— 1 »  ^n 

schreiben;  alsdann  ist  J^  =  dBJcx^  von  r  =  1  bis  r^=n — 1  und  —^n'^dBJd^^ , 
worin  B    eine  Function  der  Elemente  x^  .  ,  .  x^    ^  und  ä    bedeutet.    Da 

dB^  =  ll^^l  +  •  •  •  +  in-l^^n-l—  ^n^^n 

ist,  so  hat  man  B,,  =  J.^ —  ^«5«-    ^^^  ^^-  -^^  §  ^^®  8?®^*"  ^^rvor,  deiss  B^  die 
modificirte  Fu/ncHon  von  A^  für  das  cof^ttgirte  Paar  (x^,  £J  ist 
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§  488.    Die  Beziehimg  zwischen  den  consianten  Elementen  a^  •  •  •  a^i  ^i  •  •  •  ^n 

und  den  Anfangswerthen  von  i>i  •  •    .P„i  ?i  •  -  •  3,»  l^^st  sich  jetzt  auf  geeignete 

Art  ausdrücken.    Setzt  man  a^  .  .  .  a^,  ß^  .  .  ,  ß^  f^r  diese  Anfangswerthe,  so  folgt 

aus  §  482 

2{dbSa  —  Jadh)  —  2{Jßda  —  dßJct)  -=  0. 

« 

Ordnet  man  nun  die  Buchstaben  in  der  folgenden  Art 

**!»    '  •  •  **«»         *^i»    •  •  •       *^«» 
öp    ...  ö^,         pj,    ...       p^, 

so  ist  jeder  Buchstabe  in  jeder  Horizontalreihe  der  Differentialquotient  einer 
gewissen  Function  nach  seinem  coigugirten  Buchstaben.  Wenn  z.  B.  K  eine  be- 
liebige Function  der  Buchstaben  in  der  oberen  Reihe  ist,  so  wird  b  »=  dK/da 
und  — ß^^dK/dcL,  Aus  einer  beliebigen  anderen  Ai^iordnung  der  Buchstaben  er- 
geben sich  entsprechende  andere  Regeln. 

§489.  KaflOfliselie  Elemeate«  Wir  kehren  nun  zu  der  Lagrange'schen 
Gleichung  zurück  und  zeigen,  wie  man  durch  eine  andre  Art  der  Behandlung 
derselben  zu  einer  anderen  Gruppe  Ton  Beziehungen  kommen  kann. 

Wir  wollen  den  Buchstaben  die  Ordnung 


«1^    «a       •  ff« 


\,    5j  .  .  .  5, 


öj,    a^  .  .  .  a^ 


geben  und  die  Elemente  auf  der  einen  Seite  des  verticalen  Striches  als  Functionen 
derjenigen  auf  der  anderen  und  ausserdem  von  t  und  ^  ansehen.  Da  wir  das  La- 
grange'sche  Variationstheorem  benutzen  werden,  so  müssen  die  Gonstanten  ent- 
weder die  Anfangswerthe  der  Variablen  oder  aus  ihnen  durch  eine  normale  Trans- 
formation abgeleitet  sein.  Da  die  Zeit  in  dem  zunächst  Folgenden  nicht  yariirt 
werden  wird,  so  ist  das  Auftreten  von  t  oder  t^  nicht  wesentlich. 

Wir  werden  nun  beweisen,  dcas  der  partielle  DifferentiaiquoHent  eines  Ele- 
mentes in  einer  Beihe  auf  der  einen  Seüe  des  Striches  nach  einem  Element  in  der 
anderen  Beihe  auf  der  anderen  Seite  des  Striches  dem  partieiUen  Differentialguotienten 
des  zu  dem  lettteren  conjugirten  Elementes  nach  dem  eonjt^girten  zu  dem  ersteren 
gleich  ist. 

Zu  diesem  Zweck  benutzen  wir  das  Lagrang  ersehe  Theorem.  Das  Symbol 
J  bedeute,  dass  die  Variation  eines  jeden  Buchstaben  auf  der  linken  Seite  mit 
Ausnahme  von  jp^  Null  ist;  J  stellt  also  Jp^  ^/^Pr  ^^'  ^  bedeute,  dass  die 
Variation   eines  jeden  Buchstaben  auf  der  rechten  Seite  mit  Ausnahme  von  b^ 

Null  ist;  8  also  db^  •  d/db^  darstellt.  Man  erhalt  dann  ^Pr^q^—  z/a^*5^  =  0, 
daher 

dp^  ^db^ 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Vertauscht  man  die  coigugirten  Elemente  auf  der  rechten  Seite  des  verticalen 
Striches  miteinander  und  Bjidert  zugleich  die  Vorzeichen  einer  der  Horizontal- 

dp  da^ 

reihen,  so  ergibt  sich  sofort  -or"==»  —  -^  • 

db^  dq^ 

Diese  Art,  die  Gleichheit  der  Differentialquotienten  aus  dem  Lagrange- 
schen Theorem  abzuleiten,  rührt  von  Denk  in  her. 
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§  490.  Wir  wollen  nnn  ein  neues  von  Poisson  angegebenes  Symbol  ein- 
führen. Sind  tt,  V  zwei  beliebige  Functionen  der  Yariabelen  l>i  .  .  .  !>««  9^  *  *  *  9»> 
so  soll  sein 


worin  sich  die  Sununirung  über  alle  Werthe  des  i  Ton  i  «=  1  bis  t «»  n  erstreckt. 
Man  kann  auch  die  coi\]ugirten  Elemente  {H,  t)  einschliessen,  wenn  u,  v  Functionen 
von  H  oder  t  sind;  es  ist  dies  aber  nur  dann  nOthig,  wenn  es  ausdrücklich  er- 
wähnt wird.  Beim  Gebrauch  der  abgekürzten  Bezeichnung  (u,  v)  beachte  man  die 
Reihenfolge  der  Buchstaben.  Der  erste  Factor  auf  der  rechten  Seite  ist  du/dp y 
nicht  du/dq. 

Es  gibt  noch  eine  andere  Summimng,  die  Lagrange  durch  dasselbe  Symbol 
dargestellt  hat.  Wir  wollen  aber,  um  Verwechselungen  zu  yerhüten,  seine  Be> 
Zeichnung  etwas  abändern.  Sind  u  und  v  zwei  Grössen  und  die  Yariabelen  p^,  etc., 
$1,  etc.  Functionen  von  ihnen,  so  soll  sein 


worin  die  Summirung  sich  über  alle  Werthe  von  %  erstreckt,  während  u,  i;  in 
jedem  Glied  dieselben  bleiben. 

Wir  wollen  das  Lagrang  ersehe  Variationstheorem  wieder  anwenden  und 
den  Operatoren  J  und  d  dabei  eine  neue  Bedeutung  geben.  Sind  die  Buchstaben 
auf  der  rechten  Seite  des  yerticalen  Striches  die  unabhängigen  Yariabelen,  §  489, 
so  bezeichne  J  die  Differentiation  nach  b^  und  9  diejenige  nach  a^.  Man  er- 
hält dann  (§  478) 

je  nachdem  a^,  b^  coigugirte  Elemente  sind  oder  nicht. 
Es  wurde  bereits  gezeigt-,  dass 

dpf  da^      dPi      db^        dq^  cb^       dq^      da^ 

db^^      dq^^     da^~'dq^^      da^  dp^^      db^"^  dp^ 

ist. 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  wird 

worin  die  rechte  Seite  die  Einheit  oder  Null  ist,  je  nachdem  a^,  b^  conjugirte 
Elemente  sind  oder  nicht.    Ebenso  ist  (6^,  &^sO,  (a^,  a^sO. 

Durch  Integration  der  dynamischen  Gleichungen  erhält  man  2n  Gleichungen, 
welche  die  Werthe  Ton(jPi  etc.),  (g^  etc.)  als  Functionen  der  Integrationsconstanten 
(o,  etc.),  (&i  etc.)  und  yon  t  liefern.  Wenn  diese  Gonstanten  so  gewählt  werden, 
dass  sie  die  Anfangswerthe  von  (pj  etc.),  (^  etc.)  oder  irgend  welche  Constanten 
sind,  die  sich  durch  eine  normale  Transformation  aus  ihnen  ergeben,  so  ist,  wie 
eben  bewiesen  wurde, 

(a,  ft)«0  oder  1 (I). 

Sind  aber  die  Gonstanten  lediglich  solche,  wie  sie  bei  jeder  Integration  auf- 
treten, so  kann  es  vorkommen,  dass  sie  den  Beziehungen  (I)  nicht  genügen,  um 
diese  Fälle  zu  unterscheiden,  nevmt  man  die  Corutanten  kanonische,  wenn  sie  so 
geordnet  sind,  dass  sie  die  Bedingtmpen  (I)  erfOUen. 
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§  491.  Man  kann  die  Beziehungen  (I)  auch  noch  auf  andere  Art  beweisen, 
welche  den  Vortheil  hat,  su  zeigen ,  wie  eng  sie  mit  den  in  §  487  bereits  be- 
wiesenen zusammenhängen. 

Zwei  Gruppen  von  coi\jugirten  Variabelen  mögen  durch  die  beiden  Reihen 

Ii9  Sg  •  •  •  i« 
dargestellt  werden,  und  sie  seien  durch  die  n  Beziehungen 

F^(x^.,.x^,    ii...i^^O,    ^,  =  0,  etc.«0 

miteinander  verbunden.  Die  ^«»(n  —  1)  typbch  durch  di^/dx^^^dijdx^  dar- 
gestellten Gleichungen  sind  dann  ftir  alle  Werthe  Ton  r  und  s  den  •^^{n  —  1)  durch 

dargestellten  Gleichungen  äquivalent.  Darin  gibt  Z  die  Summirung  für  alle  Werthe 
von  f  an.  Ist  eine  der  beiden  Gruppen  von  Gleichungen  gegeben,  so  folgt  die 
andere  aus  ihr.  Einen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  in  Forsjth^s  DiffertnUal 
EquaUons  unter  dem  Titel  JacoWs  general  meihod,  Art.  211. 

Um  dieses  Theorem  auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwenden,  seien  die  beiden 
Gruppen  von  Variabelen 

so  dass  also  x  jedem  Buchstaben  in  der  oberen  und  £  jedem  in  der  unteren  Reihe 
entspricht.    Die  2n  Relationen  zwischen  ihnen  seien 

-^i'=9i— «1=0,  1^1  — 9i— «i  —  O,  et<5., 

^n+i  —  ^'^^-i  ■-  &i  —  0,        F^^,  -=  tp^^^  —  &»  -=  0,  etc., 

worin  jedes  qp  eine  Function  der  Variabelen  2i...3f,,  p^...p^  und  t  ist.  Be- 
denkt man  nun,  dass  sich  die  Summe  (F^,  F^)  über  alle  coigugirten  Buchstaben 
erstreckt,  während  die  Summe  (9^,  qp^  nur  fOr  die  j>  und  q  gilt,  so  erhält  man 
(F^,  F^  ■=  (9r»  V«)  ■*  ^  ^^®'  0,  worin  r>«  und  1  oder  0  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem b^,  a^  coigugirte  Elemente  sind  oder  nicht.  Substituirt  man  ftir  9^,  qp^,  so 
lässt  sich  die  Gleichung  {F^,  F^  ss  0  in  der  Form  (5,  a) «»  —  1  oder  0  schreiben. 
Daraus  ergibt  sich,  dass  die  folgenden  beiden  Sätze  gleichwerthig  sind: 

(1)  p^  dq^  -{-•••-{-  5i  ({Oj  H "^  einem  vollsiAndigen  Differential. 

(2)  Die  Gonstanten  sind  derart,  dass  (a,  h)  die  Einheit  oder  Null  ist,  je 
nachdem  a  und  b  coigugirt  sind  oder  nicht. 

In  §  487  ist  ferner  gezeigt  worden,  dass  der  erste  Satz  dem  folgenden  äqui- 
valent ist 

(8)  S{Jp9q  —  Jq9p)  —  S{Ja9b  —  Jb9a)  =  0. 

Gibt  man  in  (8)  den  p  und  q  ihre  Anfangswerthe,  so  können  die  Gonstauten, 
wenn  sie  kanonisch  sind,  d.  h.,  wenn  der  zweite  Satz  gilt,  aus  den  Anfangswerthen 
durch  eine  normale   Transformation  abgeleitet  werden. 

Es  ist  femer  klar,  dass,  wenn  a,  b  irgend  zwei  Gonstauten  einer  kanonischen 
Gruppe  bedeuten,  die  durch  (a,  b)  und  [a,  6]  dargestellten  Summirungen  einander 
gleich  sind. 
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§  492.  Beisp.  Dm  Helmholtz'sehe  Theorem.  Die  natürliche  Bewegung  eines 
konservativen  Systems  würde  es  aus  einer  Lage  Ä  in  eine  Lage  B  in  einer  Zeit  t 
bringen;  das  System  würde  auch  die  umgekehrte  Bewegung  von  B  nach  A  in 
derselben  Zeit  machen.  Seine  Goordinaten  und  Impulscoordinaten  in  A  und  B 
seien  beziehungsweise  5j  . . .  &^,  a^  ...a^  und  2i . . . 3^,,  jPi •  •  •!>„.    Man  nehme  an, 

das  System  erhalte  beim  Durchgang  durch  die  Lage  A  einen  kleinen  Stoss,  in 
Folge  dessen  sich  die  Impulscoordinate   a^  um   Sa^  vergrössert,    während    alle 

übrigen  Elemente  ungeändert  bleiben,  und  die  Goordinaten  hätten  sich  dadurch 
nach  einer  Zeit  t  um  Sq^^  •  •  •  ^9n  geändert.    Man  nehme  femer  an,  dem  System 

würde,  wenn  es  bei  der  umgekehrten  Bewegung  von  B  nach  A  durch  die  Lage  B 
geht,   ein   kleiner   Stoss  gegeben,   durch    welchen   die  Impulscoordinate  p^  um 

Jp^  vergrössert  wird,  und  db^,  ,  ..Jb^  seien  die  entsprechenden  Aenderungen 
der  Goordinaten  nach  einer  Zeit  t.  Alsdann  ist  dq^/Sa^  «»  JbJJp^.  Grell e*8 
Journal,  Bd.  100.  Gf.  Thomson  und T^it, Natural Pkilosophy,  2. Aufl.Bd.l, Nr.834. 
Prof.  Lamb  gibt  bei  der  Besprechung  dieses  Theorems  eine  Anzahl  An- 
wendungen auf  die  Akustik,  Optik,  etc.  Siehe  Beciproeal  Theorems  in  Dynamics, 
Bd.  19  der  Proceedvngs  of  ihe  London  Mathematical  Society,  1888. 

§  493.  Das  Poisson'sche  Theorem.  Wenn  irgend  zwei  Integrale  der  Be- 
wegwngsgleichwngen  die  Form 

haben  und  man  betrachtet  c^  und  c,  als  Functionen  von  p^ ,  etc.,  q^ ,  etc.,  toährend 
t  comtant  bleibt,  so  ist  die  Grösse  {c^,  c,)  toährend  der  Bewegung  constant. 

Da  nicht  mehr  als  die  richtige  Anzahl  von  Integralen  der  Bewegungs- 
gleichungen ezistiren  kOnnen,  so  muss  es  möglich  sein,  diese  beiden  aus  den 
2n  Integralen  abzuleiten,  wenn  man  die  Anfangswerthe  für  die  willkürlichen  Gon- 
stanten  setzt.     Sind  (oe^  etc.),  (^^  etc.)  diese  Anfangswerthe,  so  ist  daher 

Cj  =/*(ax  etc.,  ft  etc.),    c^  =  F(c^  etc.,  ft  etc.), 

worin  (a^  etc.),  (ß^  etc.)  als  bekannte  Functionen  von  (jp^  etc.),  (^  etc.)  anzusehen  sind. 
Nun  ist 

dp  "^«1  dp       da^  dp  *' 


daher 


dq       doci  dq       dcc^  ^2  ' 


also 


dp   dq       dq   dp^^^^xdui  da^      da^d(x^)\dp  dq       dq   dp)'* 

f         ^      ^(^f^F       dfdF\.  . 

Da  die  Integrale  a^,  a,  etc.  kanonisch  sind,  so  ist  (orj,  a^)=:0  oder  ±  1. 
Auch  sind  ihre  GoefQcienten  in  dieser  Reihe  sänmitlich  Functionen  von  c^ ,  «,  etc. 
und  daher  constant.  Daraus  folgt  dasB  (c^,  c,)  während  der  Bewegung  con- 
stant ist. 

Aus  dem  Poisson^schen  Theorem  ergibt  sich:  Wenn  zwei  Integrale,  g.  B, 
^1  "^  9i  ^  =  'V'»  ^  I>ifferentiälgleichungen  bekannt  sind,  so  muss  immer  die  Be- 
ziehwng  c^  ^  ((p,  tl))  entweder  ein  drittes  Integral  der  Bewegungsgleichungen  oder 
eine  Identität,  oder  aus  den  beiden  bereits  bekannten  Integralen  ableitbar  sein. 

§  494.  Ein  anderer  Beweis.  Da  das .  Integral  Ci^^  q>i  {Pi  etc.  ^  etc.  t)  den 
Hamil tonischen  Gleichungen  genügt,   so   erhält  man  ein  identisches  Resultat, 
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wenn  man  es  total  differensurt  ond  für  jp'  und  ([  ihre  durch  die  Hamil tonischen 
Gleichungen  gegebenen  Weithe  einsetzt. 
Man  findet  so 

"*~^\    dp  dq'^  dq  dpJ'^'dt     '  •  '  '         w- 

Dieser  Gleichung  kown  man  auch  die  knappe  Fonn  0  «  {H,  c^)  -\-  dc^/dt 
gehen;  sie  gibt  die  Bedingimg  an,  unter  welcher  Cj  =  9  (etc.)  ein  Integral  der  Be- 
wegungsgleichungen  ist. 

Es  sei 


wir  haben  zu  beweisen,  dass  der  totale  Differentialquotient  d  •  Ä/dt  Null  ist,  wenn 
Ä  als  eine  Function  von  p^  q^^  etc.  und  t  angesehen  wird.    Nun  ist 

d'A     dA    .  ^^nidA        .  dA 


dt  ""  a«  "^^|ai>^^'"*"a«/'*  1* 


Die  Buchstaben  Pi^  q^i  etc.  werden  in  den  Ausdruck  fOr  A  nur  durch  q  und 
c,  eingeführt.  Betrachtet  man  nur  den  Theil  von  d-  A/dt,  welcher  die  Folge  der 
Variation  von  c^  ist,  so  findet  man  den  Theil,  welcher  aus  der  Variation  von  c^ 
hervorgeht^  durch  Vertauschung  von  c^  mit  c^  und  Aenderung  des  Vorzeichens 
des  Ganzen.  Der  vollständige  Werth  von  d.A/dt  ist  die  Summe  dieser  beiden 
Theile. 

Der  aus  der  Variation  von  c^  entstehende  Theil  von  d'A/ dt  ist 

^rac^f_a_a^__a^  ag  .    d\   ^i 


_dc^  (  a  aq      d%   dH     d*c,   ^|i 

dq,  [dp,  dt       dp^dq,  dq^'^dq^dp,  ^PrjJ 


Substituirt  man  für  dc^/dt  seinen  durch  die  Identität  (1)  gegebenen  Werth,  so 
wird  dies 

^[dc^idc^    d^H        dc^     d^H  \      dc^idc^     d^H       dc^     d^H  n 
^  [ap,  \dp^  dq^dq^       dq^  dp^dq^j      dq,  [dp^  dp^dq^       dq^  dp^dq^j  j 

Vertauscht  man  nun  c,  mit  c,,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat.  Werden 
mithin  die  beiden  Theile  von  d-A/dt  addirt  und  die  Vorzeichen  entgegengesetzt 
genommen,  so  ist  ihre  Summe  Null. 

§  495.  Beispiele.  Beisp.  1.  Wenn  c^  »  j?  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  und  (^  »■  9t  (etc.)  ein  anderes  Integral  ist,  welches  t  nicht  enthält,  zu  be- 
weisen, dass  (q ,  c,)  identisch  Null  ist.  Wenn  aber  das  Integral  e,  die  Zeit  t  ent- 
hält und  in  der  Form  c^c^fp^  (etc.)  —  t  geschrieben  wird,  so  ist  (c^ ,  c^)  identisch 
die  Einheit.  [Bertrand,  siehe  Liouville's  Journal,  1852  und  Lagrange,  Mec. 
Notes]. 

Die  Resultate  folgen  aus  (Jff,  c)  +  ac/at=»0. 

Beisp.  2.  Wenn  q  «»^^  (etc.)  ein  Integral  ist,  welches  t  nicht  enthält,  so 
muss  es  wenigstens  ein  anderes  Integral  (^  »» 9,  (etc.)  derart  geben,  dass  (c^,  c,) 
nicht  Null  wird. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  möglich  und  (q,  c^^^'O  für  alle  Integrale 

q  . . .  Cj,, .     Diese   Gleichheit  kann   man   als   eine  Differentialgleichung  zur   Er- 
mittlung von  c^  ansehen;  sie  muss  alle  Lösungen  von  {H,  c^sO  in  sich  fassen,  da 
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diese  letztere  Gleichung  ausdrfickt,  dass  c.  ein  Integral  der  Bewegongsgleichungen 
ist,  welches  t  nicht  ezplicite  enthält.  Zwei  lineare  Gleichungen  aber,  welche  die- 
selbe Anzahl  von  Variabelen  haben,  können  nicht  dieselben  Integrale  besitzen, 
ohne  identisch  zu  sein.  Mithin  ist  q  oder  qpj  eine  Function  Ton  H  und  das  ge- 
gebene Integral  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft.  Wenn  aber  Cj  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  ist,  so  gibt  es  ein  Integral,  welches  mit  Ci  combinirt,  die 
Einheit  zum  Resultat  hat,  d.  h.  dasjenige,  in  welchem  die  Constante  an  die  Zeit 
gebunden  ist.  [Bertrand.] 

§  496.  Wir  wollen  nun  beweisen,  dose  die  in  Jacohi's  voügtändiger  Lömng 
eingeführten  Constanten  eine  kanonische  Gruppe  bilden.  Aus  §  470  ist  ersichtlich: 
wenn  die  Elemente  nach  dem  Schema 


«1    •  •  «n 


h,        ^i*«-^«— 1» 
t  +  s,  -Oj a,_j 

geschrieben  werden,  so  ist  jedes  Element  in  der  unteren  Reihe  der  partielle 
Differentialquotient  einer  Function  f  nach  seinem  conjugirten  Element.  Folglich 
gilt  das  Lagrange*sche  Theorem  fOr  dieses  Schema  von  Elementen,  wenn  man 
^-|-£  ^8  eines  derselben  behandelt,  §487.  Wenn  aber  die  Elemente  auf  der 
rechten  Seite  als  Functionen  derjenigen  auf  der  linken  angesehen  werden,  so 
liefert  das  Lagrange*sche  Theorem  alles  Nöthige,  um  die  Beziehungen  {a,b)  =  0 
oder  1  zu  erhalten.  Da  t  und  e  in  der  Combination  ^  -f~  ^  auftreten,  so  redu- 
ciren  sich  diese  Beziehungen  auf 

(o,  5)«0  oder  1,    (6,  e)  =  0,    (Ä,  «)— 1. 

Die  Constanten  sind  daher  kanonisch.    Der  Satz  rührt  von  Donkin  her. 

Beisp.  Wenn  wieder  das  Beispiel  der  Bewegung  eines  Geschosses  wie  in 
§477  gegeben  ist,  zu  zeigen,  dass  die  yier  aus  Jacobi*8  vollständiger  Lösung 
abgeleiteten  Integrale 

2Ä==l>i"  +  l>i'  +  2^ffi,    *  +  «  =  — A/^ 
sind.    Man  weise  nach,  dass  diese  Gonstanten  kanonisch  sind. 

§  497.    Beisp.    Das  B ertr  and'sche  Theorem.    Es  sei 

a  «=  q){Pi  etc.,  q^  etc.,  t) 

ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen  und  /},  y,  ^  seien  drei  andere  derselben 
Art.  Man  bilde  die  Determinante,  deren  erste  Horizontalreihe  da/dp^^  ^^/^^r« 
da/dp^,  da/dq^  ist  und  deren  andere  drei  Horizontalreihen  sich  aus  der  ersten 

ergeben,  wenn  man  /},  y,  ^  fOr  a  setzt.  Es  möge  (a,  /},  y,  d)  die  Summe  dieser 
Determinanten  für  alle  Werthe  von'r  und  s  darstellen.  Man  beweise,  dass 
(a,  |3,  7,  S)  während  der  Bewegung  constant  bleibt.       [Comptes  Bendus,  1862.] 

Brioschi  gibt  einen  kurzen  Beweis,  indem  er  (a,  |3,  y,  d)  in  eine  Reihe 
von  Determinanten  entwickelt,  von  denen  jede  zwei  Horizontalreihen  hat.  Die 
Entwicklung  ist 

2(a,  P)(r,  *)  +  2(«,  r)(*,  «  +  2(«,  9)(ß,  y), 

welche  nach  dem  Poisson'schen  Theorem  constant  ist.  Sind  die  Constanten 
kanonisch,  so  reducirt  sie  sich  auf  2  oder  0,  je  nachdem  zwei  Paare  conjugirter 
Elemente  vorkommen  oder  nicht.    Er  zeigt  auch,  dass 

(a,  ft  y,  *,  1,,  Ö«3(a,  /J)(y*ij6) - 3(a,  y)(p*Sij) 

+  8(a,  9)  (ayi,6)  +  3  («,  i,)  (ßy^ä)  +  3(a,  fi)  (ßr^ti) 

ist.    Tortolini,  Annaii  di  Scienze  matematiehe  e  fisiche^  Bd.  4,  1863. 
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-  §  498.  Die  Eigensehaften  von  (u,  v).  Da  das  Symbol  (u,  v)  in  der  theo- 
retUchen  Dynamik  sehr  wichtig  ist^  so  empfiehlt  es  sich,  die  folgenden  Eigen- 
schaften zu  beachten: 

(1)  (u,  V) {V,  u). 

(2)  (u,  u)  =  0. 

(3)  (i>,«<)  =  1  und  (p.qj)  =  0. 

(4)  Wenn  ü  ==  /(w^,  w,  .  .  ,  t*J,   F=  F(u^,  <*2  •  •  •  **«)  ^^«   worin  i*j,  etc. 
Functionen  der  Elemente  {p^,  etc.),  (^,  etc.)  bezeichnen,  so  ist 

worin  2  die  Summirung  fOr  alle  Werthe  yon  r  und  s  angibt.  Bertrand,  siehe 
die  Anmerkungen  zur  M^canique  Anahftique  von  Lagrange,  1868. 

(6)  Ein  allgemeineres  Theorem  ist  das  folgende: 

Es  sei 

Alsdann  ist 

(ir,  F)=.(ir;  F)+2j|^K,F)+|I(i7,  «^j+i«, 

worin  (£7;  F)  die  partiellen  Differentialquotienten  von  JJ  und  V  nach  jp  und  g 
enthält  und  B  das  in  Theorem  (4)  gegebene  Resultat  bezeichnet.  Dieser  Satz 
rflhrt  von  Imschenetsky  her;  siehe  die  üebersetzung  aus  dem  Bussischen  in's 
Französische  in  GrunerVs  Archiv,  1869. 

(6)  Sind  u  und  t>  Functionen  von  {p^ ,  etc.),  (^  etc.)  und  einem  Buchstaben  o;, 
80  folgt  aus  den  Regeln  für  die  Differentiation  der  Determinanten,  dass 

ist.    Verf&hrt  man  nun  so,  wie  bei  dem  Leibnit  zischen  Theorem,  so  wird 

—  (-,^)-(— .,t,j+n(^-^,,    _j  +  n_(J^,  g^,j  +  etc. 

Imschenetsky. 

(7)  Sind  1«,  t^,  w  drei  Functionen  der  Yariabelen,  so  ist 

(t*,  (r,  «7))  +  ((»,  («7,  «))  +  (fo,  («*,  »))  =  0, 

Jacobi,  Crelle's  Journal,  LX,S.  42.  Einen  Beweis  findet  man  in  Forsyth's 
DifferenUdl  EquaUans, 

§499.    Transformation  der.Coordinaten.    Die  Hamil tonischen  Bewegungs- 
gleichungen lassen  sich  in  der  typischen  Form 

p' dH/dq,    i^dMßp (1) 

schreiben.  Wenn  wir  nun  die  Goordinaten  q^^.^q^  niit  andern  Ci •  •  •  ö«  ^®^' 
tauschen,  die  mit  den  ersten  durch  Gleichungen  von  der  Form  9 »» A@i  •  •  •  6«) 
verbunden  sind,  so  haben,  wie  wir  aus  dynamischen  Betrachtungen  wissen,  die 
transformirten  Gleichungen  die  typische  (Gestalt 

p'=— a^r/ae,  Q'^dK/dP (2), 

worin  F^.  ,,F^  die  den  Qi-^Q^  entsprechenden  Impulscoordinaten  sind  und  aus 

dem  transformirten  Werth  der  lebendigen  Kraft  auf  dieselbe  Art,  wie  zuvor,  ab- 
geleitet werden  können. 

Bonth,  DynMnik.  H.  24 
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Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  man  nicht  eine  allgemeinere  Transformation, 
wie  z.  B. 

ffi'=/i(Ci..ö«i    P^.-.PJ,  etc (8), 

finden  kann,  welche  derart  ist,  dass  die  Hamil tonischen  Gleichungen  (1),  wenn 
sie  so  transformirt  werden,  die  Form  (2)  annehmen.  Wir  nehmen  an,  H  sei  eine 
gegebene  Function  von  (p^,  etc.),  (g^,  etc.)  und  von  f,  die  Transformationsformeln 
(8)  und  (4)  enthielten  aber  t  nicht  explicite. 

Da  man  die  Hamil tonischen  Gleichungen  (§  479)  in  der  Form 

S{dqSp  —  Jpdq)  +  JHdt  —  JtdJS  =  Constante    ....    (6) 

schreiben  kann,  so  lässt  sich  die  Transformation  ofEenbar  ausfahren,  wenn  man 

£{JqSp  --  Jp9q)  =  S{JQdP  —  JPdQ) (6) 

nimmt,  worin  J  und  8  die  ihnen  in  §  478  gegebene  Bedeutung  haben. 
Ordnet  man  die  Buchstaben  nach  dem  Schema 

Pi  •  '  •  Pn^         P^  .  .  .       P„, 

so  ergibt  sich  aus  §  487  die  folgende  Regel,  die  ursprünglich  von  Jacobi  her- 
rührt (man  sehe  seine  Dynamik):  Nimmt  man  irgmd  eine  beliebige  Function 
ifffqi  •  •  •  9n>  @i  ■  •  •  Qn)  ^  gegebenen  Coardmaten  und  der  neu  einsufährenden, 
80  sind  die  gesuchten  Relationen  (8)  und  (4)  den  typischen  Besiehungen  p  «=  d^f/dq 
und  —  P  s=  d'^ldQ  dquinaient. 

Andere  Biegein   lassen   sich  durch  Yertauschung  der  coigugirten  Elemente 
und  die  nöthige  Zeichen&nderung  au&teUen.    Nimmt  man  z.  B.  die  Anordnung 

ffi    •  •  2«'     -Vi  •  •  •  -Si» 

Pf  '     Pn^      Ql-  '  •  Qn^ 

so  erhält  man  die  zu  (3)  und  (4)  äquivalenten  Transformationsformeln  dadurch, 
dass  man  q  =»  d'^/dp  tmd  P  »  di^/dQ  seist,  uwrin  iff  eine  unUhSrliche  Function 
^^<>^  P\  •  •  'Pn^  Ql'  '  •  Qn  ^-  ^^^^  ^686  Regel  hat  Jacobi  angegeben,  siehe 
Comptes  E&ndus,  1887,  Tome  Y,  S.  66. 

§  600.    Beispiele.    Beisp.  1.    Die  willkürliche  Function  ip  sei 
Nach  Jacobi 's  zweiter  Regel  sind  dann  die  gesuchten  Transformationsformeln 

^i-- fi(Ql  '      '  Qn) (2)» 

Pi^PidfJdQ,  +  p^dfJdQ,^ (S). 

Es  sind  dies  die  gewöhnlichen  Transformationsformeln,  wenn  man  von  einer  Gruppe 
von  Coordinaten  2i  .  .  •  2,»  zu  einer  anderen  öj  •  -  •  ö»  übergehen  will. 

Erinnert  man  sich  an  die  Definition  von  i>| ,  jp, ,  etc.  und  beachtet,   dass 
Qi\  Q%9  ^^'  ^  (^)  ^^^^  auftreten,  so  findet  man  leicht 

aT/ae;«ft^2i7»c- + Vfli/^e;+ etc. 

Daraus  und  durch  Differentiation  von  (2)  erhfilt  man  die  rechte  Seite  von  (8). 
Es  ergibt  sich  mithin,  dass  in  diesem  Fall  P^  die  der  Goordinate  Q^  entsprechende 
Impulscoordinate  ist. 
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Beisp.  2.     Ein   System  hängt   von   zwei  Paaren  yon   Elementen,  n&mlich 
(Pi9  9i)  ^^^  (Pfli  9s) 9  ^^9  i''^^^  nehme  an,  die  Jacobi*8che  willkürliche  Function 
Bei  2ß'V'  SS  (^1  —  ^i)'+  (<b  —  QtYi  ^^^  daraus  die  Transformationsformeln  und 
'untersuche,  was  ans  ihnen  wird,  wenn  |3  «s  0  ist. 

Beisp.  S.  Die  Donkin'sche  Regel.  Bei  der  Jacobi*schen  H.egel  darf  die 
willkürliche  Function  ^  die  Zeit  t  nicht  explicite  enthalten.  Wenn  man  Toraus- 
setzt,  'fp  sei  eine  beliebige  Function  von  p^,  etc.,  Q^,  etc.  und  t,  zu  beweisen,  dass 
die  in  der  typischen  Form  q  ^=  di>/dp,  P  =  d'fp/d  Q  geschriebenen  Transformations- 
formehi  die  Differentialgleichungen  in  andere  yerwandeln,  die  zwar  immer  noch 
die  Hamilton'sche  Gestalt  haben,  in  denen  aber  H  — d'^ßt  statt  H  steht. 

[Phil.  Trans.  1866.] 

Es  sei  X  eine  solche  Function  der  Variabelen  und  yon  t,  dass  die  Gleichung 
(6)  in  §  499  ihre  Gültigkeit  beh&lt,  weim  man  S{Jtdx  —  Jxdf)  zu  ihrer  rechten 
Seite  addirt.  Die  Möglichkeit  dieser  Annahme  wird  dadurch  bewiesen,  dass  man 
die  richtige  Form  für  x  findet.  Das  zweite  Schema  erhält  dadurch  insofern  eine 
Abänderung,  als  noch  ein  Paar  von  Elementen  hinzutritt,  nämlich  x  zur  oberen 
und  t  zur  unteren  Reihe.  Auf  dieselbe  Art,  wie  früher,  schliesst  man  dann,  dass 
X  ^  d'iff/dt  ist,  umgekehrt.  Aus  Gleichung  (6)  geht  dann  heryor,  dass  H  —  x  statt 
H  in  den  Hamilton'schen  Gleichungen  gesetzt  werden  mnss. 

Beisp.  4.  Die  Mfxffiieu'ache  Begel.  Wenn  die  Variabelen  (p,,  etc.),  (^,  etc.) 
mit  (Pi,etc.),  (@i,etc.)  mittelst  solcher  Beziehungen  verbunden  werden,  dass 
SpSq^^SPSQ  ist,  zu' beweisen,  dass  die  Hamilton'schen  Gleichungen  bei  der 
Transformation  ihre  Gestalt  behalten.  Daraus  leite  man  die  folgende  Begel  zur 
Ermittelung  von  Transformationsformeln  ab.  Man  nehme  eine  beliebige  Function 
der  alten  und  neuen  Coordinaten  z.  B.  ^(gt|,  etc.  Q^,  etc.)  an  und  setze  sie  gleich 
Null.  Die  gesuchten  Beziehungen  kann  man  typisch p^ftd  ip/d q  und  —  P^s  fid'ip/dQ 
schreiben.  Man  erhält  so  2n-{- 1  Gleichungen  zur  Ermittelung  yon(Pj ,  etc.),  (Q^ ,  etc.) 
und  f».  [Liouvtlk^s  Jaumcd,  Vol.  XIX,  1874.] 

Zum  Beweis  des  ersten  Theiles  dieses  Theorems  bemerkt  Mathieu,  dass 
man  den  Hamil tonischen  Gleichungen  die  Gestalt 

9H  =  £[S(pq')  —  d/dt(pdq) } 

geben  kann.  Wählt  man  mithin  für  alle  Variationen  SpSq  =2PdQ,  so  bleibt 
die  Hamilton 'sehe  Form  ungeändert. 

Um  den  zweiten  Theil  zu  beweisen,  gibt  Mathieu  an,  die  Gleichung 
£pdq  sa  £P9Q  fahre  zu  2n  Gleichungen,  die  sich  typisch 

A||  +  A||  +  etc.  =  P, (I), 

A  1^.  +  A  ||^  +  et«.  =  0 (II) 

schreiben  lassen,  worin  i  alle  Werthe  von  1  bis  n  hat.  Aus  der  Gruppe  (II)  er- 
gibt sich  durch  Elimination,  dass  die  Functionaldeterminante  von  2^  .  .  .  g,^  in 

Bezug  auf  P^^ .  ,  .  P^  Null  ist.    Die  n  Gleichungen  (8)  in  §  499  sind  daher  derart, 

dass  nach  Elimination  von  n  —  1  der  P  auch  das  nte  verschwindet  und  eine 
Gleichung  zurückbleibt,  welche  nur  qi  *  •  .  q^  und  Q^  .  .  .  Q  enthält.  Diese 
Gleichung  bezeichnet  er  mit  rp  ^^  0.  Differenzirt  man  ^=sO  abwechselnd  nach 
P^  .  .  .  P^,  so  ergeben  die  Gleichungen  (H),  p^.==^a^«^g,..    Durch  Substitution 

in  (J)  folgt  dann  P^'^  —  iidip/dQ^.  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  unbekannte 
Grösse   /»  nicht  der  Einschränkung  unterliegt,   dass  sie  nur  eine  Function  von 

24* 
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§  601.  Der  Vortibeil  bei  der  Vertanscliuiig  der  Variabelen  p^^  etc.,  g,  etc. 
mit  anderen  P^  etc.,  Q^  etc.  liegt  darin,  dass  sich  bei  geeigneter  Wahl  der 
willkfirlichen  Function  ^  der  Ausdrack  ftir  H  verein&chen  läset  und  dabei  doch 
die  Harn il tonische  Form  der  Differentialgleichungen  bestehen  bleibt.  Die  Buch-* 
Stäben  (P^,  Q^\  (P, ,  Q^)  etc.  behalten  zwar,  so  weit  es  die  Differentialgleichungen  an- 
geht, ihren  dualen  Charakter  bei,  dagegen  ist  es  nicht  nöthig,  dass  P  die  Q  ent- 
sprechende Impulscoordinate  darstelle.  Soll  dieser  Fall  eintreten,  so  müssen  noch 
andere  Bedingungen  erf&llt  werden. 

Beisp.  1.  Man  nehme  an,  H  wi  keine  explidte  Function  von  t  und  die 
Transformationsformeln  enthielten  nur  die  alten  und  neuen  Coordinaten,  nicht 
aber  f,  und  zeige,  dass  sich  die  lebendige  Kraft  T  und  die  Krftfbefunction  U 
durch  Q^,  Q^  etc.  und  Q/,  Q^'  etc.  ausdrücken  lässt.  Man  zeige  auch,  dass,  wenn 
jedes  P  die  jedem  Q  entq>rechende  Impulscoordinate  d.  h.  F^^^dLjdQ*  sein  soll, 
es  nöthig  ist  und  ausreicht,  wenn 

Zp9q  »  SP9Q 

ist. 

Man  beachte  zum  Beweise,  dass  sich,  wenn  L  und  M  die  reciproken  Functionen 
▼onlf  in  Bezug  auf  (i»^,  etc.)  bez.(Pj,  etc.)  sind,  die  typischen  Gleichungen  |>«BdX/di2', 
P=^dM/dQ'  ergeben.  Um  den  zweiten  Theil  des  Beispieles  zu  beweisen,  braucht 
man  nur  Mss^L  za  machen.  Nach  der  Definition  einer  reciproken  Function  muss 
dann  Spq^=^  SPQ'  sein  und  daraus  ergibt  sich  Zp^q*»  £P9Qy  weil  t  nirgends 
ezplicite  auftritt. 

Beisp.  2.  Man  zeige,  dass  bei  der  Jacobi*schen  ersten  Regel,  §  499,  die 
P  im  Allgemeinen  die  den  Q  entsprechenden  Impulscoordinaten  nicht  darstellen. 

Wäre  es  der  Fall,  so  würde  eine  Beziehung  zwischen  den  q  und  den  Q 
allein  bestehen,  §  600,  Beisp.  4.  Die  Jacobi*schen  Formeln  lassen  dies  aber 
nicht  zu. 

§  602.  Die  Hamilton'seken  Bewegiugsgleiekugefl  mit  iflbestimmten  Multipli- 
eatoren.  Es  seien  9i  •  •  •  9«)  Pi  •  •  •  P^  ^^  Coordinaten  und  Impulscoordinaten  des 
Systems,  L  die  Lagrange 'sehe  und  H  ihre  reciproke  Function.  Nach  dem  Prin- 
cip  der  Tirtuellen  Momente  erhSlt  man,  wie  in  Bd.  1,  §  897 

für   alle  Variationen,   die  mit  den  geometrischen  Beziehungen  vereinbar  sind 
Nach  der  Definition  der  reciproken  Functionen  ist  femer 

H+L  =  2:pq' (2). 

und,  wenn  man  die  totale  Variation,  wie  in  Bd.  1,  %  410,  davon  bildet, 

»H ^^9q+^(-^+p)iq'  +  Sq'9p  .    .    .    .    (8). 

Erinnert    man    sich,    dass    nach    der  Definition  p^^dL/dq    ist  und  eliminirt 
2(dL/dq)Sq  mit  Hülfe  von  (1),  so  wird 

9H'^--2p'dq  +  2qäp (4). 

Wenn  aile  p  und  q  unabhängig  sind,  so  lassen  sieh  daraus  die  Hamübon'sditn 
Gleichungen  unmittelbar  ableiten,  Bestehen  jedoch  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  Variabelen,  so  kann  man  die  Methode  der  unbestimmten  Multiplicatoren  be- 
nutzen.   Es  mögen  r  Bedingungsgleichungen  existiren  und  sie  seien  durch 

fi{Pi  •  •  •  l>iit    «1  •  •  •  ffn)  —  ^ W 
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gegeben,  worin  i  alle  Weiihe  von  i^^l  bis  «  »s  r  annimmt.    Differenzirt  man  sie, 
multiplicirt  mit  X^,  1^  .  .  .  X^  und  zieht  sie  yon  (4)  ab,  so  kommt 

*ff-2'{-J''-l.||-l.|f-«tc.)*«+2'|«'-^||-«t«-l*P     (6). 

worin  2  die  Snmminmg  för  alle  Goordinaten  angibt.    Daraus  ergeben  sich  die 
folgenden  n  Gleichungen,  welche  die  typische  Gestalt 


(7) 


haben.    Setzt  man 

K^H+\f,+X,f,  +  eUi (8), 

so  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen  (7),  wenn  man  (5)  zu  Hülfe  nimmt,  die  Form 

p'  =  — ajsT/ag,  q;^dKidp (9) 

annehmen.  Die  r  durch  (5)  und  die  2n  durch  (7)  oder  (9)  dargestellten  Glei- 
chungen reichen  hin,  um  die  r  Multiplicatoren  und  die  2n  Goordinaten  und  Im- 
pulscoordinaten  zu  bestimmen. 

§  503.    Die  Werthe  der  r  Multiplicatoren  1^  .  .  .  X^  kann  man  folgendermassen 
finden.    Man  differenzire  (5)  und  erhält 

Sq'df/dq  +  Zp'dfldp^^i. 
Substituirt  man  aus  (7)  die  Werthe  von  p'  und  g',  so  wird 

(ff, /0  +  X,(/,,/)  +  a,(/„/)  + 0 (10), 

worin  das  Symbol  (u,  v)  die  ihm  in  §  490  gegebene  Bedeutung  hat.  Setzt  man 
in  der  typischen  Gl.  (10)  nacheinander  /*!•../).  für  f  ein,  so  ergeben  sich  r  lineare 

Gleichungen  zur  Ermittelung  der  Multiplicatoren.  Substituirt  man  ihre  Werthe 
in  (7),  so  kommt  man  zu  2n  Gleichungen,  aus  denen  sich  die  Goordinaten  ab- 
leiten lassen.  Die  Gleichungen  (10)  hat  Mathieu  in  Liouyille's  Jawmdl,  1874 
gegeben. 

§  504.  Es  wurde  angenommen,  die  Bedingungsgleichungen  (5)  enthielten  so- 
wohl die  Impulscoordinaten  als  die  Goordinaten,  weil  dies  die  Untersuchung  sym- 
metrischer gestaltete;  in  den  meisten  Fällen  jedoch  fehlen  die  Impulscoordinaten 
und  werden  damit  die  Resultate  entsprechend  einfacher. 

§  505.  Variation  der  Elemente.  Es  mögen  zwei  dynamische  Probleme  ge- 
geben und  in  dem  einen  möge  die  Hamilton 'sehe  Fimction  ff,  in  dem  anderen 
H^  K  sein.    Ihre  Differentialgleichungen  sind  dann  beziehentiich 

dH  ZH 

■P — -ä?'  «-■ äF ^^^' 

dH      dK       ,      dH  ,  dK 

* — -äy— F?'  «-■ ^+-?? (^)- 

Die  Integrale  des  ersten  Problems  seien 

Ci  =  /i (Pi ,  etc.,  2, ,  etc.,  Q,    c^  «  f^(p^ ,  etc.,  q^ ,  etc.,  i),  etc.   .    .    (3). 

Betrachtet  man  Cj,  c^,  etc.,  d.  h.  die  Gonstanten  des  Lösung  des  ersten  Problems, 
als  Functionen  von  p^^  etc.,  g^,  etc.  und  t,  so  kann  man  annehmen,  die  Lösung 
des  zweiten  Problems  werde  durch  Integrale  von  derselben  Form  (8)  wie  die  des 
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ersten  dargestellt.  Wir  wollen  nun  nntersachen,  was  fOr  Functionen  C|,  e^,  etc. 
Ton  p^,  etc.,  q^,  etc.  und  t  sind.  Die  Function  K  heisst  die  8törung8funeUon  und 
ist  gewöhnlich  klein  im  Vergleich  zu  H. 

Da  die  Gleichungen  (3)  die  Integrale  der  Differentialgleichungen  (1)  sind, 
wenn  man  c, ,  etc.  als  Constante  betrachtet,  so  erhält  man  durch  Substitution 
aus  (3)  in  (1)  identische  Gleichungen.  Differenzirt  man  mithin  (8)  und  substitnirt 
fOr  p'  und  q'  ihre  Werthe  aus  (1),  so  findet  man  die  typische  Gleichung 

dcdH      d4,dH  de 

^ — ä^ay+a^ä^  +  '-'+ai- (*)» 

worin  e  die  Stelle  aller  Gonstanten  q,  c^,  etc.  vertritt.    Siehe  §  494. 

Werden  aber  q,  c,«  •  •  •  als  variabel  angesehen,  so  sind  die  Gleichungen  (8) 
die  Integrale  der  Differentialgleichungen  (2).  Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren, 
so  wird 

'     _^^a-^^-L        I    de      de  dK      de  dK 

^"       dp  dq'^  dqdp'^""^  dt       dpdq'^dq  dp'^'"' 

worin  die  Differentialquotienten  auf  der  linken  Seite  totale  sind. 
Benutzt  man  nun  die  Identitäten  (4),  so  findet  man 

, dc^  ^ir  ,   de^  dK  ,_. 

""i  'dpTq'^J^'dp ^^ 

und  ähnliche  Ausdrücke  itlr  Cg,  etc. 

Ist  K  ab  FwMiMn  t^on  jp,  q,  etc.  tmä  t  gegeben,  so  hat  man  de^/dt^  etc. 
als  Functionen  von  p,  g,  etc.  und  t  ausgedrückt.  Verbindet  man  diese  Glei- 
chungen mit  denen  unter  (3),  so  erhält  man  c^,  c,  ...  als  Functionen  von  t. 

Ist  K  als  Function  von  c^ ,  c, , . . .  und  t  gegeben,  so  kann  man  so  fortfahren 

dK      dK  dci   ,   dK  dc^  , 
dp      dci  dp      dc^  dp  ' 

dK      dKdc^   ,   dKdc^  , 
dq       dci  dq       dc^  dq 

Durch  Substitution  in  den  Ausdruck  für  c,'  wird 

^  '^jLjldq    dp        dp'dqJdc^'^j^ldq    dp        dp   dqJdc^'^'"       ^^^' 

worin  £  die  Summirung  für  alle  Werthe  von  p,  g,  nämlich  j9|,  q^  p^,  ^,  etc. 
verlangt. 

Benutzt  man  die  in  §  490  erklärte  abgekürzte  Bezeichnung,  so  lässt  sich 
dieser  Gleichung  die  einfache  Form  geben 

V  =  (c«»  Ci)^+(^8i  Ci)g^  + (7). 

§  506.  Die  Formeln,  welche  die  Variationen  der  Gonstanten  liefern,  werden 
bedeutend  einfacher,  wenn  die  ge^i^ihlten  Elemente  kanonisch  sind.  In  diesem 
Fall  treten  die  Gonstanten  paarweise  auf.  Sind  diese  Paare  q,  c^;  c,,  c^;  etc., 
so  ist  (c,,  C|)  BS  1;  (Cj ,  c,)  SB  0  u.  B.  w.    Die  Formeln  nehmen  dann  die  Gestalt  an 
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§  507.  Kehrt  man  zu  der  aUgemeinen  Gleichung  (7)  zurück,  in  welcher  die 
Constanten  keiner  Einschränkung  unterliegen,  so  erkennt  man,  dass  die  Coeffi- 
cienten  (c^,  q)  etc.  durch  einfache  Differentiation  zu  ermitteln  sind,  wenn  c^,  c^  etc. 
als  Functionen  von  (p^,  ^i)  etc.  und  von  t,  wie  in  (3),  ausgedrückt  werden.  In 
der  Begel  wird  man  es  Tortheilhafter  finden^  sie  durch  die  Gonstanten  C|,  c^  etc. 
und  t  auszudrücken,  indem  man  für  (p^,  ^)  etc.  ihre  durch  die  Integrale  (8)  ge- 
gebenen Werthe  einsetzt. 

Bei  der  AusfÜhrtmg  dieser  SubsHtution  ergibt  sich,  dciss  t  aus  den  Ausdrücken 
verschwindet.  Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Poisson'schen  Theorem  in  §  494. 
Wenn  daher  die  Störwngsfunctian  durch  die  Zeit  tmd  die  Constanten  der  imgestMen 
Bewegung  gegeben  ist,  so  lassen  sich  die  Variationen  dieser  durch  die  störenden 
Kräfte  erzeugten  Constanten  durch  die  Differentialquotienten  der  Störungsfunction 
ausdrücken,  ohne  dass  t  explicite  in  irgend  einem  Coefficienten  auftritt. 

§  608.  Als  Beispiel  betrachte  man  den  Fall  eines  Massenpunktes  oder  Pla- 
neten, der  eine  Ellipse  um  ein  Er&ftecentrum  beschreibt.  Man  nimmt  gewöhnlich 
zu  Gonstanten  der  elliptischen  Bewegung  die  grosse  Axe  2a,  die  Excentricität  e, 
die  Länge  eines  Scheitels  o»,  etc.  Man  nehme  nun  an,  die  Bewegung  des  Massen- 
punktes  werde  durch  die  Anziehung  eines  andern  Massenpunktes  gestört;  alsdann  be- 
steht die  Aufgabe  der  Lagrange*schen  Methode  bei  der  Behandlung  der  Planeten- 
theorie darin,  zu  ermitteln,  wie  diese  Gonstanten  durch  die  störenden  Kräfte  ge- 
ändert werden.  Um  dies  zu  erreichen,  wird  die  Störungsfunction  K  zuerst  durch 
die  Zeit  und  die  Gonstanten  a,  6,  o,  etc.  ausgedrückt  und  werden  dann  zweitens 
Formeln  ermittelt,  welche  a\  e\  to  etc.  als  Functionen  yon  dK/da,  dK/de,  etc. 
liefern.  Diese  Formeln  enthalten  t  nur  mittelbar  durch  die  Störungsfunction 
und  diese  bemerkenswerthe  Eigenthümlichkeit  beschi^bikt  sich  nicht  auf  diese 
8X)eciellen  Constanten,  sondern  gilt  für  alle  Gonstanten,  die  man  zur  Bestimmung 
der  elliptiBchen  Bewegung  wählen  mag.  Man  beachte  auch,  dass  dies  auch  dann 
noch  der  Fall  ist,  wenn  K  nicht  lediglich  eine  Function  der  Goordinaten 
^  9  9s »  etc.,  sondern  sowohl  der  Goordinaten  als  der  ihnen  entsprechenden  Impuls- 
coordinaten  ist. 

§  609.  Die  oben  gegebenen  Gleichungen  (6),  welche  C|',  e,',  etc.  durch  die 
Differentialquotienten  Ton  K  ausdrücken,  y erdankt  man  Poisson;  die  ent- 
sprechenden Formeln  von  Lagrange  sind  anders  gestaltet.  Betrachtet  man  K 
als  Function  der  Goordinaten  und  der  Impulscoordinaten,  so  ist 

Die  Lösungen  der  Differentialgleichungen  der  ungestörten  Bewegung  in  der 
Hamil tonischen  Form  (1)  seien 

g, -»jPi(«,  Ci,  c,  etc.),    3,  — etc. (10). 

Werden  sie  in  (1)  substituirt  und  dabei  Cj,  c^  etc.  als  Gonstante  behandelt, 
so  erfüllen  sie  (1)  identisch.  Wenn  man  sie  daher  in  (2)  einsetzt  und  dabei 
Cj,  c,  etc.  als  Functionen  von  t  behandelt,  so  streichen  sich  alle  Glieder  als 
identisch  mit  Ausnahme  deijenigen,  die  c^',  c,'  etc.  und  die  Tenne  dK/dq,  dK/dp 
enthalten.  Da  die  nicht  wegfallenden  Glieder,  welche  c^',  c,'  etc.  enthalten,  nur 
durch  p*  und  gf  auftreten  können,  so  ist 

dK      ^P    f  \   ^P    f  i   ^        dK      ^2     /  ,     .  ,--x 

Substituirt  man  sie  in  (9),  so  ergibt  sich,  dass  c^'  aus  dem  Resultat  ver- 
schwindet und  dass 
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|f-[«.,C.]V  +  [«.,<^]V       (12) 

ist,  worin  [Cj,  c,]  die  ihm  in  §  490  gegebene  Bedeutang  hat.  Aehnliche  Be- 
ziehungen gelten  für  alle  Differentialqaotienten  dKjdc^y  etc.,  so  dass  also  eben- 
soTiele  Gleichungen  als  Gonstanten  vorhanden  sind. 

H&lt  man  die  Gleichungen  (7)  und  (12)  gegeneinander,  so  sieht  man,  dass 
in  beiden  Torausgesetzt  wird,  die  störende  Function  K  sei  als  Function  der  Con- 
stanten der  ungestörten  Bewegung  und  von  t  bekannt.  Um  die  Goefficienten  in 
(7)  zu  ermitteln,  müssen  die  Integrale  der  ungestörten  Bewegung  in  der  Form  (3) 
ausgedrückt  werden,  d.  h.  jede  Constante  muss  als  Function  der  Yariabelen  und 
der  Zeit  gegeben  sein.  Um  die  Coefficienten  in  (12)  zu  ermitteln,  müssen  die 
Integrale  die  Form  (10)  haben,  d.  h.  alle  Yariabelen  müssen  als  Function  der  Zeit 
und  der  Constanten  gegeben  sein.  In  (7)  femer  erh&lt  man  <\\  c,'  etc.  direct 
als  Function  von  dKldc^  etc.,  in  (12)  dagegen  muss  erst  ein  System  linearer 
Gleichungen  au%elö8t  werden,  ehe  man  c^\  c^  etc.  findet.  Sowohl  in  (7)  als  in 
(12)  enthalten  die  Coefficienten  (q ,  c,),  [C| ,  c,]  etc.  die  Zeit  nicht  explicite. 

§510.  Lagrange  zeigt,  dass  diese  Gleichungen  einfachere  Formen  annehmen, 
welche  denen  unter  (8)  ähnlich  sind,  wenn  die  Constanten  die  Anfangswerthe  der 
Yariabelen  (Pi ,  ^)  etc.  bedeuten.  Indem  er  beliebige  Constanten,  die  sich  in  die 
Integrationen  einfuhren  lassen,  als  Functionen  von  ihnen  betrachtet,  drückt  er  in 
seiner  M6caniqm  Ändlytique  ihre  Yariationen  durch  die  DifFerentialquotienten  Ton 
K  in  einer  Form  aus,  welche  der  von  (7)  gleicht. 

§  611.  Die  Methode  der  Yariation  der  Constanten  hat  das  Besondere,  dass 
die  Coordinaten  $^ ,  ..  .q^  und  die  Impulscoordinaten  |>^ ,  .  ..p^  durch  dieselben 
Functionen  von  q,  e,  etc.  und  t  ausgedrückt  werden,  mag  nun  die  fragliche  Be- 
wegung die  ungestörte  oder  die  variirte  sein.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass 
auch  die  Geschwindigkeiten  9^',  . .  ■  ^j,  bei  beiden  Bewegungen  durch  dieselben 
Functionen  von  c^,  c,  etc.  und  t  ausgedrückt  werden.  Um  dies  zu  beweisen, 
reicht  die  Bemerkung  hin,  dass  man  q^,  q^'  etc.  durch  p^,  p^  etc.,  g^,  q^  etc.  aus- 
drücken kann,  weil  Pi^dT/dqi\  Pf^dT/dq^'  etc.  ist. 

§  612.  Die  theoretische  Dynamik  umfasst  ein  so  grosses  Gebiet,  dass  es  un- 
möglich ist,  sie  in  einem  Buch  erschöpfend  zu  behandeln,  das  so  viele  Anwendungen 
enthält.  Wir  können  daher  das  Donkin'sche  Theorem,  dass  die  Kenntniss  der 
Hälfte  der  Integrale  des  Hamil tonischen  Systems  in  gewissen  Fällen  zur  Bestim- 
mung des  Bestes  ausreicht  (Ihü.  Trans.,  1854,  1855)  oder  Bour's  Methode,  die 
Anzahl  der  Yariabelen  zu  reduciren,  wenn  ein  Theil  der  Integrale  bekannt  ist 
{lÄouviUe's  Jowmal,  Bd.  20,  1855),  hier  nur  erwähnen. 


Kapitel  XL 

PrScesslon  und  I^ntatlon. 

Ueber  das  Potential. 

§  513.  Bas  Potential  eines  Körpers  von  beliebiger  Form  fiir  einen 
äusseren  entfernten  Putikt  zu  finden. 

Der  Schwerpunkt  G  des  Körpers  werde  zum  Goordinatenanfang  ge- 
nommen und  die  x-Axe  gehe  durch  den  äusseren  Punkt  Ä  Der  Abstand 
GS  sei  gleich  q.  (x,  y,  z)  seien  die  Goordinaten  eines  Elementes  dm 
des  Körpers ;  das  um  irgend  einen  Punkt  P  beschrieben  ist  und  es  sei 
PG=rj  alsdann  ist  PS*=(>^+r* — 2(fX,  Das  Potential  des  Körpers  ist 

ordnet  man  die  Glieder  nach  fallenden  Potenzen  von  q^  so  wird 

^ "V^dm  h     I   ^   I   3a;'— r'   ,    hx^—Zxr^   ,   36a;^— 30 a;'r'+ 8 r^   ,         \ 

-^    9    l      ■•    9  ■•        29»      "•  2p«         "•  89*  "•  J 

j9f  sei  die  Masse  des  Korpers;  es  ist  dann  I^dm  =  M.  Da  femer 
der  Goordinatenanfang  im  Schwerpunkt  liegt^  so  wird  Sxdm  =  0. 

A,  B,  C  seien  die  Hauptträgheitsmomente  f&r  den  Schwerpunkt^ 
I  das  Trägheitsmoment  ftir  die  x-Asiey  welche  in  unserem  Fall  die  den 
Schwerpunkt  des  Körpers  mit  dem  angezogenen  Punkt  verbindende 
Gerade  ist.     Man  hat  dann 

2;dmf^=^(Ä  +  B+C), 

£dma^=  Udmif—  y^— g^  =  ^  (A  + B  +  C)  — I. 

Wenn  l  irgend  eine  lineare  Dimension  des  Körpers  ist  und  q  im 
Vergleich  zu  2  so  gross  ist^  dass  man  den  Bruch  (I/qY  in  dem  Potential 
vernachlässigen  kann^  so  erhält  man 

p._Jf   ,    A  +  B  +  C--8I 
^—q"^  2p» 


378  Kapitel  XI.    Präcession  und  Nutation. 

Will  man  eine  grossere  Annäherung  an  den  Werth  von  V  haben, 

2p* 


SO  muss  man  noch  das  nächste  Glied ^-j in  Rechnung 


ziehen. 

(if  Vy  t)  seien  die  Coordinaten  von  m  in  Bezug  auf  festliegende 
rechtwinklige  Axen^  deren  Anfang  in  G  liegt,  und  {a,  ß^  y)  seien  die 
Winkel y  die  OS  mit  diesen  Axen  macht.     Alsdann  ist 

X  =  i  cos  «  +  1?  cos  ß  -\- 1  cos  y; 
also 

£fnx^^==  cos'a4Sm|'+  3  cos*«  cos  ßSm^ri  +  •  •  *. 

Wenn  der  Körper  für  ein  System  rechtwinkliger  sich  in  G 
schneidender  Axen  symmetrisch  ist^  so  hat  man  2J)ng'  =  0^  Sm^ri^=0^ 
etc.  =  0;  das  nächste  Glied  in  dem  Ausdruck  für  das  Potential  ver- 
schwindet mithin  überhaupt.  Der  Fehler  in  dem  obigen  Ausdruck 
für  V  ist  daher  von  derselben  Ordnung^  wie  der  Bruch  Q/qY  des 
Potentiales.  Es  ist  dies  bei  der  Erde  der  Fall,  deren  Gestalt  und 
Structur  für  die  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Hauptaxen  nahezu 
symmetrisch  sind. 

§  514.  In  dem  Vorigen  wurde  vorausgesetzt^  S  liege  in  sehr 
grosser  Entfernung.  Der  Ausdaruck  für  das  Potential  ist  aber  auch 
dann  nahezu  corred,  wenn  der  Punkt  S  eine  gang  belidnge  Lag^hat^ 
vorausgesetzt,  dass  der  Korper  ein  EUipsoid  ist,  dessen  Schickten  gleicher 
Dichtigkeit  coticentrische  EUipsoide  von  Meiner  Excentrüät  sind. 

Man  kann,  um  den  Beweis  zu  führen,  ein  Theorem  über  die  An- 
ziehungskräfte von  Maclaurin  benutzen,  dass  nämlich  die  Potentiale 
confocaler  EUipsoide  für  irgend  einen  äusseren  Punkt  ihren  Massen 
proportional  sind.  Wir  wollen  zuerst  den  Fall  eines  massiven  homo- 
genen Ellipsoides  betrachten.  Man  beschreibe  ein  inneres  confocales 
EUipsoid  von  sehr  kleinen  Dimensionen  und  a\  &',  c'  seien  seine 
Halbaxen.  Weil  nun  die  Excentricität  sehr  klein  ist,  so  lassen  sich 
a'j  Vy  c'  so  klein  annehmen,  dass  S  als  ein  entfernter  Punkt  in  Bezug 
auf  das  innere  EUipsoid  angesehen  werden  kann.  Das  Potential  in 
Folge  des  inneren  EUipsoides  ist  daher 

worin  die  accentuirten  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  in  Bezug  auf 
das  innere,  wie  die  nicht  accentuirten  in  Bezug  auf  das  äussere  EUipsoid 
haben.  Der  Fehler  bei  diesem  Ausdruck  ist  von  derselben  Ordnung 
wie  (a'/gyV.  Nach  dem  Maclaurin'schen  Theorem  ist  daher  das 
Potential  des  gegebenen  EUipsoides 

und  der  Fehler  von  der  Ordnung  (a'/QyV. 
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Sind  a,  h,  c  die  Halbaxen  des  gegebenen  EUipsoides^  so  hat  man 

a^—  a'«=  6«—  &'«=  c'—c'^^  ;l^ 
also 

und  ebenso 

Wenn  ferner  (a,  /},  y)  die  Richtungswinkel  der  Linie  GS  in  Bezug 
auf  die  Hauptaxen  für  G  sind^  so  ist 

J=  Ä  cos*«  +  JBcos*  /l  +  CcosV  =  ^'-f'+  I  -Sf^'- 

Setzt  man  ein,  so  erhiüt  man 

T^_M   ,    A  +  B  +  C  —  SI 

Ist  a  >  6  >  Cy  so  kann  man  dadurch,  dass  man  das  innere  Ellipsoid 
immer  mehr  abnehmen  lässt,  c'  beliebig  klein  machen,  obgleich  in  der 
Grenze  die  Excentricitäten  der  beiden  Schnitte,  die  ca'  und  c'b'  ent- 
halten, der  Einheit  gleich  werden.     In  diesem  Fall  wird  schliesslich 

a  =ya* —  c*.     Es  sei  8  die  Excentricität  des  Schnittes,  der  a  und  c, 

die  grosste  und  kleinste  Halbaxe  enthält.  Es  ist  dann  a'  =  aYWs  und 
der  Fehler  in  dem  obigen  Ausdruck  für  V  von  der  Ordnung  4(a/(>)*f*F. 

Gilt  das  Theorem  für  ein  beliebiges  massives  homogenes  Ellipsoid, 
so  gilt  es  auch  für  eine  beliebige  homogene  Schale,  die  von  con- 
centrischen  Ellipsoiden  von  kleiner  Excentricitat  begrenzt  wird.  Denn 
das  Potential  einer  solchen  Schale  findet  man  durch  Subtraction  der 
Potentiale  der  begrenzenden  EUipsoide  von  einander,  da  J.  +  JB  +  C 
(siehe  Bd.  1)  von  der  Richtung  der  Axen  unabhängig  ist. 

Schliesslich  nehme  man  an,  der  Körper  sei  ein  Ellipsoid,  dessen 
Schichten  gleicher  Dichtigkeit  concentrische  EUipsoide  von  kleiner  Ex- 
centricitat sind  und  die  äussere  Grenzschicht  sei  homogen.  Da  der 
Satz  dann  für  jede  Schicht  gilt,  so  gilt  er  auch  für  den  ganzen  Körper. 

Beisp.  Man  mache  die  Probe  auf  diesen  Satz,  indem  man  zeigt,  dass  die  in 
§  613  angegebenen  Glieder  der  vierten  Ordnnng  von  der  Ordnung 

(o/9)*fi«F 

sind,  wenn  der  anziehende  Körper  ein  homogenes  Ellipsoid  ist. 

Durch  Integration  zeige  man  zuerst,  dass  die  Glieder  der  vierten  Ordnung 

8  •  So   o" 

—  10(X"a"+  ft"6*  +  p^c*)(a*+  6"+  c«)  +  (o"+  6"+  c*)«+  2{a*+  b*+  c*)] 

sind,  worin  (X,  fi,  i^)  die  RichtungscoBinusse  von  GS  bedeuten.  Ist  das  Ellipsoid 
nahezu  kugelförmig,  so  setze  man  b/a  ^1  —  e,  cja  «=1  —  «'.  Durch  Substitution 
erkennt  man  leicht,  dass  nicht  nur  alle  von  f ,  s'  unabhSugig^n  Glieder  Null  sind, 
sondern  dass  auch  die  Glieder,  welche  die  ersten  Potenzen  von  e  und  b'  enthalten, 
verschwinden. 
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Das  Theorem  in  §  618  verdankt  man  Poisson,  die  bequeme  Fonn,  in  der 
es  hier  gegeben  wurde,  rührt  yon  Mac  Gullagh  her.  Laplace  in  der  Micaniq^e 
Celeste,  Buch  Y  hat  nachgewiesen,  dass  es  auch  noch  dann  nahezu  gilt,  wenn  der 
anziehende  Körper  sich  dicht  bei  der  Erde  befindet,  vorausgesetzt,  dass  die  Erde 
ein  EUipsoid  ist.  Der  Beweis  in  §  616  ist  nahezu  derselbe  wie  der  yon  Mac  Gul- 
lagh, TransacHana  of  the Eaydl  Irish  Academy,  Vol.  XXII.  Theil  I  und  11.  Science '). 

§  616.  Die  folgende  geometrische  Interpretation  der  Formel  in  §  613  rührt 
ebenfalls  yon  MacCullagh  her.  Den  Beweis  und  einen  andern  yon  Her. 
B.  Townsend  findet  man  in  den  Irüh  TranMctioM,  1866. 

Ein  System  materieller  Funkte  zieht  einen  Punkt  S  an,  dessen  Abstand  van 
dem  Schtoerpunkt  G  der  anziehenden  Masse  im  Vergleich  mit  den  gegenseitigen  Ab- 
ständen der  Massenpwnkte  sehr  gross  ist.  Wenn  eine  BerOhrungsebene  senkrecht  su 
GS  OM  das  reciproke  EUipsoid  gelegt  wird,  welche  es  in  T  heri£hrt  und  GS  in  U 
schneidet,  so  liegt  die  resultirende  auf  S  wirkende  Anziehungskraft  in  der  Ebene 
SGT.    Die  Componente  P  der  auf  S  wirkenden  Anziehung  in  der  Bichtung  TU 

ist  gleich  —  i^  öü".  ÜT;  die  in  der  BuMung  ÜG  ist 

M      ^^  A  +  B+C—ZI 

Diese  Theoreme  gelten  auch  dann,  wenn  man  das  reciproke  EUipsoid  durch 
ein  beliebiges  confocales  ersetzt.  Sind  a,  b^  c  die  Halbaxen  dieses  confocalen 
Ellipsoids  und  p  das  Loth  GU  auf  die  Berührungsebene,  so  erhält  man,  weil, 
nach  Bd.  1,  unter  I  eine  Constante  verstanden,  A^^Ma^-^l^  B^^Mb^-^-X  ist, 

Um  zu  beweisen,  dass  die  resultirende  auf  S  wirkende  Kraft  in  der  Ebene 
SGT  liegt,  verrücke  man  S  nach  S'  so,  dass  SS'  auf  dieser  Ebene  senkrecht 
steht  und  gleich  Qd^p  ist.  Weil  V  ein  Potential  vorstellt,  so  ist  die  an  5  in  der 
Richtung  SS'  angreifende  Kraft  dV/gdif).  Nach  dieser  Yerrückung  schneidet 
aber  die  zu  GS'  senkrechte  Berührungsebene  die  frühere  Berührungsebene  in  der 
Geraden  TU,  daher  ist  dp/dip^O  und  also  ciF/d'^  =  0. 

Um  die  an  S^  in  der  Bichtung  TU 
angreifende  Kraft  zu  finden,  wollen  wir 
S  nach  S"  so  verschieben,  dass  SS" 
parallel  TU  und  gleich  gd^if)  ist.   Da  GU 

*^     senkrecht  auf  TU  steht,   so  erhält  man 

TU=  dp/d ij).    Mithin  ist 

_       1  dV  SM       ^^ 

g  dip  Q*  ^ 

und  schliesslich 

dV      Mi  A  +  B  +  O—SI 

^~      dg"  Q^'^  i  g* 

Beisp.  Man  zeige,  dass  das  Product  GUTUf^  alle  confocalen  EUipsoide 
dasselbe  ist. 

§  616.  Beispiele  für  Anziehiingskrfifte.  Beisp.  l.  Es  sei  GP  eine  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Gerade  der  Art,  dass  das  Trägheitsmoment  für  sie  dem 
Mittel  aus  den  drei  Hauptträgheitsmomenten  für  G  gleich  ist;  die  Componente 


1)  Der  Theil  der  Irish  TransacUons,  welcher  der  Science  gewidmet  ist,  nicht 
der  ftbr  die  Letters. 
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der  Anziehungskraft  des  Körpers  auf  irgend  einen  Punkt  8  in  der  Richtung  GS 
kommt  alsdann,  wenn  S  ia  GP  liegt,  der  Anziehungskraft  des  in  seinem  Schwer- 
punkt vereinigten  KOrpers  näher,  als  wenn  8  in  irgend  einer  andern  durch  G 
gehenden  Geraden  liegt. 

Man  zeige  auch,  dass  das  Trägheitsmoment  für  G^P  dem  Mittel  aus  den 
Trägheitsmomenten  f&r  alle  durch  G  gehende  Geraden  gleich  ist. 

Wenn  zwei  der  Hauptträgheitsmomente  gleich  sind,  zu  beweisen,  dass  GP 

mit  der  Axe  des  ungleichen  Momentes  den  Winkel  arc  cos  ( l/j/s)  macht.  Im  Fall 
der  Erde  hat  diese  Linie  die  Breite  64^46'. 

§  617.  Andere  Ancieknilgsgesetce.  Beisp.  2.  Wenn  die  Anziehungskraft  irgend 
eine  andere  Function  der  Entfernung,  —  9(9)  ist,  statt  dem  reciproken  Quadrat  pro- 
portional zu  sein,  so  wird  das  Potential  eines  Körpers  für  einen  äusseren  Punkt  8 
durch  Ztntp^(PS)  dargestellt,  worin  q>{Q)  der  Differentialquotient  von  tpi(fi)  ist. 
Yerföhrt  man  jetzt  ebenso,  wie  in  §  613,  so  wird 

r_«,<.)+,-«)^t±|±5-|A(sfeV, 

worin  Ä^  B,  C  und  I  dieselbe  Bedeutung,  wie  zuvor,  haben. 

Sind  (x\  y\  ^)  die  Coordinaten  von  8  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  für  (7, 
so  ist  das  Moment  der  Anziehung  von  8  um  die  2/- Axe 

§  518.  Die  Kräftefu/nctian  zu  finden,  welche  die  Folge  der  An- 
ziehung eines  entfernten  Körpers  durch  irgend  einen  Körper  ist. 

Oj  G'  seien  die  Schwerpunkte  der  beiden  Korper  und  GG'  =  B. 
Ä,  B,  C'j  Ä',  B\  C  seien  die  Haupttnlgheitsmomente  der  beiden  Körper 
für  G  bez.  G';  I,  T  die  Trägheitsmomente  för  ÖG'  und  Jf,  M'  die 
Massen  der  beiden  Korper. 

m'  sei  irgend  ein  Element  des  Korpers  M\  das  in  dem  Punkt  S 
liegt,  und  G8  =  q.    Das  Potential  des  Körpers  j9f  fOr  m'  ist 

worin  J^  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  Jlf  für  (tjS  bedeutet.  Man 
hat  nun  diesen  Ausdruck  für  alle  Werthe  von  m'  zu  summiren.  Man 
erhält 

Das  erste  GUed  ergibt  auf  dieselbe  Art  wie  früher 

MM'    ,    T^^A'+B'+C'—&r 
-T"  +  -*^ 2S^ 

Was  das  zweite  Glied  angeht,  so  seien  x',  y\  z'  die  Coordinaten 
von  m'  in  Bezug  auf  G'  als  Goordinatenanfang.    Alsdann  ist 

f  =  iJ (1  +  w  +  den  Quadraten  von  x\  y\  zj , 

Jj^  «=  J(l  -|-  «^'  +  ßy'  ■+"  y^'  +  ^^^  Quadraten), 
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worin  a^  ß^  y  Gonstanten  sind.  Substituirfc  man  und  bedenkt;  dass 
J^m'x  =  0,  Hm'y'  =  0,  Hinz'  =  0  ist,  so  erhält  man 

■j^,    A'\-B'\'C — ^^  [-%    i_  Gliedern,  die  von  den  Quadraten  1 
2JB»  l      '  von  x\  y\  z'  abhänge         J  ' 

Die  gesuchte  Eraftefimction  ist  daher 

^       MW    .    ^A'+B'+C'-HF    ,    ^,A  +  B  +  C^BI 
^=-W  +  ^ 2E^ +  ^  2Ä* 

Der  bei  der  Verwendung  «dieses  Ausdruckes  begangene  Fehler  ist 
von  der  Ordnung  (IV/B^^^Vy  worin  l,  V  beliebige  lineare  Dimensionen 
des  einen  bez.  des  anderen  Körpers  sind. 

§  519.  Das  Moment  der  Sonnenanriehung.  J)as  Moment  der  An- 
ziehmg  der  Sonne  oder  des  Mondes  wm  eine  der  Hauptaxen  der  Erde 
für  ihren  Schwerpunkt  zu  finden. 

Die  Hauptaxen  der  Erde  fär  ihren  Schwerpunkt  seien  die  Bezugs- 
axen,  a,  ß^  y  die  Richtungswinkel  des  Schwerpunktes  G'  der  Sonne. 
Bezeichnet  alsdann  Y  das  Potential  der  Sonne  oder  des  Mondes  für 
die  Erde,  so  ist 

worin  sich  die  nicht  accentuirten  Buchstaben  auf  die  Erde  und  die 
accentuirten  auf  die  Sonne  oder  den  Mond  beziehen.  Bedeutet  0  den 
Winkel^  welchen  die  durch  die  Sonne  und  die  y-Axe  gelegte  Ebene 
mit  der  a;y-Ebene  macht^  so  ist  dV/dO  das  gesuchte  Moment  in  der 
Richtung,  in  welcher  man  den  Körper  drehen  muss,  um  0  zu  ver- 
grossem.  Aus  dem  obigen  Ausdruck  erhält  man,  da  6  nur  in  I  vor- 
kommt, 

dV i  :^'  ^ 

de~       ^  B*  de' 

Nun  ist  J  =  J.  cos*  a  +  JB  cos*  /J  +  C  cos*  y  und,  wie  aus  der 
sphärischen  Trigonometrie  bekannt  ist, 

cos  y  =  sin  ß  sin  0,    cos  a  =  sin  /3  cos  0 ; 
daher 

^  =  —  2  (^  —  C)  sin*  /J  sin  e  cos  ö, 

und  das  gesuchte  Moment  1  q  3f'  .^        .v 

®j.         .  }  =  —  3-^i(C  —  -4.)  cos  a  cos  y. 

um  die  y-Axe  J  B^  ^  ^  ^ 

In  diesem  Ausdruck  wird  die  Masse  des  anziehenden  Körpers 
durch  astronomische  Einheiten  gemessen.  Diese  Einheit  lässt  sich  auf 
folgende  Art  eliminiren.  n'  sei  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit 
der  Sonne  um  die  Erde,  Bq  ihr  mittlerer  Abstand,  also,  wenn  M  die 
Masse  der  Erde  ist,  (Jf '  +  M)/B^  =  n'\  M  ist  nun  im  Vergleich 
mit  M  so  klein,  das  MjM'  von  derselben  Ordnung  ist,  wie  die  bereits 
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yemachlassigten  Glieder.  Man  kann  mithin  hier  M'JR^  «=  n'^  setzen 
und  erhält 

das  Moment  der  Anziehung  1  ^   '^  /n       a\  l^^Y 

,      Q  ,.         .     6 }  =  —  3n  M  C  —  ^)  cos  a  cos  y  \-^) . 

der  oonne  um  die  y-Axe   I  ^  ^  '  \m/ 

n"  sei  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  um  die  Erde; 
dann  ist^  wenn  M"  die  Masse  des  Mondes  bedeutet  und  B^  den  mitt- 
leren Abstand,  (Jlf"+  M)/B^^=^  n"^  und  wenn  v  das  Verhältniss  der 
Masse  der  Erde  zu  der  des  Mondes  bezeichnet,  ilf"(l +  i/)/JRi,'*  =  n"', 
mithin,  unter  jB'  den  Abstand  des  Mondes  verstanden, 

das  Moment  der  Anziehungl Sn'"'  .p jv  /J^o'\^ 

des  Mondes  um  die  y-Axe  j  i+v^  ^  '^  \R' )  ' 

Auf  dieselbe  Art  werden  die  Momente  um  die  anderen  Axen  er- 
mittelt.   Setzt  man  x  für  den  Coefficienten,  so  wird 

das  Moment  um  die  a;-Axe  =  —  3«(jB  —  C)eos  ß  cos  y 
das  Moment  um  die  ^er-Axe  =  —  Sx(Ä  —  E)  cos  a  cos  ß. 

%  620.  B«i8pi«l«.  Beisp.  1.  Die  Eräftefunction  der  Eraftwirkiuig  zwischen 
einem  Körper  von  beliebiger  Gestalt  und  einem  gleichförmigen  Ring,  welcher  die 
Form  eines  Kreises  hat,  dessen  Centram  in  dem  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt  und 
dessen  Masse  mit  M'  bezeichnet  wird,  ist 

_-      MM'  A  +  B  +  G--SJ, 

worin  /  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  fOr  eine  durch  seinen  Schwerpunkt 
senkrecht  zur  Ebene  des  Ringes  gehende  Aze  ist  und  ^  B,  C7  die  Hauptträg- 
heitamomente  für  den  Schwerpunkt  bedeuten. 

Daraus  weise  man  nach,  dass  der  Ring  des  Saturn,  wenn  man  ihn  als  gleich* 
förmig  voraussetzt,  dieselben  Momente,  mit  denen  er  den  Saturn  um  seinen 
Schwerpunkt  dreht,  wie  seine  ganze  halbe  Masse  hat,  wenn  man  sie  in  einem 
Massenpunkt  vereinigt  und  auf  die  Axe  des  Ringes  in  dem  nämlichen  Abstand 
vom  Saturn  legt;  dabei  muss  aber  der  Massenpunkt  den  Saturn  nicht  anziehen, 
sondern  abstossen. 

Beisp.  2.  Wenn  die  Erde  aus  concentrischen  sphäroidischen  Schichten  von 
kleinen  aber  verschiedenen  Ezcentricitäten  und  von  verschiedenen  Dichtigkeiten 
besteht,  zu  zeigen,  dass  sich  das  Verhältniss  von  C  zu  A  aus  der  Gleichung 


cCgdifl^i)  —  (C'-Äjß  dia") 


ergibt,  worin  e  die  Excentricität  und  q  die  Dichtigkeit  einer  Schicht  bedeutet, 
deren  Hauptaxe  a  ist;  dabei  ist  das  Quadrat  von  s  vernachlässigt  worden.  Es 
folgt  daraus,  dass  das  Verhältniss  von  G  za  A  von  dem  Dichtigkeitsgesetz  nicht 
abhängt,  wenn  b  constant  ist. 

Legt  man  das  Gesetz  f&r  die  Dichtigkeit  und  Excentricität  zu  Grunde, 
welches  gewöhnlich  fOr  die  Erde  angenommen  wird,  so  erhält  man  aus  der  obigen 
Formel  (C  —  ^)/0  =  0,00818598.    Siehe  Pratt's  Figure  of  the  Earth. 

Beisp.  8.  Ein  Körper,  der  sich  frei  um  eine  feste  durch  seinen  Schwerpunkt 
gehende  Gerade  drehen  kann  und  welchen  ein  entfernter  festliegender  Massenpunkt 
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anzieht,  befindet  sich  im  Gleichgewicht.  Man  zeige,  dass  die  Zeit  einer  kleinen 
Schwingung 

ist,  worin  die  feste  Gerade  die  y-Axe  ist,  die  a;y-Ebene  im  Gleichgewichtszustand 
durch  den  anziehenden  Massenpunkt  geht  und  £,  i]  die  Coordinaten  des  Massen- 
punktes bezeichnen.  A,  B,  C,  D,  E,  F  sind  femer  die  Tr&gheits-  und  Deviations- 
momente  des  Körpers  für  die  Azen.  Wenn  die  Gerade  nicht  durch  den  Schwer- 
punkt geht,  zu  zeigen,  dass  die  Zeit  q  proportional  ist. 


Die  Bewegung  der  Erde  um  ÜLren  Schwerpunkt. 

§  521.  Die  Bewegung  des  Pols  der  Erde  um  ihren  SehfverpunJd 
zu  ermitteln,  wenn  sie  durch  die  Anziehumg  der  Sonne  und  des  Mondes 
gestört  wird  und  wenn  angenommen  wirdy  die  Figur  der  Erde  sei  eine 
Umdrehungsfigur. 

Wir  wollen  die  Wirkung  eines  jeden  der  beiden  Körper  für  sich 
betrachten.  Yemaclilassigt  man  dann  Glieder^  die  von  dem  Quadrat 
der  störenden  Kraft  abhängen,  so  lasst  sich  durch  Addition  ihre  yer- 
einte  Wirkung  bestimmen. 

Die  Sonne  zieht  die  Theile  der  Erde^  welche  ihr  näher  liegen^ 
mit  einer  etwas  grösseren  Krafb  als  die  entfernteren  an  und  ruft  so 
ein  kleines  Paar  hervor^  welches  die  Erde  um  eine  Axe  zu  drehen 
suchty  die  in  der  Ebene  des  Aequators  liegt  und  auf  der  Linie  senkrecht 
steht;  welche  das  Gentrum  der  Erde  mit  dem  Gentrum  der  Sonne  ver- 
bindet. Die  Wirkung  dieses  Paares  ist  es^  die  wir  jetzt  zu  bestimmen 
haben.  Offenbar  erzeugt  es  kleine  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen^ 
die  zur  Axe  der  Figur  normal  sind.  Wir  werden  annehmen,  die 
Anfangsrotationsaxe  liege  der  Figurenaxe  so  nahe,  dass  wir  Winkel- 
geschwindigkeiten um  Axen  in  der  Ebene  des  Aequators  ab  klein  im 
Vergleich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Figurenaxe  ansehen 
können. 

Die  in  der  Erde  liegenden  Bezugsaxen  seien  GC  die  Axe  der 
Figur,  GÄ  und  GB^  die  sich  in  der  Erde  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
0^  um  GC  drehen.    Behalt  man  die  Bezeichnung  des  §  10  bei,  so  ist 

Die  Bewegungsgleichungen  sind  daher 


A  -j^  —  Cojöi  +  Äm^O^  =  M 


(!)• 
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Die  letzte  Gleichung  zeigt^  dass  (o^  constant  ist.  Wir  wollen 
diese  Gonstante  mit  n  bezeichnen. 

Die  Winkelgeschwindigkeiten  <d^  und  Oj  ergeben  sich  durch  Auf- 
lösung der  beiden  anderen  Gleichungen.  Die  Lösung  erhält  man  durch 
fortgesetzte  Annäherung^  indem  man  o^  und  cd^  als  klein  im  Vergleich 
mit  n  betrachtet. 

Zuerst  wollen  wir  die  Annahme  machen^  die  Bahn  des  störenden 
Körpers  liege  im  Raum  fest.  Diese  Annahme  stimmt  bei  der  Sonne  mit 
der  Wirklichkeit  nahezu  überein,  bei  dem  Mond  dagegen  weniger  ge- 
nau. Diese  Einschränkung  des  vorliegenden  Problems  vereinfacht  seine 
Lösung  sehr.  Man  kann  nun  als  Bezugsaxen  im  Baum  zwei  zueinander 
senkrechte  Gerade  GX,  6rFin  der  Ebene  der  Bahn  und  eine  dritte 
Axe  OZ  wählen,  die  normal  zu  dieser  Ebene  ist. 

§  522.  In  den  obigen  Bewegungsgleichimgen  können  wir  die 
Grösse  Ö3  beliebig  wählen.     Wir  wollen  die  Wahl  so  treflfen^),  dass 


die  Ebene,  in  welcher  die  Axen  GrC,  GA  liegen,  auch  GZ  enthält. 
Alsdann  ist  0^  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Ebene  ZGC  um  GC.    Die 


1)  Man  hätte  auch  sehr  passend  zu  Bezugsaxen  die  Figpirenaxe  GC  und 
die  sich  auf  der  Erde  bewegenden  Axen  GÄ\  GB'  nehmen  kOnnen,  -wobei  GB' 
die  Axe  des  resultirenden  Paares  ist,  welches  durch  die  Wirkung  des  störenden 
Körpers  auf  die  Erde  erzeugt  wird.  In  diesem  Fall  bewegt  sich  die  Ebene  GA' 
so,  dass  sie  stets  den  störenden  Körper  S  cnth9.lt;  0,  ist  alsdann  die  Winkel- 
geschwindigkeit Ton  CS  um  C  und  daher  eine  kleine  Grösse  von  der  Ordnung  n . 
Wir  können  daher  in  den  Gleichungen  (1)  die  kleinen  Glieder  a>,d,  und  co^O, 
vernachlässigen.    Die  Gleichungen  werden  dann 

ji-r-^+  Cnm^  =  0,     A  --rf  —  Cnm^  ==ilf  =  — 3x(C  —  -4)  cos  a  cos  y, 
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Geschwindigkeit  von  Ä  in  der  Richtung  AB  wird  daher  sowohl  durch 
dg  als  durch  sin  ZA  •  d^/dt  dargestellt,  worin  ^  den  Winkel  bezeichnet, 
welchen  die  Ebene  ZGC  mit  irgend  einer  festliegenden  Ebene  ZGX. 
bildet.  Setzt  man  sie  gleich,  wie  bei  der  Bildung  der  dritten  Euler- 
schen  geometrischen  Gleichung,  so  ist 

ö.  =  cose^ (2). 

Wenn  man  mit  ö,  wie  gewohnlich,  den  Winkel  ZG  bezeichnet, 
so  erhält  man  weiter  die  beiden  geometrischen  Gleichungen 

©,  =  — smö^,    coj  =  -5^ (3). 

Sie  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Figur,  lassen  sich  aber  auch 
aus  den  Euler'schen  geometrischen  Gleichungen  ableiten,  wenn  man 
in  ihnen  ^  =  0  setzt;  vergl.  Bd.  1. 

Die  Glieder  6^(o^  und  O^g}^  in  den  Differentialgleichungen  (1)  ent- 
halten die  Quadrate  der  gesuchten  kleinen  Grössen.  Da  sowohl 
dB/dt  als  d^f/dtj  wie  sich  zeigen  wird,  von  derselben  Ordnimg,  wie 
die  störenden  Momente  L  und  M  sind,  so  werden  im  Folgenden  diese 


worin   der   Werth   yon   M  sich   sofort   aus   §  619   ergibt   und   in    unserm   Fall 
a  :b  —  ^r  —  y  ist.    Eliminirt  man  a^ ,  so  folgt 


3 


d»a),    ,  (Cny  Cn  ^ 


Da  der  Winkelabstand  y  des  störenden  Körpers  von  dem  Pol  der  Erde  sich  sehr 
langsam  ändert,  so  ist  das  Glied  auf  der  rechten  Seite  nahezu  constant.  Wird 
diese  Annäherung  als  hinreichend  angesehen,  so  hat  man 

3x  C  —  A  .    „ 
aii=-r z= — sm2y,    o,  »0. 

Diese  Gleichungen  sind  in  der  That  nahezu  richtig,  wenn  man  das  periodische 
Glied  berücksichtigt  und  Toraussetzt,  dass  S  sich  langsam  bewegt.  Denn  setzt 
man  Jlf  ==  3fo  +  27P  sin  (pt-^-Q),  worin  p  klein  ist,  so  wird 

und   bei  Vernachlässigung  des  kleinen  Gliedes  p^  in  dem  Nenner,   wie   zuvor, 

M 
^i  —  CS" 

Die  Bewegung  der  Axe  C  im  Raum  ist  daher  nur  der  Winkelgeschwindig- 
keit 00^  um  die  Aze  A'  zu  yerdanken.  Da  die  Ebene  A'C  sich  so  bewegt,  dass 
sie  immer  den  störenden  Körper  S  enthält,  so  bewegt  sich  die  Figurenaxe  GG 
in  jedem  Augenblick  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  G  C  und  den  störenden  Körper 
enthält  (d.  h.  ö  bewegt  sich  immer  senkrecht  zu  SC,  yergl.  die  Figur  auf  S.  885) 

mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^r 7^ —  sinSy.    Zerlegt  man  die  letztere  in  der 

Richtung  von  ZC  und  senkrecht  zu  ZC,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (7)  im 
Text  ]eicht  ableiten  und  die  weitere  Entwickelung  kann  so,  wie  oben,  weiter- 
geführt werden. 
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beiden  Glieder  vernachlässigt.  Nur  für  den  Augenblick  wollen  wir  sie 
noch  beibehalten,  um  zu  zeigen,  wie  sie  die  stationäre  Bewegung  be- 
einflussen.    Die  Bewegungsgleichungen  nehmen  dann  die  Form  an 

_8md-5j^-2co8<?^^  +  ^^j  =  ^ 
^-8möcosd(^j+^8mö^  =  ^j 

§  523.  Es  sind  nun  die  Grössen  von  L  und  M  zu  ermitteln. 
8  möge  der  störende  Körper  sein  und  sich  in  der  Richtung  von  X 
nach  T  hin  bewegen.  Wie  es  in  der  Astronomie  in  der  Regel  zu 
geschehen  pflegt,  wollen  wir  annehmen ,  die  L'ange  l  von  S  werde  in 
der  Bewegungsrichtung  von  einer  festen  Linie  in  der  X  7- Ebene  aus 

gemessen,  sagen  wir,  von  der  X- Axe  aus.    Alsdann  ist  SN  =1  —  ^ 

'1  .  1         . 

und  BS  =  "o  «  —  (l  —  tli).  Femer  ist  ^  —  —  «  die  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens,  in  welchem  die  Ebene  der  Bahn  von  8  den 
Aequator  schneidet.  Wenn  8  die  Sonne  vorstellt,  so  heisst  dieser  Knoten 
der  Frühlingsnachtgleichenpunkt.     Nach  §  519  erhält  man 

L  =  —  Sx{B—  C)  cos  ß  cos  y  =  —  3x(Ä—C)  sin  SN  cos  SN  sin  0 

=  |x(C  — ^)sinesin2(i  — ^)     (5), 

M=  —  3x(C  —  Ä)  cos  cf  cos  y  =  —  3x  (C —  Ä)  cos*  SN  sin  0  cos  0 

-=  — |x(C  — ^)sinecose  {1  +cos2(?  — ^)}     (6). 

Diese  Werthe  von  L  imd  M  enthalten  die  beiden  kleinen  Multipli- 
catoren  x  und  (C?  —  Ä).  Sie  sind  nicht  die  vollständigen  Werthe  von 
L  und  j8f,  sondern  nur  die  Hauptglieder  (§  514).  Wir  wollen  also 
annehmen,  das  Quadrat  von  x{C  —  Ä)  sei  zu  vernachlässigen.  Der 
mittlere  Werth  von  x  ist  n'*,  unter  n'  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
störenden  Körpers  verstanden.    Das  Yerhältniss  n'/n  ist  sehr  klein;  es 

beträgt  etwa  ^  für  den  Mond  und  ^^  für  die  Sonne. 

Aus  §  519  sieht  man,  dass  x  den  Factor  {Bq/BY  enthalt.  Wird 
die  Excentricität  e'  der  Bahn  des  störenden  Körpers  nicht  vernach- 
lässigt, auch  dann  nicht,  wenn  sie  mit  n'^(C  —  Ä)  multiplicirt  ist,  so 
muss  man  für  B  und  auch  für  l  ihre  Werthe  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Bewegxmgen  in  (5)  und  (6)  substituiren.  Wie  bekannt, 
hat  der  Ausdruck  für  l  die  Gestalt 

i  =  »7+a'+2e'sin(n'^+«'— ©O  +  etc.     .     .     (7); 

für  den  reciproken  Werth  von  B  existirt  eine  ähnliche  Formel.  In 
diesen  Reihen  sind  die  Goefficienten  der  trigonometrischen  Glieder  und 
die  Coefflcienten  von  t  in  den  Argumenten  im  Vergleich  mit  n  sämmt- 
lieh  klein. 

26* 
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§  524.    Die  stationäre  Bewe^ng  oder  PrScession  zu  finden.   Man 

beachte ,  dass  die  Grossen  L  und  M  nur  ein  einziges  Glied  enthalten, 
welches  nicht  eine  explicite  Function  der  Länge  des  störenden  Körpers 
ist.    Die  stationäre  Bewegung  findet  man^  wenn  dieses  Glied  allein  bei- 

Q 

behalten  wird.  Man  erhält  daher  i  =  0,  M=  —  o" «  (C  —  J.)  sin  ö  cos  ö. 
Den  Differentialgleichungen  wird  genügt^  wenn  man 

Ö  =  a,     diff/dt  =  ft 
setzt,  worin  a  und  fi  zwei  Gonstante  sind^  welche  die  Gleichung 

sin  a  I J.  cos  ajt* —  (7wfi  —  ö"  ^^^  —  ^)  ^^  aj  =  0 

erfüllen.  Da  a  im  Fall  der  Erde  etwa  23^^  ist,  so  muss  der  quadratische 
Factor  Null  sein.    Da  n  nicht  klein  ist;  so  ergeben  sich  daraus  zwei 

Werthe  für  it,  Ton  denen  der  eine  — 77—  cos  a  sehr  nahe  kommt, 

während  der  andere  nahezu  -7  n  sec  a  ist. 

A. 

Wie  bei  dem  analogen  Fall  des  Kreisels  in  §  207  kann  jeder 
dieser  Werthe  von  ft  der  richtige  sein^  wenn  man  der  Erde  die 
entsprechenden  Anfangsbedingungen  gibt. 

Aus  dem  zweiten  Werth  von  fi  erhält  man^  nach  (3), 

(0^  =  —  {C/Ä)  ntga 

und  alsdann  kann  die  Botationsaxe  mit  der  Axe  der  Figur  nicht 
nahezu  zusammenfallen.  Die  Anfangsbedingungen  müssen  daher  derart 
gewesen  sein,  dass  ft  den  kleineren  Werth  annahm. 

Die  der  Wirklichkeit  entsprechende  stationäre  Bewegung  ist  daher 
eine  solche,  dass  der  Pol  C  der  Erde  einen  kleinen  Kreis  vom  Badius  a 
um  den  Pol  Z  der  Bahn  des  störenden  Körpers  mit  einer  rückwärts 

Sx  C >4 

schreitenden  Winkelgeschwindigkeit  gleich ^ —  cos  a  beschreibt. 

Man  bemerke:  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  n  der  Erde  um 
ihre  Axe  sehr  klein  oder  Null  wäre,  so  würden  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  für  ft  eine  andere  Gestalt  erhalten,  der  eben 
gefundene  Ausdruck  für  die  rückschreitende  Bewegung  des  Poles  der 
Erde  also  aufhören  auch  nur  annähernd  richtig  zu  sein. 

Man  beachte  femer:  wenn  der  Pol  des  Aequators  sehr  dicht  bei 
dem  Pol  der  Ecliptik  oder  nahezu  90^  Ton  ihm  entfernt  läge,  so  würde 
eine  andere  stationäre  Bewegung  eintreten.  Wie  es  bei  dem  schon 
oben  erwähnten  Kreisel  der  Fall  war,  würde  man  die  Schwingungen 
oder  Nutationen  um  diesen  Bewegungszustand  auf  andere  Art  analytisch 
zu  behandeln  haben. 

§  525.  Die  Notation  zu  finden.  Wir  haben  zunächst  nun  die 
Glieder  in  L  und  M  zu  betrachten,  welche  die  Länge  l  des  störenden 
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Körpers  explicite  enthalten.  Um  zugleich  die  Differentialgleichungen 
linear  zu  machen,  könnten  wir  ö  =  a  +  ö^,  d'^/dt  =  ft  +  d'^Jdt 
setzen,  wobei  die  Zusatzglieder  0^  und  dtlfjdt  so  klein  sind,  dass  man 
ihre  Quadrate  yemachlassigen  kann.  Di^e  Substitution  ist  jedoch  nicht 
nöthig;  denn,  nachdem  jetzt  festgestellt  ist,  dass  der  constante  Theil 
II  von  dif/dt  von  der  Ordnung  x  (C  —  Ä)  ist,  kaim  man  sofort  die 
Glieder  0^o^  und  Ö^m^  aus  den  Differentialgleichimgen  (1)  weglassen. 
Sie  nehmen  dann  die  lineare  Form  an 


A  -^  +  CnG}^  =  L 


(8). 


A  -TT  —  Gnto.  =  M 

dt  ^  ' 

Da  die  Bewegung  des  störenden  Körpers  im  Vergleich  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Axe  sehr  langsam  erfolgt, 
so  ist  l  und  daher  auch  L  und  M  nahezu  constant.  Sieht  man  dies 
als  ausreichende  Annäherimg  an,  so  erhält  man  sofort 

M  L 

Daraus  ergibt  sich  nach  (3),  (5)  und  (6) 

^8  =  d  i  =  2^  — C""  sin  a  sm  2  G  -  ^)  1 
r-i-  ==  -=J  =  — j,f—  COS  «  { 1  +  COS  2 (i  —  if)]\ 

Bin  a         dt  2n       C  *       '  \  ^z)  } 

§  526.  um  die  Bewegxmg  des  Poles  der  Erde  im  Baum  in  Bezug 
auf  den  Pol  der  Bahn  des  störenden  Körpers  als  Goordinatenanfang 
zu  finden,  integrire  man  die  Gleichungen  (9).  Setzt  man  für  l  seinen 
Näherungswerth  i  =  w'^  +  «',  so  wird 

0  =^  tt  —  ' — 7  —^ —  sin  cc  cos  2(1  —  ifi)  ] 

(12) 

3x   c—Ä         r        1  )  I    ^    ^' 

if  =  Constante  —  - — ?  — g —  cos  a  U  +  ■-  sin  2  (i  —  ^)  |  j 

In  diesen  Gleichungen  ist  l  —  rf;  -■\-  —  x  die  Länge  des  störenden 

Körpers,  von  dem  aufsteigenden  Knoten  der  Bahn  aus  gemessen. 
Letzterer  ist,  wenn  der  Körper  die  Sonne  ist,  wie  schon  bemerkt, 
der  Frühlingstagundnachtgleichenpunkt. 

Wenn  der  Anfang,  von  welchem  aus  l  und  ^  gemessen  wird, 
derart  ist,  dass  beide  zugleich  verschwinden,  so  ist  die  Integrations- 
constante  in  der  zweiten  Gleichung  Null. 

§  627.  Der  Grad  der  Annäherung  der  Gleichungen  (9)  läset  sich  auf  folgende 
Art  ermitteln.    Durch  Elimination  von  cd,  aus  den  Gleichungen  (8)  erhält  man 

d««!    ,   C*n«  1  dL      Cn  ,_ 
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Da  wir  die  Quadrate  von  %{G — A)  yemachlässigen,  so  können  wir,  bei  der 
Berechnung  des  Werthes  der  rechten  Seite  mittelst  der  Ausdrücke  (5)  und  (6),  Ö  =  a 
und  i/)  =  ^^-f~^  setzen.  Wir  wollen  annehmen,  man  fände  nach  Substitution  der 
Werthe  von  l  und  B  aus  (7) 

worin  der   constante  Theil  von  M  durch  X  =  0  gegeben   ist   und   alle   übrigen 
Werthe  von  X  klein  sind.    Löst  man  nun  auf,  so  wird 

FCn 


Da  F  sowohl  als  X  klein  sind,  so  kann  man  das  kleine  Glied  A'  im  Nenner  weg- 
lassen und  erhält 


und  ebenso 

L         A    dM 

Bei  dieser  Annäherung  haben  wir  die  Glieder  von  der  Ordnung  X*M  oder  l*L 
nicht  berücksichtigt.  Aus  (7)  ist  ersichtlich,  dass  es  äquivalent  damit  ist,  wenn 
man  die  Glieder  von  der  Ordnung  {n'/n)*M  oder  (n/n)*L  vernachlässigt. 

Aus  (5)  und  (6)  geht  hervor,  dass  die  Glieder  dL/dt  und  dM/dt  ausser 
dem  kleinen  Factor  %{C — ^)  einen  andern  kleinen  Factor  n'  enthalten,  den  die 
Differentiation  von  l  liefert.  Diese  Glieder  sind  daher  von  der  Ordnung  {n'/n)L 
oder  (n'/n)  M.  Da  die  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  (10)  und  (11) 
Nutationen  erzeugen,  die  sehr  klein  oder  nur  grade  noch  bemerkbar  sind,  so  ist 
es  nicht  nöthig,  die  zweiten  Glieder  zu  berücksichtigen.  Da  sie  dieselbe  all- 
gemeine Form  nämlich  P cos  22  und  Q  sin2{  haben,  wie  die  ersten,  so  erkennen 
wir,  dass  sie  bei  der  Integration  nur  durch  solche  kleine  Factoren  getheilt  werden, 
die  auch  das  erste  Glied  theilen  (siehe  §  837).  Lässt  man  dann  diese  Glieder  weg, 
so  erhält  man  dasselbe  Resultat  wie  in  (9). 

§  628.  Die  Integration  in  §  526  ist  nicht  ganz  einwurfsfrei.  Denn;  sub- 
stituirt  man  für  l  seinen  vollen  in  (7)  gegebenen  elliptischen  Werth,  so  nimmt 
jedes  der  beiden  Momente  L  und  M  die  Form  einer  B«ihe  von  Gliedern  wie 
l^cos(X<  -[-  /^  an,  worin  die  Werthe  von  X  klein  sind.  Nach  der  Integration  werden 
diese  Glieder  durch  den  Divisor  X  vergrössert  und  falls  vielleicht  ein  constantes 
Glied  vorkommt,  so  wird  es  nach  der  Integration  mit  t  multiplicirt. 

Durch  eine  geringe  von  Laplace  vorgeschlagene  Modification  dieser  Glei- 
chungen lässt  sich  die  Schwierigkeit  beseitigen.  Nimmt  man  für  l  seinen  aus  der 
Lehre  von  den  elliptischen  Bewegungen  bekannten  Werth,  so  erhält  man 

i?"  ^-  =  Constante. 
at 

Diese  Constante  ist  offenbar  B^^n  (1  —  e**p.  Substituirt  man  für  x  seinen  Werth 
aus  §  519  und  nimmt  l  zur  wndbhängigen  Varidbelen,  so  nehmen  die  Gleichungen 
(9)  die  Gestalt  an 

dg_PJBo8in2(?  — -»)       dife_  P^JRq  cos  2  (?—-») 

^^  J2(l_e'«)i      '      ^2  E(l  — e'«)* 

worin  P,  P'  und  Q  kleine  constante  Glieder  sind. 
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Aus  der  Gleichung  der  Ellipse  folgt  -^o  (^  ^  ^  ^  =  1  +  c'  cos  {l  —  X).    Sub- 

stituirt  man  diesen  Werih  von  Jf^,  so  lässt  sich  die  Integration  ohne  Schwierig- 
keit ausführen.  Es  ist  jedoch  klar,  dass  die  Combinationen  des  einen  Terms 
cos  (2  —  L)  mit  sin2(Z  —  tp)  und  cos  2  (2  —  il>)  nur  periodische  Glieder  erzeugen 
können.    Sie  haben  die  Form 

und  sind  nach  der  Integration  nur  durch  denselben  kleinen  Factor  W  theilbar, 
der  die  von  e'  unabhängigen  Glieder  theilt. 

Da  e'  klein  ist,  so  behalten  die  Glieder,  welche  von  der  Excentricität  der 
Bahn  des  störenden  Körpers  abhängen,  ihre  yerhSltnissmässige  Bedeutungslosig- 
keit im  Vergleich  mit  den  Hauptgliedem  in  den  Gleichungen  (12)  immer  bei. 

In  Gould's  Astronomical  Journal,  Bd.  13,  i893  wird  eine  Berechnung  von 
Prof.  G.  W.  Hill  mitgetheilt,  welche  nicht  nur  die  elliptischen  Werthe  der  Mond- 
coordinaten  enthält,  sondern  auch  solche  Ungleichheiten  in  der  Theorie  des 
Mondes  bis  zur  siebenten  Ordnung  einschliesslich,  welche  eine  nennenswerthe 
Wirkung  hervorbringen  können.  Schon  firüher  hatte  Prof.  Stone  eine  ähnliche 
Berechnung  veröffentlicht,  in  welcher  Glieder  von  der  dritten  Ordnung  ein- 
geschlossen sind;  siehe  die  Monthly  Notices  of  the  Astronomical  Society,  Bd.  28, 
1868  und  58,  1898. 

§  529.  Wir  wollen  nun  die  geometrische  Bedeutung  der  Glei- 
chungen (12)  untersuchen.  Der  Kürze  halber  setzen  wir  S  ==  n — ?  -^ —  9 
so  dass  also  nach  §  519  entweder 

a        ZC—An'        ,  a        S  C -- Ä  n"      1 

S  =  ~  — oder     S  =  -7r 


2       C      n  2      C       n    1+v 

ist^  je  nachdem  die  Sonne  oder  der  Mond  der  störende  Körper  ist, 
wobei  die  Bahn  des  störenden  Körpers  in  beiden  Fällen  als  kreis- 
förmig angesehen  wird. 

Betrachten  wir  zuerst  das  Glied  —  5  cos  02  in  dem  Ausdruck  für 
if.  Ein  Punkt  Cq  beschreibe  um  den  Pol  Z  der  Bahn  des  störenden 
Planeten  einen  kleinen  Kreis  und  der  Abstand  CZ  sei  constant  und 
dem  mittleren  Werth  von  0  gleich.  Die  Geschwindigkeit  sei  gleich- 
formig  und  gleich  8n'  cos  d  sin  d  und  die  Bewegimgsrichtung  der  des 
störenden  Körpers  entgegengeseUft.  Cq  stellt  dann  die  Bewegung  des 
Erdpoles  dar^  soweit  es  dieses  Glied  betrifft.  Diese  gleichförmige  Be- 
wegung heisst  die  Präcession. 

Zunächst  betrachten  wir  dann  die  beiden  Glieder 

de  =  i  S  sin  Ö  cos  21,    dt  =  ^  S  co8  0  sin  21. 
Setzt  man  x  ==  sin  öd^,  y  =  80,  so  wird 

^"  4. yl =  1 


(I  S  cos  e  sin  ef       (i  8  sin  ö) 
welches  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist. 
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Wir  beschreiben  nun  um  Cq  als  Mittelpunkt  eine  Ellipse^  deren 

Halbaxen  —  S  cos  d  sin  d  und  -5-  S  sin  ö  senkrecht  zu  ZC  sind  bez.  die 

Richtung  von  ZC  haben^  und  ein  Punkt  G^  durchlaufe  diese  Ellipse 
in  einer  Periode,  welche  der  Hälfte  der  Periode  des  störenden  Körpers 
gleich  kommt.  Die  Geschwindigkeit  yon  C^  sei  femer  dieselbe,  wie 
die  eines  materiellen  Punktes,  der  von  einer  centralen  im  Mittel- 
punkt liegenden  und  wie  der  Abstand  yariirenden  Kraft  angezogen 
wird.  Alsdann  stellt  die  Bewegung  von  C^  die  des  Erdpoles  dar,  wenn 
sowohl  die  Präcession  als  die  H^upttheile  der  Nutation  auf  ihn  ein- 
wirken. 

Wünscht  man  in  unsere  Näherungswerthe  für  6  und  ^  ein  kleines 
Glied  höherer  Ordnung  einzuschliessen,  so  kann  man  seine  Wirkung 
durch  die  Bewegung  eines  Punktes  C^  darstellen,  der  eine  andere 
kleine  Ellipse  beschreibt,  die  C^  zum  Centrum  hat.  Auf  ähnliche  Art, 
indem  man  successiye  Ellipsen  zieht,  lassen  sich  alle  Glieder  yon  d 
und  ^  darstellen. 

§  530.  Nnmerische  Resultate.  Die  yorstehenden  Untersuchungen 
sind  selbstverständlich  nur  Annäherungen.  Zuerst  wurden  in  den 
Differentialgleichungen  die  Quadrate  der  Verhältnisse  von  cd^  imd  a^ 
zu  n  yemachlässigt  und  später  periodische  Glieder,  die  der  {n'/nf^  Theil 
der  beibehaltenen  sind.  Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (12)  ist  ersicht- 
lich, dass  die  zweite  Gruppe  von  weggelassenen  Gliedern  viel  grösser 
als   die   erste   ist  und  doch  sind  diese  Glieder,  wenn  die  Sonne  der 

störende  Körper  ist,  nur  etwa  der—  ste  Theil  der  beibehaltenen  und,  wenn 

es  der  Mond  ist,  nur  der  —  ste  Theil  von  Gliedern,  die  selbst  un- 
bemerkbar sind. 

Wir  haben  auch  die  Erde  als  ümdrehungskörper  angesehen  und 
demnach  A  —  B  gleich  Null  gesetzt,  eine  Annahme,  die  nicht  genau 
richtig  sein  kaim. 

§  531.    In  dem  Fall  der  Sonne  ist  5=  ~  -^ ,  die  Präcession 

3    Q ^    ^' 

in  einem  Jahr  daher  ^r  — ^ cos  ö  •  2ä.  Wie  aus  der  Lehre  von  der 

Gestalt  der  Erde  bekannt  ist,  hat  man  Grund  anzunehmen,  der  Werth 

von  ((7  —  Ä)/C  liege  zwischen  0,0031  und  0,0033.    Femer  ist  n/n  =  ^ 

und  e  =  23^8'.  Daraus  erhält  man  eine  jährliche  Präcession  von 
etwa  15  ",42.  Aehnlich  ergeben  sich  die  Coefficienten  der  Solar- 
nutation  in  ^  und  6  gleich  1",23  bez.  0",53.  Nimmt  man  an,  die 
Mondbahn  liege  fest,  so  findet  man  ähnlich  auch  die  von  dem  Mond 
in  Bezug  auf  den  Pol  der  Mondbahn  erzeugte  Bewegung.    In  diesem 

Fall   ist  S  =  ~  — 7= -T—. —     Der  Werth  von   6   variirt  zwischen 

2       C        n    1  + » 
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den  Grenzen  23®  +  5°.    Setzt  man  n"/n  =  ^ ,  i/  =  80,  ö  =  23®,  so 

erhält  man  eine  Präcession  in  einem  Jahr,  die  etwas  mehr  als  das 
Doppelte  der  von  der  Sonne  herrührenden  beträgt.  Die  Coefficienten 
der  Nutationen  sind  dagegen  etwa  ein  Sechstel  der  von  der  Sonne 
erzeugten. 

§  532.  Die  Complementärfiinctionen.  In  der  bisherigen  Losung 
haben  wir  die  Gomplementärfunctionen  noch  nicht  in  Betracht  gezogen. 
Wenn  man  von  allen  störenden  Kräften  absieht  und  die  Erde  be- 
trachtet, als  wäre  sie  einfach  in  Rotation  gesetzt  und  sich  selbst  über- 
lassen worden,  so  nehmen  die  Gleichungen  in  §  525  die  Form  an 

-4cd/  +  CwcDj  =  0 ,    A(o^' —  Cw©!  =  0 . 

Man  findet  leicht 

öj  =  J3"sin(g^  +  -^j    02  =  —  ji?cos(g'^  +  Z"), 

worin  q  =  Cn/A  ist  und  H,  K  zwei  willkürliche  Constanten  bedeuten. 
Diese  Glieder  würden,  wenn  sie  von  merkbarer  Grösse  sind,  die  Wirkung 
haben,  eine  kleine  Schwingung  der  Erdaxe  hervorzubringen.  Diese 
Schwifigung  wird  manchmai  die  Euler' sehe  Nutation  genannt 

Da  die  Anfangswerthe  von  Oj^  und  (o^  unbekannt  sind,  so  muss 
die  Grösse  von  H  durch  Beobachtung  der  in  der  Lage  des  Erdpoles 
hervorgebrachten  Aenderungen  bestimmt  werden.  Weil  nun  die  Breiten 
der  Orte  auf  der  Erde  nahezu  constant  sind,  so  ist  der  Schluss  gerecht- 
fertigt, dass  die  Grösse  von  H  nahezu  unmerkbar  ist. 

§  533.  Die  Wirkung  dieser  Oomplementärfunctionen  auf  die  Bewegung  des 
Erdpoles  wurde  bereits  in  den  §§  180 — 182  untersucht.  Es  seien  i  und  y  die 
Neigungen  der  Momentanaxe  Gl  und  der  invariablen  Linie  GL  gegen  die  Axe 
der  Figur  G  C.  Es  ist  dann  tg  »  =»  H/n  und  tg  y  «=  tg  » •  A/c.  Im  Fall  der  Erde 
sind  Ä  und  C  nahezu  gleich  und  1  —  Ä/c  liegt  nach  verschiedenen  Schätzungen 
zwischen  0,0031  und  0,0033.    Es  unterscheiden  sich  daher  y  und  i  höchstens  um 

den  öÄJ ^^  Theil  eines  jeden  und  müssen  daher  als  nahezu  gleich  angesehen  werden. 

Wie  in  dem  eben  angezogenen  Paragraphen  erklärt  wurde,  beschreibt  die 
Momentanaxe  Gl  im  Raum  einen  graden  Kegel,  dessen  Axe  GL  ist  und  dessen 
sphärischer  Radius  i  —  y  gleich  kommt ,  wobei  die  Zeit  einer  vollständigen  Um- 
drehung einem  Stementag  nahezu  gleich  ist.  Die  Momentanaxe  liegt  daher  nahezu 
im  Baum  fest  und  fällt  mit  GL  zusammen. 

Die  Momentanaxe  und  die  invariable  Linie  beschreiben  in  dem  Eöiper  grade 
Kegel,  deren  gemeinschaftliche  Axe  die  Figurenaxe  ist,  und  die  Zeit  einer  Um- 
drehung beträgt  den  [sin  y/sin  (t  —  y)]**'°  Theil  eines  Tages.  Die  Periode  ist 
daher  306  bis  315  Tage  je  nach  dem  Werth,  den  man  für  A/c  genommen  hat. 
Sie  wird  oft  die  Euler'sche  zehnmonatliche  Periode  genannt, 

§  534.  Die  gewöhnliche  Art,  auf  welche  die  Breite  eines  Ortes  P  ermittelt 
wird,  hängt  von  Beobachtungen  ab,  die  an  einem  Stern  in  dem  Zwischenraum 
von  einem  halben  Tag  gemacht  werden.  Die  gefundene  Breite  ist  daher  der 
Winkel  zwischen  GP  und  der  invariablen  Linie.    Da  die  invariable  Linie  sich  in 
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dem  Körper  um  die  Figurenaxe  dreht,  so  würde  die  Breite  eine  zehnmonat- 
liche Periode  haben,  deren  Grösse  H  ist.  um  die  möglichen  Aenderungen  in  der 
Breite  zu  entdecken,  hat  man  besondere  Methoden  benutzt,  die  jedoch  hier  nicht 
beschrieben  werden  können. 

Eine  Reihe  von  Beobachtungen,  die  in  Berlin  in  den  Jahren  1884 — 86  ge- 
macht wurden,  um  den  CoefQcienten  der  Abweichung  zu  bestimmen,  fahrte  zu 
dem  Resultat,  dass  die  Breite  in  einem  Jahr  um  0",2  abgenommen  hatte.  Später 
zu  Berlin,  Potsdam  und  Prag  1889 — 90  angestellte  Beobachtungen  zeigten,  dass 
kleine  periodische  Aenderungen  in  der  Breite  vorkommen,  die  eine  halbe  Secunde 
betragen.  Da  die  Aenderungen  an  den  drei  Orten  dasselbe  Vorzeichen  haben 
und  nahezu  demselben  Gesetz  folgen,  so  können  sie  unmöglich  die  Folge  rein 
örtlicher  Ursachen  sein.  Sie  scheinen  eine  jährliche  Ungleichheit  anzuzeigen.  In 
Nr.  8065  der  Astr.  Nachr.  wird  mitgetheilt,  dass  die  Beobachtungen  im  Jahr  1891 
fortgesetzt  wurden  und  die  früheren  Resultate  bestätigten.  Die  Breite  eines  Ortes 
kann  man  bei  Benutzung  der  besten  Instrumente  und  der  grössten  Sorgfalt  bis 
auf  eine  zehntel  Secunde  genau  bestimmen.  Dieses  entspricht  etwa  2  y,  bis  3  Metern 
auf  der  Oberfläche  der  Erde;  es  lässt  sich  also  eine  Aenderung  der  Stellung  des 
Instrumentes  in  demselben  Zimmer  entdecken  (Flammarion,  Astronomie ^  April 
1891).  Bei  einer  solchen  Genauigkeit  lässt  sich  erwarten,  dass  in  nicht  allzulanger 
Zeit  die  Unsicherheiten,  die  in  dem  vorliegenden  Problem  noch  bestehen,  beseitigt 
sein  werden.  In  einer  Vorlesung,  die  Prof.  Förster  in  der  Geographischen  Ge- 
sellschaft zu  Berlin  1891  hielt,  gab  er  an,  dass  gleichzeitige  Beobachtungen  in 
Berlin  und  Honolulu  für  die  Dauer  eines  Jahres  zu  diesem  Zweck  gemacht  werden 
sollten. 

Da  beide  Orte  nahezu  auf  entgegengesetzten  Meridianen  liegen,  so  müssten 
ihre  Breiten  sich  um  gleiche  aber  entgegengesetzte  Grössen  ändern,  wenn  die 
Aenderungen  durch  Bewegungen  der  Momentanaze  verursacht  werden.  Die 
Beobachtungen  zu  Honolulu  ergeben  denn  auch,  dass  die  Bewegungen  der 
Momentanaxe  g^oss  genug  sind,  um  merkliche  Aenderungen  in  der  Breite  dieses 
Ortes  in  der  erwarteten  Richtung  hervorzubringen. 

§  535.  Einen  grossen  Schritt  vorwärts  in  der  Erklärung  dieser  bemerkens- 
werthen  Breitenänderungen  hat  Dr.  Chandler  gemacht.  Seine  Resultate  findet 
man  in  Gould's  Ästronomicdl  Jowmal  aus  den  Jahren  1891 — 92.  Er  fand,  indem 
er  nur  die  Resultate  der  Beobachtung  benutzte  und  jede  dynamische  Theorie  bei 
Seite  liess,  dass  die  Vei^nderungen  in  der  Breite  sich  durch  zwei  oscillatorische 
Glieder  darstellen  lassen,  deren  Perioden  427  Tage  respective  ein  Jahr  sind.  Die 
Periode  des  ersten  Gliedes  steht  in  directem  Widerspruch  mit  der  Eule  raschen, 
da  sie  statt  zehn  vierzehn  Monate  beträgt.  Dieser  Widerspruch  scheint  auf  den 
ersten  Blick  die  Chandler'sche  Periode  unwahrscheinlich  zu  machen.  Prof.  New- 
comb  hat  aber  darauf  hingewiesen,  dass  die  Euler *sche  Periode  auf  der  Hypo- 
these beruht,  dass  die  Erde  ein  absolut  starrer  Körper  sei.  In  einer  Abhandlung 
on  the  Dynamics  of  the  earth'a  rotation,  die  in  den  MonMy  NoHces  of  the 
Ästronomical  Society^  März,  1892  veröffentlicht  wurde,  fuhrt  er  aus,  dass  die  all- 
gemeine Wirkimg  der  Elasticität  der  Erde  darin  besteht,  die  Euler 'sehe  Periode 
zu  verlängern*). 


1)  Kurz  gefasst,  ist  das  Verfahren  Newcomb's  wie  folgt.  Die  Centrifugal- 
kräfte  in  Folge  der  Rotation  um  Gl  verursachen  eine  kleine  Deformation  der 
Erde  derart,  dass  die  Figurenaxe  eine  Lage  GC  zwischen  GG  und  Gl  ein- 
zunehmen sucht.  Da  I  sich  in  dem  Körper  sehr  langsam  bewegt,  so  hat  die 
Figurenaxe  Zeit  genug,  in  die  Lage  GC  zu  kommen,  ehe  Gl  sich  merkbar  be- 
wegt hat.  Wir  betrachten  daher  die  Erde  in  jedem  Augenblick  als  einen  starren 
Körper,   dessen   thatsächliche   Figurenaxe  GC  ist.    Die  Winkelgeschwindigkeit 
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Die  Amplitude  des  Ghandler^schen  Gliedes  ist  etwa  0'',12,  während  das- 
jenige mit  der  jährlichen  Periode  nicht  constant  ist,  sondern  langsam  von  0'',04 
bis  0",02  varürte.  Dr.  Chan  dl  er  bemerkt,  dass  um  das  Jahr  1884  der  Ti^- 
heitspol  und  der  Pol  der  Momentanaxe,  auf  der  Erdoberfläche  gemessen,  etwa 
9  Meter  voneinander  abstanden.  Das  Glied  mit  der  jährlichen  Periode  ist  ge- 
wöhnlich den  jährlichen  meteorologischen  Veränderungen  auf  der  Erde  zugeschrieben 
worden. 

Das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Perioden  der  beiden  Glieder 
ist  sieben  Jahre;  Aenderungen  der  Breite  wiederholen  sich  also  in  diesem 
Zeitraum. 

Wenn  femer  die  beiden  Schwingungen  zusammengesetzt  werden,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Aenderung  der  Breite  nicht  gleichförmig.  Zu  der  einen  Zeit 
nehmen  die  Grössen  der  zwei  Schwingungen  beide  zu  und  ihre  Aenderungs- 
geschwindigkeiten  sind  zu  addiren,  ein  ander  Mal  sind  sie  zu  subtrahiren;  siehe 
§  89  über  die  Uebertragung  der  Schwingungen.  Daraus  folgt,  wie  Prof.  Förster 
bemerkt,  dass  eine  Reihe  von  Beobachtungen  für  den  Nachweis  der  Aenderung  in 
der  Breite  günstig  sein  kann,  während  eine  andere  zu  verschiedener  Zeit  vorgenom- 
mene vielleicht  nur  schwache  Spuren  von  Aenderungen  zeigt. 

In  Verbindung  mit  dieser  doppelten  Schwingung  ist  das  Problem  von 
Helmert  am  Ende  des  §  24  von  Interesse.  Man  beachte  auch,  dass  die  Ver- 
rückung der  Momentanaxe  durch  die  nahe  Uebereinstimmung  der  Periode  der 
Euler 'sehen  Nutation  mit  der  Periode  der  meteorologischen  Störung  vergrössert 
werden  kann. 

§  636.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Complementärfunctionen  durch  die 
Euler'sche  Nutation  nicht  genau  dargestellt  werden.  Nimmt  man  nur  die  Kräfte, 
welche  die  Präcession  verursachen,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  nach  §  622 

—  ^  sin  6^''  —  2Ä  cos  öö'i/;'  +  Cnd^  =  0, 

ÄS"  —  Ä  sind  cos  e  if)'^  -f-  Cn  sin  öl/»'  =  —  -I  x(C  —  Ä)  sin  6  cos  ö, 

worin  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  bezeichnen.  Da  die  Präcession 
dadurch  bestimmt  wird,  dass  man  O^^a  und  ^ij/  =  y,  setzt,  so  substituiren  wir 
0  =  a-\-x  und  i/>  =  ft<-f-y,  um  die  Nutationen  zu  erhalten.  Auf  der  rechten 
Seite  treten  offenbar  Glieder  auf,  welche  die  erste  Potenz  von  x  enthalten  und 
obgleich  sie  kleine  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  so  müssen  sie  doch 
aus  dem  in  §  356  angegebenen  Grund  untersucht  werden.  Ebenso  wie  in  der 
Theorie  des  Mondes  die  Glieder  von  der  Form  CO  —  a,  modificiren  sie  die  erste 
Annäherung,  §  359. 

Führt  man  diese  Substitutionen  aus,  so  ergibt  sich,  dass  eine  Wirkung  dieser 
Glieder  darin  besteht,  die  Euler 'sehe  Periode  zu  ändern.  Ist  2^/g^  die  geänderte 
Periode,  so  hat  man 

Cn  .   C  —  Ä  3%  /      ,  i.,\ 

äi  ■=  IT + -c-  IT  r" « -  T""'' «)• 

Der  Werth  von  g^  ist  nur  sehr  wenig  von  dem  durch  g  in  §  630  definirten 
verschieden.  Da  die  Euler'sche  Periode  noch  nicht  so  genau  bekannt  ist,  dass 
dieser  Unterschied  von  Bedeutung  sein  könnte  (§  632),  so  ist  es  nicht  nöthig,  die 
Wirkungen  dieser  kleinen  Glieder  eingehend  zu  besprechen. 


und  Periode  von  Gl  um  GC  sind  durch  die  Euler'sche  Eegel  gegeben;  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  G  C7,  die  mittlere  Lage  von  G  C\  erhält  man  demnach, 
indem  man  die  um  GC  in.  dem  Verhältniss  des  Bogens  CI  zu  dem  Bogen  C'I 
verringert.  Die  Periode  von  Gl  um  GC  ist  in  dem  umgekehrten  Verhältniss 
länger  als  die  um  GC\ 
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§  637.  Beispiele.  Beisp.  1.  Die  Präcessioii  der  Erde  ist  die  n&mliche,  ob 
sie  nun  als  homogene  von  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzte  Schale  und  ihr  In- 
neres leer  oder  als  durchaus  massiv  gedacht  wird. 

Beisp.  2.  Wenn  die  Erde  eine  homogene  Schale  wäre,  die  nach  aussen 
durch  ein  Sphäroid  und  nach  innen  durch  eine  concentrische  Kugelfläche  begrenzt 
wird,  und  deren  Inneres  mit  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  von  derselben  Dichtig- 
keit, wie  die  Erde  gefüllt  ist,  zu  zeigen,  dass  die  Fräcession  grösser  sein  vrürde, 
als  wenn  die  Erde  durchaus  massiv  wäre. 

(a,  hy  c)  seien  die  Halbazen  des  Sphäroids,  r  der  Radius  der  Kugel.  Da  nun 
nach  §  629  die  Fräcession  wie  (C — ■4)/C  variirt,  so  wird  sie  in  dem  Verhältniss 
von  a*c:a*c — r*  vergrössert. 

Beisp.  8.  Wenn  die  Sonne  doppelt  so  weit  von  der  Erde  entfernt  wäre,  wie 
sie  jetzt  ist,  zu  zeigen,  dass  die  Solarpräcession  sich  für  die  Zeiteinheit  auf  ein 
Achtel  ihres  jetzigen  Werthes,  für  das  Jahr  dagegen  auf  etwa  ein  Drittel  dieses 
Werthes  reduciren  würde. 

Beisp.  4.  An  einem  Körper,  der  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  greifen 
Kräfte  an,  die  eine  Rotation  um  eine  zur  Momentanaze  rechtwinklige  Axe  hervor- 
zubringen  suchen;  man  zeige,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  nur  dann  gleich- 
förmig sein  kann,  wenn  das  TrägheitseUipsoid  für  den  festen  Punkt  ein  Sphäroid  ist. 

Die  Axe,  um  welche  die  Kräfte  eine  Rotation  hervorzubringen  suchen,  ist 
diejenige,  um  welche  der  Körper  sich  zu  drehen  anfangen  würde,  wenn  er  sich 
in  Ruhe  befände. 

Beisp.  6.  Ein  Körper,  der  sich  um  seinen  festliegenden  Schwerpunkt  frei 
drehen  kann,  wird  von  einem  entfernten  festen  Massenpunkt  angezogen  und  be- 
findet sich  dabei  in  stabilem  Gleichgewicht.  Man  zeige,  dass  die  Axe  des  kleinsten 
Momentes  die  Richtung  nach  dem  Massenpunkt  zu  hat.  Femer,  dass  die  Zeiten 
der  Hauptschwingungen 


2n 

sind. 

Ist  der  Köiper  die  Erde  und  M'  die  Sonne,  zu  zeigen,  dass  die  kleinere  der 

beiden  Perioden  etwa  zehn  Jahre  betrilgt. 

§  638.  Ungleiehe  TrSgheitsinomente.  Die  in  §  621  benutzte  Methode  eignet 
sich  sehr  gut  zur  Ermittelung  der  Fräcession  und  Nutation  der  Erde  für  eine  erste 
wie  auch  für  höhere  Grade  der  Annäherung,  wenn  man  die  Erde  als  einaxigen 
Körper  betrachtet.  Obgleich  man  dieselbe  Methode  auch  dann  anwenden  kann, 
wenn  Ä  nicht  gleich  B  ist,  so  verliert  sie  doch  sehr  an  Kürze.  Wir  wollen  daher 
jetzt  ein  anderes  Verfahren  einschlagen,  um  zu  bestimmen,  wie  sich  die  Pi^cession 
und  Nutation  ändert,  wenn  man  alle  drei  Hauptträgheitsmomente  als  ungleich  an- 
sieht; ihre  Verhältnisse  freilich  setzen  wir  dabei  als  nicht  weit  von  der  Einheit 
entfernt  voraus. 

Bezieht  man  die  Bewegung  auf  die  Hauptaxen,  so  werden  die  Eul  er 'sehen 
Gleichungen 

Am^  —  (J?  —  (7)  cojcoj  =  i  =  —  3x(B  —  G)  cos  /J  cos  y  | 

JBo),' —  (C— --4.)©iQ)j=Jlf=  — 8x((7  — ji)cosyco8al     •     •     •     (1), 

Coj'  —  (^  —  J?)  ©1  (0,  «=  N:^  —  3x(^— JB)  cos  cc  cos  ß] 

^  =  CD}  sin  9>  -f~  ®s  ^^^  V 
—  sin  O'if/  =  oDj  cos  9  —  cd,  sin  9 (2). 

cos  Bij/  -(-  9'  e=  (0, 
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Aus  (1)  ist  ersichtlich,  dass  09j,  o»,  von  derselben  Ordnung,  wie  die  Präcessions- 
constante,  d.  h.  x(C  —  -^V^  sind;  da  wir  nun  das  Quadrat  dieser  Grösse  nicht 
in  Bechnnng  ziehen,  so  ist  mithin  das  zweite  Glied  auf  der  linken  Seite  einer  jeden 
der  Gleichimgen  (1)  zu  yemachlässigen.  Um  Äm^y  -Sod,,  Coa^  zu  finden,  braucht 
man  daher  nur  die  rechte  Seite  dieser  Gleichungen  zu  integriren. 
Verfährt  man,  wie  in  §  628,  so  erhält  man 

cos  a  =  sin  (I  —  '^)  sin  9  +  cos  (I  —  ipi)  cos  d  cos  9  J 

cos  ^  =s  sin  (2  —  ij))  cos  9  —  cos  (l  —  ip)  cos  0  sin  9 1      •    •    •     •    (3). 

co8ys=cos(2  —  '^)sind  j 

Die  dritte  der  Gleichungen  (2)  zeigt,  dass  9'  sich  Ton  einer  Oonstanten, 
nämlich  «t,  durch  Grössen  von  der  Ordnung  der  Präcession  unterscheidet;  wenn 
man  daher  das  Product  aus  dieser  Grösse  und  n'/n  weglässt,  so  kann  man  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichungen  (1)  setzen:  q>=nt-\-s  und  bei  der  Integration 

7,  6  und  ip  als  Constante  behandeln.  Man  erkennt,  dass  sich  njcoaßdt  und 
—  nfcoBadt  von  cos  er  und  cos  |3  nur   durch   constante   Glieder   unterscheiden. 

Diese  constanten  Glieder  kann  man  ausser  Acht  lassen,  weil  sie  die  Gomplementär- 
functionen  darstellen,  welche  fdr  sich  untersucht  werden;  aus  (2)  geht  femer  her- 
vor^ dass  kleine  constante  Zusätze  zu  at^  und  od,  nur  kleine  Glieder  mit  täglicher 
Periode  in  6^  und  ip'  zur  Folge  haben. 
Man  erhält  daher 

3x  C  —  B                                8x  C—A       ^ 
•  0»,  = -2 —  COS  a  cos  y ,     od,  = =:; —  cos  p  cos  y . 

Da  wir  die  Quadrate  von  {C — B)/A  und  {C — -4.)/B  vernachlässigt  haben,  so 
können  wir  mit  demselben  Grad  der  Annäherung  in  den  Nennern  dieser  Aus- 
drücke C  fOr  J.  und  B  schreiben. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  von  cd,  ,  09,  in  die  Gleichungen  (2)  wird 

^^      ü 2C sind8m2(i  — 'V')  +  Äi, 

./  8X     2G    A  JD  y>  »  j       I  ^  ,1  V  »      I       -r^ 

-^ -^ 2C C0SÖ{l  +  C08  2(Z-'i^)}  +  JB,, 

worin  B^  und  22,  nur  Glieder  enthalten,  deren  Periode  etwa  einen  halben  Tag 
betiAg^  und  deren  Coefficienten  den  kleinen  Factor  x(J.  —  B)IC  enthalten.  Der 
Werth  von  {A  —  B)IC  ist  nicht  bestimmt  worden,  es  ist  jedoch  bekannt,  dass  er 
viel  kleiner  als  (C — A)IG  ist.  Da  nur  Glieder  mit  langen  Perioden  nach  der 
Integration  in  Bezug  auf  t  von  Bedeutung  werden  können,  so  kann  man  B^  und 
B^  überhaupt  vernachlässigen. 

Lässt  man  die  Glieder  B^  und  12,  als  durchaus  unmerkbar  weg,  so  sind  die 
Präcession  sowohl  als  die  Nutation  der  Erde  mit  ungleichen  Trägheitsmomenten 

Ay  JB,  C  dieselben  wie  die  der  einaxigen  Erde,  deren  Hauptträgheitsmomente  ^(-^-1-^1 
j{A  +  B)  und  C  sind. 

§  639.  Betrachten  wir  nun  die  dritte  der  Gleichungen  (1).  Da  es  von  grosser 
Bedeutung  ist,  ob  die  Winkelgeschwindigkeit  cd,  constant  bleibt  oder  nicht,  so  ist 
es  angezeigt,  sie  bis  zu  einem  höheren  Grad  der  Annäherung  zu  untersuchen. 
Die  Gleichung,  wie  sie  in  (1)  gegeben  wurde,  ist  im  Uebrigen  genau;  nur  sind 
auf  der  rechten  Seite  einige  kleine  Glieder,  die  von  den  höheren  reciproken  Po- 
tenzen des  Abstandes  des  störenden  Körpers  abhängen,  vernachlässigt  worden;  siehe 
§  613.    Die  Werthe  von  m^  und  o,  erhielt  man   durch  Weglassen   der  Glieder 
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von  der  Ordnung  x(C — A)IC  mit  n/n  multiplicirt.  Setzt  man  sie  in  die  kleinen 
Glieder  ein,  so  wird 

C©,'  —  (^  —  B)  /lüV  (^ZJ^^ZJ?)  co8«y  cos  a  cos  /J  =  — 8x(^— B)  cos  «  cos  /J. 

Substituirt  man  nun  für  cosa,  cos^,  cosy  ans  (3),  so  erhält  man  nur  eine 
lange  Reihe  trigonometrischer  Glieder,  deren  Perioden  ungefälir  einen  halben  Tag 
betragen  und  deren  Goefficienten  sehr  klein  sind.  Es  ist  nicht  nöthig,  sie  weit- 
läufig zu  berechnen;  es  reicht  hin,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Perioden  nicht 
derart  sind,  dass  die  Goefficienten  durch  die  Integration  yerg^össert  werden.  Wir 
schliessen^  dass  die  Äneiehtmg  der  Sonne  oder  des  Mondes  keine  merklichen 
Aenderungen  in  der  Rotationsperiode  der  Erde  hervorbringen  können. 

Es  ist  freilich  mOglich,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  durch  an- 
dere Ursachen,  wie  z.  B.  die  allmähliche  Abkühlung,  die  Fluthreibung,  etc.  verändert 
wird;  denn  diese  sind  bei  der  obigen  Erörterung  nicht  berücksichtigt  worden. 

§  640.  Aenderungen  der  Hauptmomente.  Beisp.  Wenn  die  Hauptaxen  der 
Erde  ihrer  Lage  nach  fest  bleiben,  die  Grössen  J.,  JB,  C,  aber  sich  langsam  ändern 
und,  nach  einer  Zeit  t,  A-\-at^  B  -{-bt,  C-^ct  werden,  zu  zeigen,  dass  die  säcu- 
lare  Ungleichheit  in  der  Schiefe  durch 

de       P     a+  b—  2c  .    ^ 

-r—  =»  —  •  — ■ ; —  sm  0 

dt      2n         C—A 

gegeben  ist,  worin  P  die  Präcession  der  Aequinoctien,  d.  h.  50"  ist.  Darwin, 
Phil  Trans.,  1876. 

Um  den  Beweis  zu  fähren,  kann  man  mit  den  Gleichungen  in  §  24,  Beisp.  2 
beginnen  und  so  fortfahren,  wie  in  §  638. 

Die  thatsächliche  Differenz  C  —  A  zwischen  den  Trägheitsmomenten  der 
Erde  entspricht  einem  Grössenunterschied  zwischen  den  beiden  Radien  für  den 
Aequator  und  die  Pole  yon  einundzwanzig  Kilometern.  Wenn  man  nicht  an- 
nehmen kann,  dass  geologische  Aenderungen  Unterschiede  in  der  Höhenlage,  die 
mit  diesem  yergleichbar  sind,  hervorbringen  können,  so  ist  offenbar  der  Coefficient 
von  sinö  in  dem  obigen  Ausdruck  ein  kleiner  Bruch  von  P. 

§  541.  Eine  allgemeine  Erklärung  der  Art  m  geben,  auf  wdche  die 
Anziehung  der  Sonne  die  Präcession  und  Nutation  veranlasst. 

Um  die  Wirkung  der  Anziehung  der  Sonne  auf  die  Erde  zu  er- 
klären, empfiehlt  es  sich,  die  P o ins o tische  Construction  der  Bewegung 
der  Körper,  welche  in  §  140  und  den  folgenden  beschrieben  wurde, 
zu  Hülfe  zu  nehmen. 

Wenn  ein  Körper,  an  dem  keine  Kräfte  angreifen,  um  einen  festen 
Punkt  0  in  Rotation  gesetzt  wird,  so  sind  bekanntlich  die  Bewegung^- 
grossen  aller  Massenpunkte  zusammen  einem  Paar  äquivalent,  das  wir 
mit  G  bezeichnen  wollen,  um  eine  Axe  OL,  welche  die  inyariabele 
Linie  Iieisst.  T  sei  die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Körpers.  Legt 
man  eine  Ebene  senkrecht  durch  die  Axe  von  G  in  dem  Abstand 
YKT/G  von  dem  festen  Punkt,  so  wird  die  ganze  Bewegung  dadurch 
dargestellt,  dass  man  das  Trägheitsellipsoid,  dessen  Parameter  a  ist, 
auf  dieser  Ebene  rollen  lässt.  Handelt  es  sich  um  die  Erde,  so  fällt 
die  Axe  Ol  der  augenblicklichen  Rotation  so  nahe  mit  OC,  der 
Figurenaxe,  zusammen,  dass  die  feste  Ebene,  auf  der  das  EUipsoid  roUt, 
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nahezu  die  Berührungsebene  in  dem  Endpunkt  der  Figurenaxe  ist. 
Dies  ist  so  nahezu  der  Fall,  dass  wir  die  QuadrcUe  aller  kleinen  Glieder, 
welche  von  der  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  irgend  eine 
Erdaxe,  welche  senkrecht  auf  der  Axe  der  Figur  steht,  yemachlassigen 
werden. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  diese  Bewegung  durch  die  Ein- 
wirkung .der  Sonne  gestört  wird.  Die  Sonne  zieht  die  Theile  *  der 
Erde,  welche  ihr  naher  liegen,  mit  etwas  grösserer  Kraft  an,  als  die 
weiter  entfernten.  Wenn  mithin  die  Sonne  entweder  nördlich  oder 
südlich  vom  Aequator  steht,  so  bringt  ihre  Anziehung  ein  Paar  hervor, 
das  die  Erde  um  diejenige  Axe  in  der  Ebene  des  Aequators  zu  drehen 
sucht,  welche  senkrecht  auf  der  Linie  steht,  die  das  Gentrum  der  Erde 
mit  dem  Centrum  der  Sonne  verbindet.  Die  Grösse  dieses  Paares  werde 
mit  a  bezeichnet  und  man  nehme  an,  das  Paar  wirke  stossweise  in 
Zeitintervallen  dt 

In  jedem  Augenblick  erzeugt  dieses  Paar  eine  neue  Bewegungs- 
grösse  adt  um  die  Axe  des  Paares«.  Sie  ist  mit  der  vorhandenen 
Bewegungsgrösse  G  zusammenzusetzen  und  bildet  so  ein  resultirendes 
Paar  6r'.     Stände  die  Axe  von  a  genau  senkrecht  auf  der  von  6r,  so 

wäre  6r'=yG^  +  (c^dty=G  (mit  den  angegebenen  Vernachlässigungen). 
Ist  0  der  Winkel,  den  die  Axe  von  G  mit  OC  macht,  so  ist  0 
eine  kleine  Grösse  von  solcher  Ordnung,  dass  ihr  Quadrat  ausser 
Acht  bleiben  kann.  Nimmt  man  den  FaU,  in  dem  OC,  die  Axe  von 
G  und  die  Axe  von  a  in  derselben  Ebene  liegen,  denn  in  diesem  Fall 
ist  der  Unterschied  zwischen  Gr'  und  G  am  grössten,  so  erhält  man 

G^'2  _  (gr  ^^g  ßy  ^  (gr  siji  e  ^  ^^(^2  =  G^  +  2  (?«  siu  Öd^        (1). 

Da  nun  a  und  0  kleine  Grössen  von  derselben  Ordnung  sind,  so  ist 
das  Glied  «  sin  ö  zu  vernachlässigen.  Daher  wird  G'  =  G,  Die  Axe 
von  G  aber  hat  sich  im  Eaum  um  einen  Winkel  adt/G  in  einer  Ebene 
verrückt,  die  durch  sie  selbst  und  die  Axe  von  a  geht. 

Zunächst  wollen  wir  dann  untersuchen,  wie  sich  die  doppelte 
lebendige  Kraft  T  ändert.  Ist  T  die  neue  doppelte  lebendige  Kraft, 
so  hat  man 

T'  —  T  =  der  doppelten  von  dem  Paar  a  verrichteten  Arbeit, 

=  2a{co  cos  ß)dt (2), 

worin  (o  cos  ß  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
Axe  von  a  ist.  Aus  demselben  Grund,  wie  früher,  ist  das  Product 
aus   dieser  Winkelgeschwindigkeit   und  a  zu  vernachlässigen.     Daher 

wird  T'  =  T.  Daraus  folgt,  dass  der  Abstand  yXT/G  der  festen 
Ebene  von  dem  festen  Punkt  durch  die  Wirkung  von  a  nicht  ver- 
ändert wird. 

Die  feste  Ebene,  auf  welcher  d^s  Ellipsoid  rollt,  bleibt  also  in 
demselben  Abstand  von  dem  festen  Punkt;  die  drei  Linien  OC,  Ol,  OL, 
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die  sich  zu  Anfang  sehr  nahe  bei  einander  befanden,  bleiben  mithin 
immer  dicht  zusammen.  Das  Loth  OL  auf  dieser  Ebene  hat  aber  eine 
Bewegung  im  Baum,  daher  müssen  die  anderen  Linien  OL  begleiten. 
Diese  Bewegung  ist  es,  die  Präcession  und  Nutation  genannt  wird. 

Die  kleinen  Glieder  schliesslich,  die  vernachlässigt  wurden,  häufen 
sich  nicht  beständig  so  an,  dass  sie  irgend  eine  merkbare  Wirkung 
hervorbrächten.  Bei  der  täglichen  Umdrehung  der  Erde  beschreibt 
die  Axe  OC  einen  Kegel  von  dem  kleinen  Winkel  ö  um  OL,  Die 
Axe,  um  welche  die  Sonne  die  Winkelgeschwindigkeit  a  erzeugt,  steht 
immer  senkrecht  auf  der  Ebene,  welche  die  Sonne  imd  OG  enthält. 
Betrachtet  man  also  die  Sonne  für  einen  Tag  als  festliegend,  so 
wechselt  der  Winkel  ö  in  Gleichung  (1)  jeden  halben  Tag  sein  Vor- 
zeichen. Derart  ist  G'  abwechselnd  grosser  und  kleiner  als  6r.  Ebenso 
lässt  sich  zeigen,  dass  T  abwechselnd  grösser  und  kleiner  als  T  ist, 
weil  die  Momentanaxe  einen  Eegel  um  OL  beschreibt. 

§  542.  Solarpräcession  und  -Nutation.  Die  drei  Axen  der  Erde, 
welche  für  unsere  Theorie  die  grösste  Bedeutung  haben,  sind  (1)  die 
Pigurenaxe  OCy  (2)  die  Momentanrotationsaxe  Ol,  (3)  die  invariable 
Linie  OL,  In  dem  letzten  Paragraphen  wurde  soeben  gezeigt,  dass 
diese  drei,  wenn  sie  in  irgend  einem  Augenblick  beinahe  zusammen- 
fallen, trotz  der  Anziehung  der  Sonne  stets  dicht  zusammenbleiben. 
Es  reicht  daher  für  unseren  jetzigen  Zweck  hin,  wenn  wir  die  Be- 
wegung einer  von  den  dreien  ermitteln. 

OA,  OB  seien  zwei  in  dem  Erdäquator  liegende,  aufeinander 
senkrechte  Axen  und  die  Erde  drehe  sich  um  00  in  der  positiven 
Richtung  AB,  Die  Sonne  8  befinde  sich  zur  Zeit  t  in  der  Ebene 
COA  und  auf  der  positiven  oder  nordlichen  Seite  des  Aequators.  Die 
Anziehung  der  Sonne  während  der  Zeit  dt  erzeugt  ein  Paar  adt  um 
die  Axe  OB,  welches  in  der  negativen  Richtimg  AG  wirkt.  Aus  dem 
letzten  Paragraphen  folgt,  dass  OL,  welches  nahezu  mit  OG  zusammen- 
fällt, sich  im  Raum  in  der  Ebene  500  rmi  einer  Winkelgeschwindigkeit 
gleich  a/G  in  der  Richtung  BG  bewegt.  Weil  sich  die  Sonne  um 
0  in  derselben  Richtung  bewegt,  in  der  sich  die  Erde  um  ihre  Axe 
OG  dreht,  so  bewegen  sich  die  Axen  OL  und  OG,  wenn  a  positiv 
ist,  nahezu  rechtwinklig  zu  der  Ebene  GOB  in  der  zur  Bewegung  der 
Sonne  entgegengesetzten  Richtung. 

Da  wir  die  Bewegung,  welche  die  Sonne  in  der  Zeit  dt  in  diesen 
Axen  hervorbringt,  kennen,  so  bleibt  uns  nur  übrig,  die  Summe  aller 
von  der  Sonne  in  einem  Jahr  erzeugten  Wirkungen  zu  suchen.  Der  Ein- 
fachheit wegen  wollen  wir  nur  von  der  Figurenaxe,  von  OG  sprechen. 

Wir  wollen  eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  in  0  beschreiben  und 
die  Bewegung  auf  die  Oberfläche  dieser  Kugel  beziehen.  K  sei  der 
Pol  dpr  Ekliptik  und  die  Sonne  S  beschreibe  den  Kreis  BEFH,  von 
welchem  K  der  Pol  ist,    DF  sei  ein  grösster  Kreis  senkrecht  zu  JK^O; 
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es  sind  dann,  weil  OC  und  die  Figurenaxe  der  Erde  so  nahe  bei- 
einander liegen,  dass  m^n  sie  als  zusammenfallend  behandeln  kann,  D 
und  F  die  Durchschnittspunkte  des  Aequators  mit  der  Ekliptik.  Wenn  die 
Sonne  nördlich  oder  südlich  vom  Aequator  steht,  so  erzeugt  ihre  An- 
ziehung das  Paar  a,  welches  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  sich 
die  Sonne  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  befindet.  Das  Paar  ver- 
schwindet, wenn  die  Sonne  durch  den  Aequator  bei  D  oder  F  geht. 
Steht  die  Sonne  irgendwo  in  DEF  d.  h.  nördlich  vom  Aequator,  so 
bewegt  sich  C  in  einer  zu  dem  Bogen  CS  senkrechten  Richtung  nach 


D  hm.  Steht  sie  dagegen  irgendwo  in  FHD,  so  hat  a  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  und  C  bewegt  sich  wieder  senkrecht  zu  der 
momentanen  Lage  von  CS  und  wieder  nach  D  hin.  Betrachtet  man 
die  ganze  von  der  Sonne  bei  ihrem  Durchlaufen  des  Ejreises  DEFH 
in  einem  Jahr  hervorgebrachte  Wirkung,  so  ergibt  sich,  dass  C  eine 
sehr  kleine  Strecke  nach  D  zu  rückt,  d.  h.  in  der  Richtung,  welche 
der  Bewegung  der  Sonne  entgegengesetzt  ist.  Zerlegt  man  die  Be- 
wegung von  C  in  der  Richtung  der  Tangente  an  den  Kreis  mit  dem 
Centrum  K  und  dem  Halbmesser  KCy  so  sind  die  Componenten  (1) 
eine  gleichförmige  Bewegung  von  C  in  der  Richtung  dieses  Kreises 
nach  rückwärts,  welche  Pracession  heisst  und  (2)  eine  Ungleichheit 
dieser  gleichförmigen  Bewegung,  welche  der  eine  Theü  der  Solamutation 
ist.  Wenn  ferner  die  Sonne  von  D  nach  E  rückt,  bewegt  sich  C  nach 
innen  so,  dass  der  Abstand  KC  vermindert  wird,  bei  der  Bewegung 
der  Sonne  von  E  nach  F  wird  dagegen  KC  um  ebensoviel  vergrössert. 
Im  Ganzen  bleibt  also  der  Abstand  KC  unverändert,  er  hat  aber  eine 
Ungleichheit  und  diese  ist  der  andere  Theil  der  Solamutation. 

Offenbar  vollendet  jede  dieser  Ungleichheiten  ihre  Periode  in  einem 
halben  Jahr. 
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§  543.  Die  Lnnamiitation.  Die  Ursache  der  von  dem  Mond  hervor- 
gerufenen NtUation  zu  erMären. 

Die  Anziehung,  welche  die  Sonne  auf  die  ihr  näher  gelegenen 
Theile  des  Aequators  der  Erde  ausübt,  ist  die  Ursache,  dass  der  Pol  C 
der  Erde  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  einen  kleinen  Ereis  um 
K^  den  Pol  der  Ekliptik,  mit  zwei  Ungleichheiten  beschreibt,  Ton  denen 
die  eine  nach  der  Länge,  die  andere  nach  der  Breite  geht  und  deren 
Periode  ein  halbes  Jahr  dauert.  Diese  beiden  Ungleichheiten  heissen 
Solamutationen.  Ebenso  hat  auch  die  Anziehung  des  Mondes  zur  Folge, 
dass  der  Pol  der  Erde  einen  kleinen  Ereis  um  M,  den  Pol  der  Mond- 
bahn, mit  zwei  Ungleichheiten  beschreibt.  Diese  Ungleichheiten  sind 
sehr  klein  und  von  der  kurzen  Periode  von  vierzehn  Tagen  und  werden 
daher  im  Allgemeinen  vernachlässigt.  Nur  die  gleichförmige  Bewegung 
von  C  um  M  wird  in  Rechnung  gezogen.  Nim  ist  K  der  Punkt,  auf 
den  die  Bewegung  bezogen  wird;  wenn  daher  M  festläge,  so  würde 
sich  die  Bewegung  von  C  um  M  als  eine  langsame  gleichförmige  Be- 
wegung von  C  um  K  darstellen  mit  zwei  Ungleichheiten,  deren  Grosse 
dem  Bogen  MK  oder  5  Graden  gleich  wäre,  und  deren  Periode  sehr 
lang,  nämlich  gleich  derjenigen  von  C  um  K  sein  würde,  welche  die 
gleichförmige  Bewegung  hervorruft.  Aus  der  Theorie  des  Mondes  ist 
aber  bekannt,  dass  M  einen  Ereis  um  K  als  Mittelpunkt  mit  einer 
Geschwindigkeit  beschreibt,  die  viel  grosser  als  die  von  C  ist.  Die 
Bewegung  von  C  wird  daher  durch  eine  langsame  gleichförmige  Be- 
wegimg um  K  dargestellt  mit  zwei  Ungleichheiten,  die  um  so  kleiner 
sind,  je  grosser  die  Geschwindigkeit  von  M  um  K  ist  und  deren  Periode 
nahezu  der  von  M  um  K  gleich  kommt.  Diese  Periode  dauert  aber 
bekanntlich  ungefähr  19  Jahre.  Die  beiden  Ungleichheiten  heissen 
die  Lunamutationen.  Man  beachte,  dass  ihre  Quelle  von  der  der  Solar- 
nutation  verschieden  ist. 

§  544.    Die  Bewegung  der  Ebene  des  stSrenden  ESrpers.    Bei 

dem  Verfahren  in  §  521  wurde  die  Ebene  der  Bahn  des  störenden 
Eörpers  als  im  Raum  festliegend  behandelt.  Bei  der  Discussion  der 
Lunamutationen  wird  es  nöthig,  zu  bestimmen,  wie  weit  ihre  Bewegung 
die  Präcession  beinflusst.  Wir  nehmen  auch  jetzt,  wie  früher,  die 
Hauptaxe  OÄ  so  an,  dass  die  Ebene  OCÄ  senkrecht  auf  der  augen- 
blicklichen Lage  der  Bahn  in  dem  betrachteten  Moment  steht.  Die 
Grösse  0,  ist  nicht  die  nämliche,  wie  früher^),  ist  aber  immer  noch, 

1)  Den  Werth  von  9,  findet  man  auf  die  folgende  Art.  Die  Bahn  dreht  sich 
in  jedem  Augenblick  um  den  Badiusvector  des  Planeten  als  Momentanaxe.  Diese 
Winkelgeschwindigkeit  sei  u  und  werde  als  bekannt  vorausgesetzt.  Z^  Z';  B^B' 
seien  zwei  aufeinander  folgende  Lagen  des  Pols  der  Bahn  bezügl.  des  Endpunktes 
der  Axe  von  JB.  Es  ist  dann  ZB  =  einem  rechten  Winkel  =  Z'B\  Die  Pro- 
jectionen  von  ZZ\  BB'  auf  ZB  sind  daher  gleich.    Daraus  ergibt  sich,  da  ZB 

sowohl  auf  CZ  a,h  SB  senkrecht  steht,  BSB'  am  BS  ^  ZCZ'  am  ZC,    Der 
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wenn  die  Bewegung  der  Bahn  im  Raum  sehr  langsam  vor  sich  geht, 
sehr  klein.  Man  kann  daher^  wie  zuTor,  die  kleinen  Glieder  d^iOj^  und 
03  (Dg  vernachlässigen.  Die  dynamischen  Gleichungen  werden  dadurch 
nicht  wesentlich  beeinflusst.  In  Bezug  auf  die  geometrischen  Glei- 
chungen (3)  drücken  auch  jetzt  noch  m^,  cj^  die  Gomponenten  der  Ge- 
schwindigkeit Yon  C  im  Raum  in  der  Richtung  und  senkrecht  zu  der 
momentanen  Lage  yon  ZC  aus.  Diese  Geschwindigkeiten  geben  die 
Werthe  von  dO/dt  und  —  sin  0  df/dt  in  den  Gleichungen  (9)  an.  Bei 
einem  solchen  Grad  der  Annäherung  ist  daher  weiter  keine  Aenderung 
nothig,  als  die  Geschwindigkeiten;  welche  die  Gleichungen  (9)  liefern^ 
auf  im  Raum  festliegende  Axen  zu  beziehen;  durch  Integration  findet 
man  dann  die  Bewegung  von  C.  Dieses  Verfahren  werden  wir  bei 
der  Ermittelung  der  Lunamutation  einschlagen. 

§  545.  Die  Ltmarpräcessian  tmd  -NutoHon  eu  berechnen,  K  sei 
der  Pol  der  Ekliptik,  M  derjenige  der  Mondbahn  und  C  der  Pol  der 
Erde.  Ist  KX  irgend  ein  festliegender  Bogen,  KC  =  ö,  XKC  =  ^, 
so  haben  wir  6  imd  ^  durch  t  auszudrücken.  Bei  der  Berechnung  der 
Lunarpracession  und  -Nutation  ist  nach  §  543  nur  ein  Theil  der  Be- 
wegung Yon  C,  nämlich  derjenige  zu  berücksichtigen,  welcher  die  gleich- 
formige  Bewegung  yon  C  um  M  genannt  wurde.  Nach  §  529  wird 
diese  Bewegung  durch  die  Geschwindigkeit  —  Sn"  sin  MG  cos  MG  in 
der  auf  dem  Bogen  MG  senkrechten  Richtung  dargestellt.  Substituirt 
man  f&r  S  seinen  in  §  529  gegebenen  Werth,  so  ergibt  sich,  dass  die 
Geschwindigkeit  yon  G  im  Raum  in  jedem  Augenblick  in  einer  zu 
MG  senkrechten  Richtung  stattfindet  und  gleich 

r ^^--  rr-\ —  cos  MG  sin  MG 

ist. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  den  Coefficienten  yon  cos  MG  sin  MG 
mit  P  bezeichnen.  Zerlegt  man  diese  Geschwindigkeit  dann  in  der 
Richtung  und  senkrecht  zu  KG^  so  erhält  man 

dB/dt  =  —  P  sin  MG  cos  MG  sin  KGM 
sin  e  di>ldt  =  —  P  sin  JlfCcos  JfCcos  KGM    ' 

Aus  der  Theorie  des  Mondes  wissen  wir,  dass  sich  M  um  K  gleich- 
formig  rückwärts  bewegt  und  der  Abstand  MK  dabei  unyerändert 
bleibt.  Es  sei  also  KM^=^i  und  der  Winkel  XKM=  —  mt-^-a. 
Nach  der  sphärischen  Trigonometrie  ist 

cos  MG  =  cos  i  cos  ö  +  sin  i  sin  0  cos  MKG^ 

Winkel  ZCZ'  ist  aber  gleich  —96^  and  der  Winkel  BSB'  gleich  u,  mithin  ist 
dd^  .  sin  0  «■  —  tf  sin }.  Der  Werth  von  96^  muss  zu  dem  früheren  Werth  von  ö, 
addirt  werden. 
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sin  MC  cos  KCM  = .—j: 

sind 

=  COS  i  sin  e  —  sin  i  cos  0  cos  MKCy 
sin  MC  sixi- KCM  =  sin  i  sin  MKC, 
Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  wird 

dd/dt  =  —  P I  sin  i  cos  i  cos  6  sin  MKC  +  ö"  sin*  i  sin  ö  sin  2MKC] 

sin  0  di^/dt  =  —  Pl  sin  ö  cos  ö  (cos*  i  —  —  sin*  ij 

—  sin  i  cos  i  cos  2ö  cos  MKC  —  -^  sin*  f  sin  6  cos  ö  cos  2  Jf £"01  . 

Für  eine  erste  Annäherung  kann  man  die  Variationen  von  0  und 
i^,  wenn  sie  mit  der  kleinen  Grösse  P  multiplicirt  sind,  vernachlässigen. 
In  d0/dt  treten  daher  nur  periodische  Glieder  auf  und  die  Neigung  0 
erfährt  keine  permanente  Aenderung.  df/dt  dagegen  enthält  ein  von 
MKC  unabhängiges  Glied.   Betrachtet  man  dieses  Glied  für  sich^  so  ist 

tif  =  Gonstante  —  P  cos  0  (cos*  i  —  —  sin*  ij  t. 

Diese  Gleichung  drückt  die  Präcessionsbewegung  des  Pols  in  Folge 
der  Anziehung  des  Mondes  aus.    Man  kann  ihr  die  Gestalt  geben 

Um  die  Nutationen  zu  finden,  hat  man  für  MKC  seinen  Näherungs- 
werth  MKC  =  ( —  w  + 1>)  ^  +  «  —  i^o  ^u  setzen. 
Integrirt  man  nun,  so  wird 

/»        n       j.     j.  P  sin  t  COB  i  cos  $  Tk/rtm        -Psin* »  sin  ö  ^  ..  _ 

0  =  Gonstante cos  MKC jy- — .-  cos  2  MKC. 


Das  zweite  dieser  periodischen  Glieder  wird,  da  es  nur  den 
fünfzigsten  Theil  des  ersten  beträgt  und  dieses  erste  selbst  sehr  klein 
ist,  in  der  Regel  vernachlässigt.  Da  femer  auch  p  im  Vergleich  mit 
m  sehr  klein  ist,  so  erhält  man 

^        ^          P  sin  t  COB  t  cos  ö  TutTrn 

0  =  0^ COS  MKC, 
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Dieser  Ausdruck  gibt  die  Lunamutation  in  der  Schiefe  an.  Der 
Coefficient  des  periodischen  Gliedes  cos  MKG  liegt  zwischen  8" 
und  9". 

Ebenso  erhalt  man  durch  Integration  des  Ausdruckes  fOr  ^  und 
bei  Vernachlässigung  der  ganz  kleinen  Glieder 

T>         /i  /      8-         1     •   8  A^        ^8in2t    CO8  20    .      lunrn 

^  =  «fo  —  P  COS  e  (cos'*  »  —  -5^  sin'  x]t  —  P  —z .-Tf  sin  MKG. 

^        ^"  \  2  /  2w       amö 

Der  Winkel  MKC  ist  die  Länge  des  absteigenden  Knotens  des 
Mondes  und  die  Enotenlinie  vollendet  bekanntlich  in  etwa  18  Jahren 
7  Monaten  eine  Umdrehung.  Bezeichnen  wir  diese  Periode  mit  T^  so 
wird  MKC  =  —  2ntlT  -\-  Constante.  Der  Coefficient  von  sin  MKG 
liegt  zwischen  16"  und  17". 

Der  Pol  M  der  Mondbahn  bewegt  sich  um  den  Bezugspunkt  K 
mit  einer  Winkelgeschwindigkeit,  welche  im  Vergleich  mit  p  gross 
ist,  immerhin  aber  klein  genug,  um  die  Lunamutationen  grosser  als 
die  von  der  Sonne  herrührenden  zu  machen.  Man  beachte  auch:  wenn 
M  sich  um  K  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  drehte,  die  p  näher 
käme,  so  würden  die  Nutationen  noch  grosser  sein. 

§  546.  Man  kann  diese  Methode  auch  dazn  benutzen,  die  Wirkung  der  Be- 
wegung der  Ekliptik  zu  berücksichtigen.  M  sei  jetzt  der  Pol  der  beweglichen 
EUiptik  zu  einer  Zeit  t,  K  der  eines  festliegenden  Bezugskreises.  Nimmt  man 
an,  die  Hauptwirkimg  der  Solarpräcession  bestände  darin,  dass  sie  den  Pol  C  der 
Erde  veranlasst,  sich  senkrecht  zu  dem  Bogen  CM  mit  der  Geschwindigkeit 
Pcos  JlfC-sin  Jlf(7  zu  bewegen,  so  ei^eben  sich  dieselben  Werthe  für  dQjdt  und 
smßdtft/dt,  wie  früher.  Die  Bewegung  der  Ekliptik  geht  so  langsam  vor  sich, 
dass  man  die  Quadrate  von  i  vernachlässigen  kann,  wenn  man  den  Pol  der  Ekliptik 
zu  einer  nicht  zu  weit  zurückgelegenen  Zeit  als  festen  Punkt  K  annimmt.    Man 

erhält  so 

dB/dt  =  —  Pi  cos  6  sin  MKC, 

sin  e  dip/di  =  —  P(8in  0  cos  O—i  cos  20 cos  MKC), 

worin  KC^B  und  der  Winkel  CKX-^'\p  ist. 

Da  der  Pol  der  Mondbahn  nahezu  einen  kleinen  Kreis  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  beschreibt,  so  könnten  wir  in  §  545  für  den  Winkel  MKC  seinen 
Werth  (jp  —  m)i  +  etc.  substituiren.  Im  Fall  der  Ekliptik  verfahren  wir  anders. 
^  «=  0  sei  die  Zeit,  zu  welcher  der  Pol  der  Ekliptik  in  K  ist  und  der  Bogen  KX 
verbinde  K  mit  dem  Pol  C^  des  Aequators  zu  derselben  Zeit.  Die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  von  K  in  der  Richtung  und  senkrecht  zu  KX  seien  g'  und  g. 
Nimmt  man  an,  die  Zeit  t  sei  nicht  so  lang,  dass  die  Richtxmg  und  Geschwindig- 
keit von  K  sich  hat  merklich  ändern  können,  so  kann  man  gt  und  47t  als  die 
Coordinaten  von  M  in  Bezug  auf  KX  als  a;-Aze  ansehen.    Es  ist  daher 

ianMKC=:gt  cos  ip  —  ^tsm'tf), 
i  cos  MKC'=^^t  cos  ^-{-gtsinif). 

Für  t  =  0  ist  nun  '^  «»  0  und  wächst  etwa  50"  jedes  Jahr,  so  dass  es  in  hundert 
Jahren  wenig  mehr  als  einen  Grad  beträgt.  Da  P,  g,  ^  und  '^  sämmtlich  kleine 
Grössen  sind,  so  setzen  wir  in  den  kleinen  Gliedern  i  sin  3f ITC  »=  ^t  und 
izQsMKC=^g'%. 
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Substitairt  man  diese  Werihe  in  die  obigen  Ausdrücke  und  integrirt,  so  wird 

ö  =  ^0  —  7 -Pcos e, gt\    -^  —  —  P(co8 Bot—Y ^^ ^^o cosecÖo^O, 

worin  6^  den  sphärischen  Abstand  des  Poles  C  der  Erde  von  dem  Pol  K  der 
Ekliptik  zu  einer  gewählten  Zeit  bedeutet  und  6,  ^  die  Coordinaten  von  C  nach 
einer  Zeit  t  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  als  Ausgangspunkt  sind. 

§  647.  Es  ist  manchmal  vortheilhafter,  die  Bewegung  von  C  auf  den  Pol  M 
der  Ekliptik  zur  Zeit  t  zu  beziehen.  Setzt  man  MO «  6^  und  den  Winkel 
CMC^  ""  '^1 ,  so  wird  offenbar  6^=^$  —  g't.  Bedenkt  man,  dass  KM  kleiner  als 
ein  Grad  ist,  während  jeder  der  vier  Bogen  CK^  CM,  C^K,  C^M  etwa  28*  be- 
trägt, so  ist  sowohl  '^j  sin  9j  als  '^  sin  9  nahezu  gleich  C^C.  Man  hat  daher 
'V'i  ^=  'V'  (1  -h  ^'^  cotg  B).  So  ergeben  sich,  wenn  Q  und  '^  bekannt  sind,  die  Werthe 
von  B^  und  ^^  unmittelbar. 

Beisp.  Wenn  der  Pol  M  der  Ekliptik,  von  K  ausgehend,  einen  grössten 
Kreis  KX  mit  der  constanten  Winkelgeschwindigkeit  v  beschreibt,  zu  beweisen, 
dass  die  Bewegung  des  Pols  C  der  Erde  durch 

dB/dt  =  — «? cos -^j    dif)/dt  =  v cotg Ö sin ^  —  Pcos 0 

gegeben  ist,  worin  B^^MC,  ip^^CMX  ist  und  P  dieselbe  Bedeutung,  veie  in 
§  546,  hat.  Man  zeige  auch,  dass,  wenn  das  Quadrat  von  v/P  vernachlässigt  wird, 
diesen  Gleichungen  durch 

Ö  =s  a — (v/P)  sec  a  sin(P  cos  a  <),    —  -^  =»  P  cos  at—{v/P)  sec*  a  cosec  a  cos  (P  cos  a  t) 

zu  genügen  ist. 

Wäre  keine  Präcession  vorhanden,  d.  h.  wäre  P  gleich  Null,  so  wurden  die 
Aenderungen  der  Schiefe  in  Folge  der  Bewegung  der  Ekliptik  nahezu  durch 
Oz=^oi  —  vt  gegeben  sein;  wie  man  sieht,  hat  hier  die  Präcession  die  Wirkung, 
die  möglichen  Aenderungen  der  Schiefe  in  enge  Grenzen  zu  bannen. 

Die  thatsächliche  Bewegung  des  Pols  der  Ekliptik  ist  von  der  in  diesem 
Beispiel  angenommenen  sehr  verschieden,  Laplace  hat  aber  gezeigt,  dass  ein 
ähnlicher  Satz  besteht,  wenn  man  diejenigen  Coordinaten  von  K  nimmt,  welche 
die  Theorie  der  Planeten  liefert.  Eine  Wirhmg  der  Präcession  besteht  darin,  dass 
sie  die  Ebene  des  AeqwOors  veranlasst,  sich  mit  der  Ebene  der  Ekliptik  so  zu  be- 
fßegen,  dass  die  mögliche  Äendenmg  der  Schiefe  kleiner  ist,  als  sie  ohne  Präcession 
sein  toOirde,    Mecanique  Celeste,  Bd.  2,  S.  367. 

§  648.  Zahlenresnltate.  BDE  und  DA  seien  die  Lage  der  Ekliptik  und 
des  Aequators  zu  einer  festen  Zeit,  sagen  wir,  dem  1.  Januar  1850;  GAE  und 


BCF  ihre  Lage  nach  der  Zeit  f,  in  Julianischen  Jahren  gemessen,  d.  L  jedes  Jahr 
zu  365,25  mittleren  Sonnentagen. 
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BD^  ist  die  festliegende  Ekliptik,  DA  der  festliegende  Aequator;  GAE  die 
sich  bewegende  Ekliptik  und  BG  der  sich  bewegende  Aequator. 

2kter8t  betrachten  toir  die  FräceesUm.  Der  Theü  der  Präcession,  welcher  die 
Folge  der  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mondes  auf  die  Erde  ist,  heisst  die  hmi- 
solare  Fräcession.  Sie  wird  auf  die  feste  Ekliptik  bezogen  und  ist  in  der  Figur 
mit  BD  dargestellt;  man  hat 

^  =  BD  =  50",87140*  —  0",000108806i». 

Die  Neigung  des  Aequators  gegen  die  Ekliptik  würde  constant  sein,  wenn  die 
Bewegung  der  Ekliptik  die  Krslbe  nicht  modificirte  (§  524).  Die  Neigung  GBD 
der  Ekliptik  gegen  den  Aequator  ist  daher  durch 

e  =  GBD  =  28<>27'32"  +  0",00000719<* 
gegeben. 

Zu  diesen  Werthen  Ton  ^  und  6  ist  die   geometrische  Wirkung  der  Be- 

w^ung  der  Ekliptik  oder,  wie  man  gewöhnlich  sagt,  die  planetare  Präcession 

zu  addiren.    Die  Besultante  aus  der  luni-solaren  und  der  planetaren  Präcession 

wird  die  allgemeine  Fräcession  genannt.    Nimmt  man  den  Punkt  2X  auf  der  sich 

bewegenden  Ekliptik  so  an,  dass  ED'  '=^ED  ist,  so  stellt  der  Bogen  D'C  die 

allgemeine  Präcession  dar.    Man  hat 

if>^^D^G=  50",28572«  +  0",00011290««, 

öj  =  ^CJF—  28«27'82"  —  0",  47566*  —  0",  00000149«». 

Die  Ebenen  der  sich  bewegenden  Ekliptik  und  des  Aequators,  welche  durch 
diese  sphärischen  Coordinaten  bestimmt  werden,  heissen  gewöhnlich  die  mittlere 
Ekliptik  und  der  mittlere  Aequator  zur  Zeit  t 

Den  Coefißcienten  Ton  t  in  dem  Ausdruck  fär  ^^  nennt  man  in  der  Regel 
die  Präcessioneconatante.  Sie  stellt  die  Summe  der  in  den  §§  524,  545  ermittelten, 
von  der  Sonne  und  dem  Mond  herrührenden  Präcessionen  mit  Einschluss  der  in 
§  546  erwähnten  von  /  cotg  6  abhängigen  Correction  dar. 

Was  femer  die  Nutationen  angeht,  so  sind  sie  so  klein ,  dass  die  Beträge,  die 
man  zu  '^  oder  ^^^  6  oder  0^  zu  addiren  hat,  einander  gleich  kommen.  Wir 
wollen  sie  W  bezügl.  0  nennen.    Dann  ist 

y  =  —  17",251  sin  ß  +  0",207  sin  2  Ä  —  1",269  sin  2  0 
—  0",204  sin  2])  +  0",069  sin  A^  +  0",128  sinu4, , 

9  ==  9",228  cos  Ä  —  0",090  cos  2Ä  +  0",ö51  cos  2  0  +  0",089  cos  2J). 

Stellt  die  in  der  Figur  punktirte  Linie  die  Mondbahn  dar,  ist  G  also  ihr  auf- 
steigender Knoten,  so  ist  Sl  =  GG  die  auf  der  wahren  Ekliptik  von  dem  wahren 
Frühlingsäquinoctium  aus  gemessene  Länge  von  G;  in  diesen  kleinen  Gliedern 
reicht  es  aber  aus,  wenn  man  Sl  als  die  Länge  des  mittleren  Knotens,  von  dem 
mittleren  Aequinoctium  aus  gemessen,  ansieht.  Ebenso  bedeuten  0  und  ])  die 
auf  der  beweglichen  Ekliptik  entweder  Ton  dem  wahren  oder  dem  mittleren  Aequi- 
noctium aus  gemessene  Länge  der  Sonne  und  des  Mondes.  Die  Symbole  A^  und 
A^  stellen  die  mittleren  Anomalien  der  Sonne  und  des  Mondes  in  ihren  elliptischen 

Bahnen  dar. 

Verschiedene  Glieder,  die  bei  der  früheren  Entwicklung  vernachlässigt  wurden, 
sind  hier  aufgeführt  worden,  um  die  relative  Grösse  des  Gliedes  klarer  hervor- 
treten zu  lassen. 

Der  Coefßcient  von  sin  A  in  dem  Ausdruck  für  W  heisst  die  Gonsta/nte  der 
Nutatian.  Er  stellt  den  GoefQcienten  von  amMKG  in  dem  Ausdruck  für  '^, 
§  545,  dar. 

Die  Glieder  in  ?und  O,  welche  sin  2  A  und  cos  252  enthalten,  wurden  in  §  545 
besprochen  und  dann  vernachlässigt.    Die  Glieder  mit  sin  20  und  cos  20  sind 
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die  Solarnutationen,  siehe  §  526.  Von  denjenigen  mit  sin  2  ])  und  cos  2  ])  war  in 
§  361  die  Rede  und  in  §  543  wurde  darauif  hingewiesen ,  dass  sie  in  der  Begel 
weggelassen  werden.  lieber  die  Yon  A^  und  Ä^  abhängigen  Glieder  sehe  man 
§528  nach. 

Die  Zahlenwerthe  der  Glieder  werden  von  den  verschiedenen  Autoren  ver- 
schieden angegeben,  doch  sind  die  Abweichungen  nicht  von  Bedeutung.  Wir 
sind  bei  unseren  Angaben  Serret,  Annales  de  VObservatiore,  Bd.  5,  1859,  gefolgt. 
Ein  anderes  Verzeichniss ,  das  von  dem  unsrigen  abweicht,  und  bei  welchem  die 
BessePschen  Constanten  benutzt  wurden,  wird  in  Main's  Astronotny  (1863)  ge- 
geben. Darin  wird  das  Jahr  1750  als  die  feste  Epoche  angenommen^  von  welcher 
aus  die  Zeit  gerechnet  wird. 

§  549.  Umgekehrt  kann  man  die  Ausdrücke  fär  die  luni- solare  Präcession 
und  -Nutation  dazu  benutzen,  um  sowohl  die  Masse  des  Mondes  aJs  den  Werth 
von  (C  —  A)/C  zu  bestimmen.  Setzt  man  für  die  beiden  störenden  Körper  die 
aus  der  Theorie  sich  ergebenden  CoefBcienten  der  Präcession  und  Nutation  ihren 
aus  den  Beobachtungen  entnommenen  Werthen  gleich,  so  erhält  man  zwei  Glei- 
chungen, welche  8^  und  5, ,  d.  h.  die  Werthe  von  S  für  die  Sonne  und  den  Mond 
enthalten  (§  529).  Da  die  Coef&cienten  dieser  Gleichungen  klein  sind,  so  kommt 
es  darauf  an,  sie  so  genau  wie  nur  möglich  zu  bestimmen.  Am  genauesten  ist 
vielleicht  Prof.  Hill  verfahren  (siehe  §  528).  Er  nimmt  den  Stru versehen  Werth 
für  die  PriUsession  und  den  Peters' sehen  fSr  die  Nutation  an  und  findet 

C— -4  M  1 

=  0,003272995, 


C  ' '      E-^M      82,31^' 

worin  E  und  M  die  Massen  der  Erde  und  des  Mondes  bezeichnen. 

§  550.  Die  Nutation  der  Erdaxe,  wenn  die  mittlere  Schiefe  Nnll  ist.  Wenn 
die  momentane  Schiefe  klein  ist,  kann  eine  sehr  geringe  Aenderung  der  Lage  des 
Aequators  seine  Durchschnittslinie  mit  der  Ekliptik  bedeutend  verrücken.  Es  ist 
dann  nicht  zu  empfehlen,  die  Winkel  von  dem  Frühlingstagundnachtgleichenpunkt 
aus  zu  messen.  GZ  sei  ein  Loth  auf  die  Ekliptik,  6r C7  die  Figurenaxe;  wir  haben 
die  kleinen  Schwingungen  von  GC  um  GZ  z\x  ermitteln.  GX,  GT  seien  in  der 
Ekliptik  festliegende  Axen  und  die  Länge  der  Sonne  werde  von  GX  aus  gemessen. 
(P,  Q,  1)  seien  die  Richtungscosinusse  von  G'  C  in  Bezug  auf  die  Axen  der  JX,  Y,  Z. 
Wir  brauchen  die  ganze  Entwicklung  nicht  Schritt  für  Schritt  vorzunehmen;  es 
reicht  hin,  wenn  wir  sagen,  dass  die  Bewegungsgleichungen,  aus  denen  sich  P 
und  Q  ergibt,  dieselbe  Gestalt  wie  in  §  15  haben.  Bedenkt  man,  dass  das  störende 
Paar  in  Folge  der  Anziehung  der  Sonne  gleich  —  3  x  (C  —  A)  sin  CS  •  cos  CSi  ist 

und  dass  seine  Axe  mit  GX  den  Winkel  l-\-'^yt  macht,  so  erhält  man 


8 


AQ^'^-CnP'  +  fQ f8m2l'P  +  fcoB2l-Q 


)• 


worin  /*  =  — ?i(C7 — A)  und  Z=sn  i  ist.    Die  kleinen  Glieder  fP  und  fQ  müssen 

bei  der  ersten  Annäherung  aus  dem  in  §  356  angegebenen  Grund  beibehalten 
werden.  Die  erste  Annäherung  erhält  man  aber,  wenn  man  die  rechte  Seite  weg- 
lässt  und 

P'^HcoBiQt+s),    Q^KsmiQt+s) 

setzt.  Man  kommt  dann  zu  der  quadratischen  Gleichung  Aq* — Cng  —  f^^Oy 
aus  der  sich  die  beiden  Werthe  von  q  nahezu  gleich  Cn/A  und  —  f/Cn  ergeben. 
Femer  ist  K^^^H.  Bezeichnet  man  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung mit  Q  und  q\  so  erhält  man  für  eine  zweite  Annäherung 
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P=jörco8(^«+8)  +  Xco8{(2n'— ^)e— €}+H'co8(^'e+0  +  ^'co8{(2«'— 9')e-8'}, 

Ö=H8in(9t+8)  +  X8in{(2n'— rt<— «}  +  -S^'8ia(9't+0+^'8iii{(2n'— 9')«-«'}, 
worin 

Z{^(2n'--p)«--Cw(2n'--rt  — n«X'{^(2n'— 9')"--C7n(2n'--9')--/'}  =  -ff/' 

ist.  Man  beachte,  dass  bei  kleinem  %  nicht  vorausgesetzt  wurde,  dass  Ä  und  C 
einander  nahezu  gleich  seien.  Denn  die  Art,  wie  die  Annäherung  gemacht  wurde, 
fordert  nur,  dass  X  und  X'  im  Vergleich  mit  H  klein  sein  müssen.  Dies  ist  aber 
der  Fall,  wenn  n'/n  klein  und  C/Ä  nicht  klein  ist,  oder,  wenn  n  »  0  und  C  nahezu 
gleich  Ä  ist. 

Poisson  legte  diesem  Problem  eine  solche  Bedeutung  bei,  dass  er,  soweit  es 
bekannt  ist,  zwei  Abhandlungen  über  dasselbe  schrieb.  Die  erste  wurde  in  der 
Connaissance  des  Tema  für  18S7  Teröffentlicht;  er  kritisirt  darin  eine  dynamische 
Untersuchung  von  Laplace  über  diesen  Gegenstand  in  der  Exposition  du  systkme 
du  monde,  Buch  4,  Kap.  13.  Nicht  lange  nachher  kommt  er  auf  dieselbe  Sache 
zurück  und  gibt  eine  neue  Lösung  in  Bd.  14  der  Memoires  de  VAcaäimie  des 
Sciences^  1838.  Er  bezieht  die  Bewegung  auf  ein  von  dem  unsrigen  verschiedenes 
Axensystem,  seine  Gleichungen  werden  aber  später  auf  eine  Form  reducirt,  welche 
der  obigen  ziemlich  ähnlich  ist.  Er  erhält  dann  eine  genaue  Lösung  der  Glei- 
chungen; für  unseren  gegenwärtigen  Zweck  reichen  die  hier  gegebenen  leicht  zu 
findenden  Aimäherungen  hin. 


Kapitel  XH. 

Die  Bewegung  des  Mondes  nm  seinen  Schwerpunkt. 

§  661.  In  der  Theorie  der  Piücession  und  Nutation  wird  die 
Erde  im  Allgemeinen  als  einaxiger  Körper  angesehen.  Diese  An- 
näherung ist  für  die  Erde  gross  genug,  denn,  wie  wir  in  §  638  ge- 
sehen haben,  wird  keine  wichtige  Bewegungserscheinung  durch  die 
kleinen  Unterschiede  verursacht,  die  thatsächlich  zwischen  den  Mo- 
menten für  die  im  Aequator  Liegenden  Axen  existiren.  Bei  dem  Mond 
dagegen  würden  wir  bei  einer  solchen  Annahme  einiger  der  inter- 
essantesten Eigenheiten  der  Bewegung  verlustig  gehen.  Ausserdem  sind 
aber  noch  andere  so  grosse  unterschiede  vorhanden,  dass  die  beiden 
Theorien  durchaus  voneinander  getrennt  werden  müssen. 

Im  Folgenden  ist  es  unsere  Aufgabe,  die  Art  zu  untersuchen,  auf 
welche  die  störenden  Kräfte  die  verschiedenen  Bewegungen  des  Mondes 
um  seinen  Schwerpunkt  beeinflussen.  Wir  wollen  daher,  anstatt  auf 
die  Erzielung  möglichst  genauer  arithmetischer  Resultate  auszugehen, 
unser  Problem  in  zwei  Theile  zerlegen.  Zunächst  werden  wir  annehmen, 
der  Mond  beschreibe  eine  Bahn,  die  nahezu  kreisförmig  ist,  in  einer 
Ebene,  die  mit  einer  der  Hauptebenen  für  seinen  Schwerpunkt  zusammen- 
fällt. Später  werden  wir  d^m  die  letztere  Einschränkung  fallen  lassen 
und  die  Wirkungen  der  Abweichung  der  Mondbahn  von  dem  Mond- 
äquator untersuchen. 

§  662.  Der  Mond  beschreibt  eine  Bahn  um  den  MitidpufM  der 
Erde,  die  nahem  Jcreisßrmig  ist.  Wenn  angenommen  wird,  die  Ebene 
der  Bahn  sei  eine  der  Hauptebenen  des  Mondes  für  seinen  Schwerpunkt, 
die  Bewegung  des  Mondes  um  seinen  Schwerpunkt  zu  finden. 

OÄ,  OB,  GC  seien  die  Hauptaxen  für  den  Schwerpunkt  G  des 
Mondes  und  G  C  stehe  senkrecht  auf  der  Ebene,  in  der  sich  G  bewegt. 
Ä,  B,  C  seien  die  Trägheitsmomente  für  GÄ,  GB  bez.  GC  und  M 
die  Masse  des  Mondes  und  accentuirte  Buchstaben  mögen  die  ent- 
sprechenden Ghrössen  für  die  Erde  bedeuten. 

0  sei  der  Mittelpunkt  der  Erde  und  Ox  die  An&ngslinie.  Es  sei 
OG  =  r,  GOx  =  6.  Wir  wollen  annehmen,  der  Mond  drehe  sich  um 
seine  Axe  GC  in  derselben  Richtung,  in  welcher  der  Schwerpunkt 
seine  Bahn  um  0  beschreibt  und  wollen  den  Winkel  OGÄ  =9  setzen. 
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Das  gegenseitige  Potential  der  Erde  und  des  Mondes  ist  nach  §  518 

«•I  O  j[*S  I 


2f' 


2r» 


Darin  ist  J=  J.  cos*9+ Bsin*  9  und  das  Moment  der  Kräfte, 
welche    den   Mond   um    GC   zu 
drehen  suchen,  daher 

^ |^(B-^)8in29>(l). 

Da  Ö+9  der  Winkel  ist,  den 
die  in  dem  Körper  festliegende 
Linie  GÄ  mit  der  im  Raum  fest- 
liegenden Ox  macht,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Bewegung  des  Mondes  O 
um  GG 

d^e   .   d*q>  3  Jkf'  JB  — ^   .    o 


dt 


dt' 


2    r' 


C 


(2). 


Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  des  Mondes  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  der  Erde  als  festen  Punkt  findet  man  in  der  Theorie  des 
Mondes  erklärt.     Dort  wird  gezeigt,  dass  man  r  und  0  in  der  Form 

r  =  c{l  +  X  cos(p^  +  a)  +  etc.}, 

JA 

—  =  n  +  /5^  +  Mp  cos  (p*  +  «)  +  etc. 

ausdrücken  kann,  worin  ßt  ein  kleines  Glied  ist,  welches  die  säculare 
Aenderung  der  Mondwinkelgeschwindigkeit  um  die  Erde  vorstellt  und 
eigentlich  das  erste  Glied  in  der  Entwicklung  eines  trigonometrischen 
Ausdruckes  ist. 

Substituirt  man  den  Werth  von  d0/dt  in  Gleichung  (2),  so  erhält 
man  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q> 

^^  —  iq^Bin2(p  —  ß  +  MpUm{pt  +  a)  +  eic.     -    (3), 


dt' 


2 


3  jg ^        ^t 

worin  der  Kürze  wegen  n*  -r-  — g —  =  ^  gesetzt  wurde. 

Nun  weiss  man  aus  der  Beobachtung,  dass  der  Mond  der  Erde 
immer  dieselbe  Seite  zuwendet,  dass  daher  unter  den  verschiedenen 
Bewegungen,  welche  aus  verschiedenen  Anfangsbedingungen  entstehen 
können,  diejenige,  welche  wir  zu  untersuchen  haben,  durch  ein  nahezu 
constantes  9  charakterisirt  wird.  Wir  nehmen  also  in  der  obigen 
Gleichung  an,  q>  sei  nahezu  constant;  aus  dem  Integral  lässt  sich  dann 
schliessen,  wie  weit  diese  Annahme  mit  irgend  welchen  gegebenen 
Anfangsbedingungen,  die  man  dem  Mond  beilegen  kann,  vereinbar  ist. 
Setzt  man  9>  =  9>o4'  9  >  worin  tp^  den  ganzen  constanten  Theil  von  tp 
enthält,  so  findet  man  leicht 
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-q^sm2g)Q  =  —  ß 

-^-  +  g*  cos  2€pQ€p'  =  Jfp*  sin  {pt  -f-  «)  +  etc. 
Löst  man  die  zweite  Gleichung  auf,  so  wird 
(p  =  ifsin  (qt  +  K)  +  (pQ  +  -^gtcoB2yo-P'  sin(i)^  +  a)  +  etc.     (5), 

worin  H  und  K  zwei  beliebige  Constante  sind,  deren  Werthe  von  den 
Anfangsbedingungen  abhängen.  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes 
um  seine  Axe  ist  mithin  durch  die  Formel 

|J+g=„+^<+fi-gcos(3<+Z)+Jlf^-f^g^^cos(p«+«)+etc.(6) 

gegeben. 

Bei  dieser  Entwicklung  kann  die  Axe  GÄ,  welche  mit  dem  nach 
der  Erde  gezogenen  Radiusvector  GO  den  Winkel  tp  einschliesst,  jede 
der  beiden  Hauptaxen  in  dem  Mondäquator  sein.  Nehmen  wir  als  GÄ  die 
Axe,  deren  mittlere  Lage  mit  dem  Radiusvector  GO  den  kleineren  Winkel 
bildet,  so  ist  die  Grösse  2q)Q  positiv.  Die  Grösse  q^  ist  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Axe  GÄ  die  Axe  des  kleinsten  oder  des  grössten 
Momentes  ist.     In  der  obigen  Lösung  wurde  q*  als  positiv  angenommen. 

Weim  q^  negativ  oder  Null  ist,  so  ändert  sich  der  Charakter  der 
Auflösung  der  Gl.  (3).  In  dem  ersten  Fall  enthält  der  Ausdruck  für 
9>  reelle  Exponentialgrössen.  Wenn  die  Anfangsbedingungen  so  genau 
abgepasst  wären,  dass  der  Coefficient  des  Gliedes,  welches  den  positiven 
Exponenten  enthält,  Null  ist,  so  würde  der  Werth  von  <p'  immer  noch 
klein  sein.  Diese  Bewegung  wäre  aber  unstabil;  die  kleinsten  Störungen 
würden  die  Werthe  der  willkürlichen  Constanten  ändern,  und  fp'  würde 
gross  werden.  Auch  wenn  man  die  Lösimg  q^=0  untersucht,  erkennt 
man  leicht,  dass  tp'  nicht  klein  bleiben  kann.  Die  Complementärfunction 
würde  die  Gestalt  Ht  -}-  K  annehmen  imd  eine  kleine  Störung  kann 
wie  zuvor  9'  gross  machen.  Daraus  folgt  also,  dass  von  den  beiden 
Axen  GÄy  GB  des  Mondes,  die  Axe  des  kleinsten  Momentes  der  Erde 
mehr  zugewendet  ist,  als  die  andre  und  dass  die  beiden  Hauptmomente 
nicht  gleich  sind. 

Soll  der  Ausdruck  (5)  für  9?  die  thatsächliche  Bewegung  darstellen, 
so  ist  dazu  nothwendig  und  ausreichend,  wenn  das  aus  den  Anfangs- 
bedingungen ermittelte  H  sich  als  klein  erweist.  Durch  Differentiation 
ergibt  sich,  dass  Hq  eine  kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung, 
wie  d(p/dtj  ist.  H  ist  mithin  klein,  wenn  in  jedem  Moment  die 
Winkelgeschwindigkeit,  nämlich  dd/dt  -^  d(p/dty  des  Mondes  um  GG 
der  Winkelgeschwindigkeit,  nämlich  dd/dt^  seines  Schwerpunktes  um 
die  Erde  so  nahezu  gleichkommt,  dass  das  Yerhältniss  ihrer  Differenz 
zu  q  sehr  klein  ist. 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  ist  ersichtlich,  dass  die  Grösse 
des   Constanten  Theiles   fp^  des  Winkels,   den   die  Axe   des  kleinsten 
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Momentes  in  dem  Mondäquator  mit  dem  nach  der  Erde  gezogenen 
Rad^svector  macht,  von  dem  Verhältniss  2/3/g*  abhängt.  Der  Werth 
von  ß  wird  in  der  Theorie  des  Mondes  ermittelt  und  ist  bekanntlich 
ausserordentlich  klein.  Er  stellt  eine  Vermehrung  in  der  Winkel- 
geschwindigkeit des  Mondes  in  seiner  Bahn  um  die  Erde  von  etwa 
25  Secunden  in  jedem  Jahrhundert  dar.  Der  Zahlenwerth  von  q^  hängt 
von  der  Structur  des  Mondes  ab  und  ist  nicht  genau  bekaimt.  Sein 
Werth  lässt  sich  nur  derart  ermitteln,  dass  man  die  Resultate  dieser 
oder  einer  andern  Untersuchung  mit  den  durch  Beobachtungen  ge- 
fundenen vergleicht.  Es  wird  gleich  gezeigt  werden,  dass  nach  Nicollet 
3  (B  —  Ä)/C  =  0,00167  ist.  Dieser  Werth  würde  q>Q  so  klein  machen, 
dass  es  überhaupt  nicht  abzuschätzen  ist. 

Die  erste  der  Gleichungen  (4)  zeigt,  dass  2/3  kleiner  als  q^  sein 
muss,  der  Mond  sich  also  nur  dann  so  bewegen  kann,  dass  er  der  Erde 
immer  dieselbe  Seite  zudreht,  wenn  die  Trägheitsmomente  J.  und  £  in  dem 
Mond  hinreichend  ungleich  sind,  um  dieser  Bedingung  genügen  zu  können. 

Wenn  wir  nach  der  physikalischen  Ursache  des  Unterschiedes 
zwischen  den  Trägheitsmomenten  für  die  beiden  Hauptaxen  im  Mond- 
äquator forschen,  so  denken  wir  natürlich  an  die  Anziehung,  welche 
die  Erde  auf  diesen  Körper  ausübt.  Diese  Anziehung  hatte  in  der 
Vergangenheit  oder  hat  in  der  Gegenwart  das  Bestreben,  den  nach  der 
Erde  gerichteten  Durchmesser  zu  verlängern.  Laplace  hat  unter  den 
Annahmen,  die  gewöhnlich  in  der  Theorie  der  Gestalt  der  Erde  gemacht 
werden,  versucht,  daraus  den  Werth  von  q^  abzuleiten.  Hier  interessirt 
uns  nur  das  Resultat,  dass  das  Verhältniss  2ß/q^  so  klein  ist,  dass 
man  sein  Quadrat  vernachlässigen  kann.  Nimmt  man  dies  an,  so  ergibt 
sich  auch  hier  wieder,  dass  auch  tp^  sehr  klein  sein  muss.  Daraus  folgt 
auch,  dass  man,  in  den  Gleichimgen  (5)  und  (6),  —  ß/q^  anstatt  g)^  und 
die  Einheit  für  cos  2(pQ  setzen  kann. 

Wenn  man  daher  voraussetzt^  der  Mond  bewege  sich  in  eincfn  Augen- 
blick sOy  dass  die  Axe  seines  Tdeinsten  Momentes  nach  der  Erde  gerichtet  ist 
und  dass  seine  Winkelgeschwindigkeit  um  seine  Botationsaooe  nahezu  der 
seines  Schwerpunktes  um  die  Erde  gleichkommt,  so  behält  die  Axe  des 
Ideinsten  Momentes  beständig  ihre  fast  genau  nach  der  Erde  gehende 
Bichtung  bei.  Die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  um  seine 
Axe  wird  sofort  der  seines  Schwerpunktes  um  die  Erde  gleich  und  nimmt 
an  allen  ihren  säcuiaren  Aenderu/ngen  Theü,  Dies  ist  das  Laplace'sche 
Theorem.  Es  zeigt,  dass  der  gegenwärtige  Bewegungszustand  des  Mondes 
stabil  ist,  erklärt  aber  nicht,  warum  die  Winkelgeschwindigkeit  um 
die  Axe  so  nahezu  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Erde  gleich  wurde. 

§  668.  Der  Satz,  dass  der  Mond  immer  dieselbe  Seite  der  Erde  zuwende, 
bedarf  gewisser  Einschränkungen.  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  um 
seine  Axe  ist  nahezu  gleichförmig,  diejenige  dagegen  in  seiner  Bahn  um  die  Erde 
ist  nicht  constant;  daraus  entsteht  eine  Ungleichheit  oder  Libration  in  der  Länge, 
welche   bis    auf   sechs  Grade  steigen  kann.     Femer  steht  die  Rotationsaxe  des 
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Mondes  auf  der  Ebene  seiner  Bahn  nicht  genau  senkrecht;  es  gibt  ^so  auch  eine 
Libration  in  der  Breite.  Schliesslich  existirt,  weil  der  Beobachter  nicht  in  dem 
Mittelpunkt  der  Erde  steht,  eine  tägliche  Libration,  die  von  der  ParaUaxf  her- 
rührt und  nahezu  einen  Grad  betragen  kann.  Sie  heisst  die  scheinbare  oder 
geometrische  Libration.  Hat  man  sie  alle  in  Rechnung  gezogen,  so  bleibt  noch 
eine  thatsächliche  Libration  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  um  seine 
Aze  übrig;  diese  letztere  Ungleichheit  oder  Libration  wollen  wir  hier  untersuchen. 

§  554.  Wenn  die  Länge  des  Mittelpunktes  des  Mondes,  von  dem  Centrum 
der  Erde  aus  gesehen, 

e  =  dl  +  M  sixL(pt  +  a)  +  etc. 

ist,  worin  6^  ^^  nt  -{-  ^  ß^^  "i"  ^  gesetzt  werden  muss,  so  ist  die  Länge  eines 
Fleckes  auf  dem  Mond,  Ton  dem  Centrum  des  Mondes  gesehen  und  von  dem 
Frühlingstagundnachtgleichenpunkt  aus  gemessen, 

L=:^l  +  n  +  e^  +  HBm{qt  +  K)+    ,_^  , Bm(pt+a)  +  etc. , 

worin  l  eine  Constante  bedeutet.  Ein  Mondmeridian,  dessen  Länge  durch  diesen 
Ausdruck  gegeben  ist,  liegt  auf  dem  Mond  fest  und  bewegt  sich  mit  ihm.  Der 
specielle  Meridian,  dessen  Länge  durch  diesen  Ausdruck,  wenn  man  l  weglässt, 
bestimmt  wird,  heisst  der  erste  Meridian  und  l  ist  die  Länge  des  betrachteten 
Fleckes  auf  dem  Mond,  von  dem  ersten  Meridian  aus  gemessen.  Wenn  man  die 
periodischen  Glieder  in  dem  Ausdruck  für  L  als  nahezu  unmerklich  weglässt, 
so  wird  der  erste  Meridian  durch  die  Länge  L^^^n-^-O^  definirt  und  dieser 
Meridian  halbirt  die  sichtbare  Scheibe  des  Mondes,  wenn  man  voraussetzt,  der 
Mond  bewege  sich  in  der  Ekliptik  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n-\-  ßt  um  die 
Erde,  rotire  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  zur  Ekliptik  senkrechte 
Aze  und  werde  von. dem  Mittelpunkt  der  Erde  aus  beobachtet. 

§  555.  Um  die  Zahlenwerthe  der  CoefEcienten  der  periodischen  Glieder  in 
dem  Ausdruck  für  L  bestimmen  zu  können,  muss  man  die  Schwingungen  eines 
passend  gelegenen  Fleckes  auf  der  sichtbaren  Scheibe  des  Mondes  beobachten. 
Bouvard  mass  den  Unterschied  zwischen  der  geraden  Aufsteigung  (Bectascension) 
und  Declination  des  Fleckes  Manilius  und  der  des  glänzenden  Bandes  oder  Saumes 
des  Mondes.  Zieht  man  sie  von  dem  berechneten  halben  Diameter  des  Mondes 
ab,  so  sind  die  Coordinaten  des  Fleckes  in  Bezug  auf  das  Centrum  der  sichtbaren 
Scheibe  bekannt.  Eine  grosse  Anzahl  astronomischer  Correctionen  ist  dann  vor- 
zunehmen und  das  Resultat  auf  den  Mittelpunkt  des  Mondes  als  Ausgangspunkt 
zu  beziehen.  Schliesslich  wird  die  Länge  des  Fleckes  auf  der  Ekliptik  vom 
Frühlingsäquinoctium  aus  bis  zu  dem  absteigenden  Knoten  des  Mondäquators  und 
dann  in  der  Richtung  dieses  Aequators  gemessen. 

Dadurch,  dass  man  nun  die  Längen  eines  Fleckes  auf  dem  Mond  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  beobachtet  und  die  so  gefundenen  den  aus  der  Theorie  abgeleiteten 
Resultaten  gleich  setzt,  erhält  man  eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Werthe  irgend  welcher  in  der  Theorie  unbekannter  Constanten. 
Auf  diese  Art  kann  man  den  Versuch  machen,  den  Werth  von  (B  —  Ä)/C  zu 
entdecken.  Die  Beobachtungen  von  Bouvard  und  Nicollet  zeigen  jedoch,  dass 
der  Betrag  der  wahren  Libration  so  klein  ist,  dass  er  fast  nicht  zu  bemerken  ist. 
Der  Ausschlag  der  Schwingung  nach  jeder  Seite  der  mittleren  Lage  ist  in  Mond- 
länge  etwa  4' 45"  oder  285". 

Könnte  man  das  Glied  Hq^  cos  {qt  -\-  K)  durch  Beobachtungen  finden,  so 
Hesse  sich  der  Werth  von  {B  —  'ä)/C  aus  seiner  Periode  ableiten.  Unter  den 
Übrigen  Gliedern  des  Ausdruckes  für  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  um 
seine  Axe  sind  diejenigen  am  besten  zur  Ermittelung  des  Werthes  von  q  geeignet, 
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welche  die  grOssten  Coefficienten  haben,  d.  h.,  in  denen  entweder  der  Zähler  M 
möglichst  gross  oder  der  Nenner  q^  —  p^  möglichst  klein  ist.  Das  Glied,  welches 
das  grösste  M  besitzt^  ist  die  elliptische  Ungleichheit  und  Laplace  hat  gezeigt, 
dass  es  durch  Beobachtung  gefunden  werden  könne,  wenn  {B — A)IC  die  Grösse  0,03 
erreichte.  Das  Glied  mit  dem  kleinsten  Werth  von  p  ist  die  jährliche  Gleichung 
und  hier  ist  n/p  »  13,36,  itf »  —  669".  Schreibt  man  die  Variation  der  Flecken 
nur  dieser  Ungleichheit  allein  zu,  so  wird  Mq*/{p*  —  9*) «»  286,  woraus  sich  leicht 
(B  —  A)/C-=  0,00067  ergibt. 

Der  Fleck  ManiHus  wurde  zuerst  gewählt,  weil  er  sowohl  klar  als  nicht  weit 
von  dem  Mittelpunkt  der  sichtbaren  Scheibe  entfernt  ist  und  wurde  von  Bouvardin 
Paris  bei  jeder  günstigen  Gelegenheit  während  der  vier  Jahre  1806 — 1810  beobachtet. 
Diese  Messungen  wurden  Ton  NicoUet  reducirt  und  besprochen  und  seine  Resultate 
1820  in  der  Cannaissance  des  Tema  für  das  Jahr  1822  veröffentlicht.  (}egen  die  Wahl 
des  Manilius  erhoben  später  Beer  und  Mädlcr  Einwände,  weil  er  je  nach  der 
Art  der  Beleuchtung  verschieden  aussieht;  sie  schlugen  vor,  den  Krater  Moesting  A 
zu  wählen,  den  Web b  in  seinen  celestidl  öbjecta  als  klein  und  sehr  hell  beschreibt. 
Diesen  Fleck  hat  dann  H.  Schlüter  unter  der  Oberleitung  BesseTs  in  Königs- 
berg während  zwei  und  einem  halben  Jahr  1841 — 43  beobachtet.  Die  Beobachtungen 
wurden  später  von  T.  Franz  in  Bd.  38  der  Königsberger  Beobachtungen,  1889 
besprochen;  Wich  mann  setzte  sie  im  Jahr  1845  fort,  Astr.  Nachr.  Nr.  619,  etc., 
1847.  Im  Jahr  1878  stellte  Hartwig  42  weitere  Gruppen  von  Beobachtungen  an 
demselben  Krater  in  Strassburg  an.  Zuletzt  leitete  in  0:dbrd  etwa  1880  Pritchard 
die  Mondlibration  aus  den  Abmessungen  zweier  Flecken  auf  einer  Reihe  von 
Mondphotographien  ab.  Der  eine  von  ihnen  war  der  Fleck  Triesnecker  B,  den 
Mädler  1837  als  Ersatz  fOr  den  glänzenden  Rand  bei  gewissen  Mondbeobachtungen 
vorgeschlagen  hatte. 

§  656.  Die  Bewegiug  des  Sehwerpnnktes  des  Mondes.  Man  kann  auch  aus 
dem  Potential  in  §  652  die  Krafbcomponenten  parallel  und  senkrecht  zum  Radius 
ableiten,  welche  an  dem  Schwerpunkt  des  Mondes  in  Folge  der  gegenseitigen  An- 
ziehung der  Erde  und  des  Mondes  angreifen.  Da  die  Hauptmomente  des  Mondes 
nahezu  gleich  sind  und  seine  lineare  Grösse  im  Vergleich  mit  seinem  Abstand 
von  der  Erde  klein  ist,  so  bleiben  diese  Kräfte  nahezu  dieselben,  wenn  man  die 
Masse  des  Mondes  in  seinem  Schwerpunkt  vereinigt.  Die  bei  dieser  Annahme 
vernachlässigte  Wirkung  der  kleinen  Kräfte  ist  unbedeutend  im  Vergleich  mit 
der  der  übrigen  am  Schwerpunkt  des  Mondes  angreifenden  Kräfte.  Die  Bewegung 
dieses  Schwerpunktes  bleibt  daher  nahezu  die  gleiche,  wenn  man  seine  ganze 
Masse  in  seinen  Schwerpunkt  vereinigt. 

Beisp.  Der  Schwerpunkt  G  eines  starren  Körpers  beschreibt  eine  nahezu 
kreisförmige  Bahn  um  das  sehr  entfernte  Centrum  einer  Kraft  0,  welche  nach 
dem  Newton 'sehen  Gesetz  anzieht  und  in  einer  der  durch  G  gehenden  Haupt- 
ebenen liegt.  Wenn  r  =  c(l  +  ^),  Ö««n*  +  n'^  die  Polarcoordinaten  von  G  in 
Bezug  auf  0  sind,  zu  zeigen,  dass  die  Bewegungsgleichungen 

^do   ,  d*ib       8         .    ^ 


lauten,  worin 


ist. 


dt   '    dt^       « 
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Man  beachte,  dass  die  Werthe  von  y  und  y'  viel  kleiner  als  der  von  q^  sind 
und  daher  bei  einer  ersten  Annäherung  weggelassen  werden  könnten. 

Wenn  der  Körper  dem  Kräftecentrum  immer  dieselbe  Seite  zuwendet,  wie  dies 
der  Mond  gegen  die  Erde  thut,  9  also  nahezu  constant  und  klein  ist,  zu  zeigen, 
dass  es  zwei  kleine  Ungleichheiten  in  demWerth  von  9  von  der  Form  lt%\SL{jpt-\-oC) 
gibt,  worin  |)  durch  die  Gleichung 

(p«  -  n«)  (p*  -  a«)  -  Zn't  (1)'  +  8n»)  -  0 

bestimmt  wird  und  die  eine  Periode  nahezu  der  des  Körpers  um  das  Kraftcentrum 
gleich  kommt  und  die  andere  Periode  sehr  lang  ist. 

Wenn  sich  der  Körper,  wie  die  Erde,  nahezu  gleichförmig  um  seine  Axe  GG 
dreht,  und  nicht  immer  dieselbe  Seite  seinem  Krafbcentrum  zukehrt,  9  also  etwa 
gleich  fCt-\-^  ist,  zu  zeigen,  dass  es  zwei  kleine  Ungleichheiten  in  dem  Werth 
von  9  gibt,  und  dass  fflr  die  eine  |>  =  w,  für  die  andere  j)  =  2n'  ist. 

§  557.  Beispiele.  Beisp.  1.  Man  zeige,  dass  der  Mond  immer  nahezu  die- 
selbe Seite  dengenigen  Brennpunkt  seiner  Bahn  zuwendet,  in  welchem  die  Erde 
nicht  liegt.  [Smith' s  Trice^ 

Beisp.  2.  Wenn  der  Schwerpunkt  Q  des  Mondes  gezwungen  wird,  einen 
Ejreis  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  n  um  das  feste  Centrum  0  einer 
Kraft  zu  beschreiben,  die  nach  dem  Newton 'sehen  Gesetz  anzieht,  zu  zeigen, 
dass  die  Axe  GA  des  Mondes  auf  beiden  Seiten  von  GO  Schwingungen  ausfuhrt 
oder  vollständige  Umdrehungen  in  Bezug  auf  G  0  macht,  je  nachdem  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Mondes  um  seine  Axe  in  dem  Moment,  in  welchem  GA  und 
GO  der  Richtung  nach  zusammenfallen,  kleiner  oder  grösser  als  n-f-^  ist,  worin  q 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  §552  hat.    Man  ermittle  auch  die  Grösse  der  Schwingungen. 

Beisp.  3.  Ein  Massenpunkt  m  bewegt  sich  ohne  Druck  auf  einem  glatten 
kreisförmigen  Bing  von  der  Masse  M  mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  unter 
der  Wirkung  einer  Centralkrafb,  die  in  dem  Mittelpunkt  des  Drahtes  sitzt  und 
nach  dem  New  tonischen  Gesetz  anzieht.   Man  zeige,  dass  dieses  Bewegungssystem 

stabil  ist,  wenn  -zrz.  >      *"      ^     ist.    Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Störung  dem 

Massenpunkt  oder  dem  Draht  gegeben  wird  und  das  Ki^ftecentrum  im  Baum  fest 
liegen  bleibt. 

Beisp.  4.  Ein  gleichförmiger  Bing  von  der  Masse  M  und  sehr  kleinem 
Querschnitt  trägt  auf  einem  Punkt  seines  Umfanges  einen  schweren  materiellen 
Punkt  von  der  Masse  m  und  das  Ganze  befindet  sich  in  gleichförmiger  Bewegung 
um  das  Gentrum  einer  Kraft,  welche  nach  dem  Newton'schen  Gesetz  anzieht. 
Man  zeige,  dass  die  Bewegung  nur  dann  stabil  sein  kann,  wenn  mKJd-^m) 
zwischen  0,815865  und  0,8279  liegt. 

Aus  diesem  Beispiel  ergibt  sich,  (1)  dass  ein  Bing,  wie  der  des  Saturn, 
welcher  sich  um  ein  Kräftecentrum  bewegt,  keine  stabile  Lage  haben  kann,  wenn 
er  gleichförmig  ist  und  (2)  dass,  wenn  das  Gewicht  des  Binges  ausgeglichen 
werden  soll,  um  die  Bewegung  stationär  zu  machen,  dies  sehr  sorg^tig  geschehen 
muss.  Eine  auch  nur  geringe  Aenderung  in  der  Vertheilung  des  Gewichtes  ver- 
wandelt die  stabile  Combination  in  eine  unstabile.  Das  Beispiel  ist  Prof.  Maxwell's 
Essay  on  Satfwm's  Bings  entnommen. 

Beisp.  5.  Der  Schwerpunkt  eines  Körpers,  der  die  Masse-  M  hat  und  bez. 
der  xy-Ehene  symmetrisch  liegt,  ist  G,  und  0  ein  solcher  Punkt,  dass  die 
resultirende  Attraction  des  Körpers  auf  0  die  Bichtung  der  Linie  G  0  hat.  Wird 
nun  der  Körper  in  eine  solche  Lage  gebracht,  dass  0  mit  einem  festliegenden 
Kräftecentrum  S  zusammenfällt,  und  dann  um  eine  durch  0  gehende,  auf  der 
xy 'Ebene  senkrecht  stehende  Axe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  09  in  Botation 
gesetzt,  so  dreht  sich  (r,  wenn  die  Bewegung  ungestört  bleibt,  gleichmässig  in 
einem  Kreis  herum,  und  wendet  dabei  0  immer  dieselbe  Seite  zu,  vorausgesetzt, 
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dass  Mam^  der  resultirenden  Attractioxi  in  der  Bichtung  GO  gleich  kommt,  worin 
a  den  Abstand  G  0  bedeutet.  Man  soll  die  Bedingungen  bestimmen,  unter  denen 
die  Bewegung  stabil  ist. 

Wird  die  Bewegung  gestört,  so  fällt  0  nicht  mehr  mit  dem  Centrum  j8^  der  Kraft 
zusammen.  Man  wähle  dann  zwei  aufeinander  senkrechte  Gerade,  die  sich  gleich- 
förmig um  S  als  Goordinatenanfang  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  drehen,  als 
Coordinatenaxen  und  x  sei  Anfangs  parallel  zu  OG.  {x,  y)  seien  die  Goordinaten 
von  0,  9  der  Winkel,  den  OG  mit  der  a:-Aze  macht;  x,  y,  q>  sind  dann  klein. 
V  sei  das  Potential  des  Körpers  für  0  und  d^V/dx*  ^  a,  d^V/dxdy  ^  y, 
d^V/dy^  =  ß,  8  sei  der  Betrag  an  Materie  in  dem  Kräitecentrum.  Die  Bewegungs- 
gleichungen eines  Massenpunktes  in  Bezug  auf  Azen,  die  sich  in  einer  Ebene  um 
einen  festen  Goordinatenanfang  bewegen,  wurden  in  Bd.  1  gegeben.  Man  kann 
sie  auch  aus  den  §§  4  und  5  dieses  Bandes  ableiten,  indem  man  0|  «»0  und 
0,  SB  0  setzt.    Auf  diese  Art  reduciren  sich  die  Bewegungsgleichnngen  Ton  G  auf 

und  die  Gleichung  f&r  die  Winkelbewegungsgrösse  um  j8^  führt  zu 

worin  k  der  Trägheitsradius  des  Körpers  für  0  ist.  Combinirt  man  diese  Glei- 
chungen in  Form  einer  Determinante  und  reducirt,  so  ergibt  sich  die  Differential- 
gleichung fOr  I,  7j  oder  9  in  der  Form 

Stabilität  besteht  nur  dann,  wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  reell  und 
negatiy  sind.  Ä,  B^  C  müssen  mithin  dasselbe  Vorzeichen  haben  und  B*  muss 
grösser  als  4^1  C7  sein.  Dieser  Satz  rührt  von  Lord  Kelvin  her  und  findet  sich 
in  Prof.  MazwelTs  Essay  an  Satum^s  Bings, 

§  558.  Das  Cassini'selie  Theorem  über  den  Mondäquator.  Ehe  wir  zu  der 
theoretischen  Discussion  dieses  Problems  übergehen,  wollen  wir  die  wichtigsten 
Resultate,  zu  denen  man  bisher  gekommen  ist,  vorher  angeben.  Wir  haben  es 
mit  drei  Ebenen  zu  thun,  nämlich  (1)  der  Ebene  der  Mondbahn  um  die  Erde 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Ebene  der  Erdbahn,  wie  sie  vom  Mond  aus 
gesehen  wird;  (2)  der  durch  den  Mittelpimkt  des  Mondes  parallel  zur  Ekliptik 
d.  h.  zur  Ebene  der  Erdbahn  um  die  Sonne  gelegten  Ebene;  (3)  der  Ebene  des 
Mondäquators.  Die  letztere  steht  senkrecht  auf  derjenigen  Figurenaxe,  die 
am  meisten  nahezu  mit  der  Botationsaxe  zusammenfällt.  Gassini  hat  nun  ent- 
deckt, dass  diese  drei  Ebenen  sich  sämmtlich  in  derselben  Geraden  schneiden, 
die  Ebene  des  Mondäquators  also  der  Ebene  der  Mondbahn  bei  ihrem  Bück- 
schreiten auf  der  Ekliptik  folgen  muss.  Er  entdeckte  femer,  dass  die  der  Ekliptik 
parallele  Ebene  stets  etoischen  den  beiden  anderen  Ebenen  liegt,  M&moires  de 
VAcadimie  des  Sciences,  Bd.  8.  Diese  Resultate  wurden  später  von  T.  Mayer 
bestätigt,  der  eine  Reihe  von  Beobachtungen  an  den  Flecken  des  Mondes  in  den 
Jahren  1748  und  1749  anstellte.  Er  corrigirte  auch  die  von  Gassini  angegebenen 
Neigungen  der  drei  Ebenen.  In  der  Folge  fand  auch  Lalandedie  Gassini^schen 
Theoreme  beseitigt,  siehe  die  Mimoires  de  VÄcad^ie  des  Sciences,  1764. 

Diese  Beziehungen  zwischen  den  drei  Ebenen  sind  so  interessant  und  ausser- 
ordentlich, dass  man  bald  nach  einer  theoretischen  Erklärung  suchte.  D'Alembert 
war  1754  der  Erste,   der  den  Versuch  machte.     Seine  Resultate  waren  jedoch 

BoQth,  Dyiuunik.  n.  27 
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nichts  weniger,  wie  ToUst&ndig.  Die  Academie  der  Wissenschaften  bot  ihren 
Preis  von  1764  fär  eine  Tollstftndige  Theorie  der  Mondlibration  an.  Er  wurde  Ton 
Lagrange  gewonnen,  welcher  1780  bewies,  dass,  wenn  die  drei  Ebenen  ursprung- 
lich zusammenfallen,  die  Anziehung  der  Erde  auf  den  Mond  das  Zusammenfallen 
aufrecht  erhält;  Mimoires  de  Berlin,  1780.  Laplace  zeigte  femer,  dass  diese  Theo- 
reme weder  durch  die  säcularen  Ungleichheiten  der  mitteren  Bewegung  des  Mondes, 
noch  durch  die  säcularen  Aenderungen  der  Ekliptik  beeinflusst  werden.  Auch 
Poisson  bescbAftigte  sich  mit  der  Lagrange'schen  Theorie;  er.  dehnte  sie  aus 
und  entdeckte  einige  neue  Ungleichheiten  in  der  Bewegung.  Man  findet  diese 
Besultate  in  der  Cannaissance  des  Tema  von  1821. 

Die  Untersuchungen  sind  von  späteren  Astronomen  fortgesetzt  worden;  doch 
würde  uns  hier  eine  ausführliche  Darstellung  der  Geschichte  des  Problems  zu 
weit  fähren.  Wir  können  lediglich  auf  die  kurze  Skizze  in  §  555  verweisen 
und  bemerken  nur,  dass  die  von  den  Astronomen  angegebene  Neigung  des  Mond- 
äquators  gegen  die  Ekliptik  zwischen  1^  28'  45"  und  1®  36'  84''  liegt,  während 
die  physikalische  Libration  verschieden  von  200"  bis  350"  geschätzt  wird.  Ge- 
naueres findet  der  Leser  in  Grant's  History  of  physiccd  ctstranomy,  1852,  der 
ConnoMSCMce  des  Tema  von  1822  und  den  MorMy  NoUces  of  the  ABtroncmiecd 
Society  von  1881  imd  1890. 

§  559.  Theoretisehe  Untersnehiuig  des  Cassini'schen  Theorems.  Die  Be- 
wegung eines  starren  Körpers  um  ein  entferntes  Eräftecentrum  ist  unter  der  An- 
nahme untersucht  worden,  dass  sie  durchaus  in  einer  Ebene  stattfindet.  Aus 
Gleichung  (2),  §  552  ist  ersichtlich,  dass  dieBewegwng  stationär  ist,  wenn  der  Schwer- 
punkt eine  kreisförmige  Bahn  beschreibt  und  eine  Hauptaxe  des  starren  Körpers 
immer  die  Richtung  nach  dem  Kräftecentrum  hat.  Die  frühere  Untersuchung 
zeigt  auch,  dass  diese  Betoegung  für  alle  Störungen  stabil  ist,  welche  die  Ebene 
der  Bewegung  nicht  ändern,  vorausgesetzt,  dass  das  Trägheitsmoment  fOr  die 
nach  dem  Kräftecentrum  gerichtete  Hauptaxe  kleiner  ist,  als  das  Trägheitsmoment 
fCir  die  andre  in  der  Bewegungsebene  liegende  Hauptaxe.  Es  erübrigt  uns  noch, 
die  Wirkung  dieser  Störungen  in  dem  allgemeineren  Fall  zu  bestimmen,  in  welchem 
die  Bewegung  in  einem  Baum  von  drei  Dimensionen  vor  sich  geht. 

Die  Aufstellung  des  Problems.  Dem  Problem,  das  wir  zu  betrachten  haben, 
lässt  sich  die  folgende  Fassung  geben.  Der  Mond  dreht  sich  um  seinen  Schwer- 
punkt G  und  steht  unter  der  Wirkung  eines  Kraftcentrums  E,  welches  sich  auf 
gegebene  Weise  bewegt.  Die  Momentanaxe  fällt  nahezu  mit  einer^  Hauptaxe  GC 
zusammen  und  steht  nahezu  auf  der  Ebene  der  Ekliptik  senkrecht.  Die  mittlere 
Winkelgeschwindigkeit  ist  derjenigen  von  E  um  G  gleich,  die  eine  Hauptaxe 
GA  ist  daher  nahezu  nach  E  hin  gerichtet.  Das  Kräftecentrum  E  bewegt  sich 
auf  nahezu  kreisförmiger  Bahn  in  einer  Ebene,  die  fast  genau  senkrecht  auf  GC 
steht.  Diese  Ebene  hat,  wie  bekannt,  eine  langsame  Bewegung  im  Baum,  in  Folge 
deren  das  Loth  GM  auf  ihre  momentane  Lage  einen  Kegel,  mit  einem  kleinen 
Winkel  an  der  Spitze,  um  das  Loth  GZ  auf  die  Ekliptik  beschreibt.  Die  beiden 
Lothe  GM  und  GZ  haben  eine  nahezu  constante  Neigung  von  ungefähr  5^8' 
gegeneinander.  Die  Bewegung  der  Normalen  GM  um  GZ  ist  nahezu  gleich- 
förmig und  eine  vollständige  Umdrehung  findet  in  etwa  18  Jahren  7  Monaten 
statt.  Die  Knoten  der  Bahn  von  JE?  um  ^  schreiten  daher  auf  der  Ekliptik  mit 
einer  Geschwindigkeit  rückwärts,  welche  ungefähr  der  1/250  te  Theil  der  Winkel- 
geschwindigkeit von  E  um  G  ist. 

Ehe  wir  weiter  fortfahren,  wird  es  sich  empfehlen,  die  Zahlengrössen  einiger 
der  kleinen  Glieder  anzugeben.  Die  Bichtungscosinusse  von  E  seien  X,  (i,  v.  Die 
Neigungen  des  Mondäquators  und  der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptik  sind  aber  1\^ 
bezüglich  5^    Der  grösste  Werth,  den  v  annehmen  kann^  beträgt  mithin  sin  6^^ 

also  ungefähr  ~ .    Aus  §  552  ergibt  sich,  dass  der  mittlere  Werth  von  f»  Null  ist, 
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w&hrend   die  libration  in  der  Länge  etwa  4  oder  6  Minnten  ausmacht.     Der 
grösste  Werth  von  fi  wird  danach  |»  =  sin  6'  =  -^^  •    Es  folgt  dann  ^  =  1  —  -55;  • 


700 

1 


Also  ist  p^  +  g* 


1 

1500 


800 

und 


Femer  ist  nahezu  r  —  cosCZ— sC08l^*=  1 — 

der  grOsste  Werth  von  p  oder  q  ungefähr  ^-    Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die 


40 


Grösse  der  kleinen  Glieder,   die  in  der  folgenden  Untersuchung  T^machlässigt 
werden,  richtig  abzuschätzen. 

Die  Figur  ist  so  gezeichnet,  dass  die  Richtungscosinusse  (1,  fi,  v)  und  (p,  9,  r) 
positiy  sind.  Die  Pole  C,  Z^  M  befinden  sich  in  Wirklichkeit  auf  einem  grOssten 
Kreis  und  Z  liegt  zwischen  C  und  M. 

§  660.  Es  wird  offenbar  am  vortheilhaftesten  sein,  die  Bewegung  auf  Axen 
GX,  GT,  GZ  zu  beziehen,  die  im  Baum  festliegen  und  von  denen  GZ  auf  der 
Ekliptik  senkrecht  steht.    GA^  GB,  GC  seien  die  Hauptaxen  des  Mondes  für  den 


Schwerpunkt  G  und  (p,  g,  r)  die  Richtungscosinusse  Ton  GZ  m  Bezug  auf  die 
Coordinatenaxen  GA^GB^GG.  Nach  §  18  ist  alsdann,  weil  (7 Z  im  Raum  festliegt 

p'— «,g  +  a,r=:0,    2'  — a^r  +  Ojp  —  O,    r'  —  m^p  +  at^q^O      .    (I), 

worin  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben. 

G^C  sei  die  Rotationsaxe  des  Mondes  und  wie  frfiher  das  Trägheitsmoment 
fOr  GA  kleiner  als  das  fOr  GB. 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  kleinen  Schwingungen  um  den  Zu- 
stand stationärer  Bewegung  zu  ermitteln,  in  welchen  GZ^  GC^  GM  zusanmien- 
fallen.  Es  ist  also  p,  9,  <»i,  «t  klein  und  r  sehr  nahe  der  Einheit  gleich.  Die 
Gleichungen  (I)  werden  daher 

-p'  — ng+co,— 0,    g'  — «i  +  np  —  O, 

worin  n  den  mittleren  Werth  Ton  «,  angibt. 

1,  fi,  y  seien  die  Richtungscosinusse  des  Eraftcentrums  E^  von  G  aus  ge- 
sehen.   Nach  den  Eul  er 'sehen  Gleichungen  und  §  619  hat  man  dann 

JB«,'— (a  —  ^)«,«!—  — 3n'*(C  — J:)vX (II). 

C€o^'  —  {A  —  JB)«i «,  =-  —  8n'*  {A  —  B)X(i, 

27* 
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Bei  stationärer  Bewegung  dreht  der  starre  Körper  immer  die  Axe  {GA)  des 
kleineren  Momentes  dem  Kräfbecentrum  zn  und  ist  co^  *»  n.  Alsdann  sind  sowohl 
II  bIb  V  kleine  Grössen,  man  kann  folglich  in  der  ersten  Gleichung  ihr  Product 
fi>y  Temachlässigen  und  in  der  zweiten  vlss^v  setzen.  In  den  kleinen  Gliedern 
lässt  sich  n  oder  n'  für  a>,  schreiben. 

Versteht  man  unter  l  die  Breite  der  Erde,  wie  sie  vom  Mond  aus  erscheint, 
so  ist  nahezu 

sin  2 »  cos  ZJ^spX -4- gfi -f  rv  «  j)  4- «r. 

Die  beiden  ersten  £uler*schen  Gleichungen  nehmen  demnach  die  Form  an 

J5«/— (C  — -ä)na)i  =  -8n«(a— J[)(— p  +  sinOJ      '    '     '    ^     ^• 

Nimmt  man  an,  die  Erde  bewege  sich,  Tom  Mond  aus  gesehen,  auf  einer 
kreisförmigen  Bahn  in  einer  Ebene,  welche  unter  dem  constanten  Winkel  k  gegen 
die  Ekliptik  geneigt  ist  und  deren  aufsteigender  Knoten  die  Länge  —gt  +  p  hat, 
so  erhält  man 

sin  1  =  k  sin  (nt  -\-gt  —  ß). 

In  diesem  Ausdruck  misst  g  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Ejioten 
zurückschreitet  und  ist  g  etwa  der  zweihundertundfilnfzigste  Theil  von  n.  Wir 
werden  daher  g/n  als  kleine  Grösse  ansehen. 

Für  die  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  empfiehlt  es  sich,  a^ ,  cd,  durch 
jp,  q  auszudrücken.    Es  ergibt  sich  dann,  wie  in  §  15, 

Äq"  +  {Ä  +  B^Onp'-n'(B^C)q^0  \ 

Bp"—(Ä  +  B-qnq'+4:n\C-Ä)p^Zn\C  —  Ä)suil\       '    ^     ^' 

um  jp,  q  zu  finden,  wollen  wir 

p^P8m{{n  +  g)t-ß],    q'-^QcoE{{n  + g)t- ß) 

setzen,  worin  P,  Q  Constante  sind,  welche  durch  Substitution  in  die  Gleichung 
bestimmt  werden.    Man  hat 


P{B{n  +  g)'-A(C-A)n*]-Q{Ä  +  B  —  C)n{n+g) Sn'k(C 


-.,) 


Diese  Gleichungen  kann  man  auflösen  und  P  sowie  Q  genau  ermitteln.    In 

dem  Fall   des  Mondes   sind   die  Verhältnisse  — ^j — ,   — ^ — ,  — ^ —   und   ^ 

sämmtlich  klein;  yemachlässigt  man  also  die  Producte  dieser  kleinen  Grössen, 
so  wird 

^  =  1--^,  p_    »»»^c^--^) 


P  n'  Bn{C-'A)^2Bg 

%  661.    Die  Complement&rftuiotioneii.    um  sie  zu  erhalten,  setze  man 

p^Fsin{8t  +  E),    q^GcoB{8t  +  H); 
durch  Substitution  kommt  man  zu  der  quadratischen  Gleichung 

-äJBs*-{(J[  +  JB  — O»— JB(JB  — Q  — 4^(^--C))nV+4(.i-(7)(B-C)n*=zO 

für  6*  und  erhält 

G       (Ä  +  B^C)n8 

woraus  sich  das  Verhältniss  der  CoefGcienten  der  entsprechenden  Glieder  in  p 
und  q  ergibt.  Wären  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  negativ,  so  würden  p  und  q 
durch  Exponentialwerthe  von  t  dargestellt  werden  und  daher  mit  der  Zeit  auf- 
hören klein  zu  sein.   Es  ist  daher  für  die  Stabilität  nothwendig,  dass  der  Coefficient 
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von  8*  negativ  sei  nnd  das  Product  (Ä  —  B)  (B  —  C)  positiv.  Diese  beiden  Be- 
dingungen sind,  wenn  es  sich  nm  den  Mond  handelt,  wahrscheinlich  erfüllt.  Denn, 
da  sowohl  B  —  C  als  Ä — C  klein  sind,  so  ist  das  Glied  {A-\-B  —  C)*  viel 
grösser,  als  die  beiden  anderen  Glieder  in  dem  CoefEcienten  von  8*.  Da  fe^mer 
der  Mond  an  seinen  Polen  abgeplattet  ist,  so  wird  wahrscheinlich  Ä  sowohl  als 
B  kleiner  als  C  sein. 

Zu  einem  N&herungsausdruck  für  die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung 
kommt  matn  auf  die  folgende  Art.  Da  das  Product  der  Wurzeln,  wie  das  letzte  Glied 
angibt,  sehr  klein  und  ihre  Summe,  wie  der  CoefiQcient  von  8*  zeigt,  nahezu  gleich 
n*  ist,  so  sieht  man,  dass  eine  der  Wurzeln  sehr  klein  und  die  andere  nahezu 
gleich  n'  sein  muss.  Um  die  letztere  zu  finden,  setze  man  s'  =  n*  -f*  ^i  substituire 
in  die  Gleichung  und  vernachlässige  die  Quadrate  von  x.    Man  erhält  annähernd 

x=^Sn*{C-Ä)/C\md  so  ««=n(l  +  j^^). 

Zur  Ermittelung  der  ersteren  vernachlässigen  wir  s*  und  erhalten,  wenn  s^ 
diese  Wurzel  bedeutet, 


«i 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  0/F^  so  wird  in  den 
beiden  Fällen 

E     1     i±  X  (C---B\^ 

Wir  werden  gleich  zeigen,  dass  (0—-ä)/C=  0,000697  und  (C—.B)/C— 0,000088 
ist.  Legt  man  diese  Werthe  zu  Grunde,  so  ergibt  sich,  dass  die  Periode  der  einen 
der  Complementärfunctionen  nur  sehr  wenig  unter  einem  Monat  und  die  der  anderen 
etwa  3671  Monate  oder  274  Jahre  beträgt. 

§  662.  Wie  man  sieht,  hat  jeder  der  Ausdrücke  für  p  und  q  drei  periodische 
aber  keine  constanten  Glieder.  Die  periodischen  Glieder  sind  die  erzwungene 
Schwingung,  welche  die  Folge  des  Gliedes  sin  l  in  den  Gleichungen  (lU),  §  660  ist, 
und  die  beiden  Complementärfunctionen.  Man  kann  bei  der  Annäherung  den  Aus- 
drücken die  Form  geben 

l>  =  -J^f(l+-2ysin{(n  +  i7)«-.<J}+^^asin(lJ*  +  fl)  +  ^;8^8in(s,<  +  H,) 
q^-'M (l  -^ -^  cos{{n  +  g)t'- ß]  +  NncoB{8t  +  J^'-lNinQC0Q{8j+Hi)j 

Bin  —  Y</)^*  C  —  A 

worin  Jtf«— \;^ \-^ —  und  o= — :^r —  ist.    M  hat  den  Zahlenwerth  1°28', 

siehe  §  669,  ist  also  etwa  zwei  Siebentel  von  k.    Wie  man  gleich  sehen  wird,  ist 
(C—  A)/B  gleich  0,0006,  daher  IT,  weil  g/n  ungefähr  den  Werth  0,0048  hat,  positiv. 

§  663.  Die  Bewegung  der  Hawptaxe  OC  im  Baum  zu  finden  und  das 
Ca88ini'8che  Theorem  abzuleiten.  M  sei  der  Pol  der  Bahn  von  j&,  wie  sie  vom 
Mittelpunkt  des  Mondes  aus  erscheint,  also  der  Pol  der  in  der  letzten  Figur 
punktirten  Linie.  Wenn  die  Länge  von  E,  nämlich  6ss,(n-\-g)t  —  ß  in  der 
Ekliptik  von  dem  aufsteigenden  Knoten  der  Bahn  aus  gemessen  wird,  so  ist  der 

Winkel  EZM  gleich  y  «  +  ^  ^^^  dabei  in  der  Bewegungsrichtung  positiv  zu 

nehmen. 

Da  femer  p  und  q  die  Coordinaten  von  Z  in  Bezug  auf  die  Tangenten  an 
CA  und  CB  im  Punkt  C  als  Azen  sind  und  E  sich  nie  weit  von  A  entfernt,  so 
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erh&lt  man  cos  EZC  =  —  p/VVHF?  ^^'^  sin  EZG  =  3/Vp*"+~ä* ,  worin  die 
Wurzel  das  positive  Vorzeichen  hat.    Daraus  folgt 

sin  CZM  =  sin  EZC  cos  EZM  —  cos  EZC  sin  EZM  =  z:i!^l±|i?i? 

sin«OZ— jp«  +  g«. 

Zuerst  wollen  wir  die  erzwungene  Schwingung  allein  betrachten,  §  562,  und 
p  s  —  itf  (1  +  fl'/^»^)  sin  Ö ,  g  =  —  3f  (1  —  flp/2n)  cos  0  setzen.    Man  findet  leicht 

sin  CZJf  =  (—  flp/2n)  sin  2Ö ,    sin  0Z=  Jlf { 1  —  (^/2n) cos  26 ) . 

Der  mittlere  Werth  des  Winkels  CZM  ist  daher  Null.  Die  drei  Punkte  C,  Z 
und  M  machen  also  sehr  kleine  Schwingungen  um  einen  Zustand  stationärer  Be- 
wegung und  bleiben  dabei  aUe  drei  auf  demselben  grössten  Kreis.  Zugleich  ist  der 
Bogen  CZ  wahrend  der  ganzen  Bewegung  merklich  constant^). 

Alsdann  wollen  wir  die  Complementöxfunctionen  in  die  Werthe  von  p  und 
q  einschiiessen;  wir  erhalten  dann  complicirtere  Werthe  fSr  sin  CZM  imd  sin  CZ. 
Nimmt  man  aber  an,  N/M  (§  662)  sei  so  klein,  dass  man  alle  Glieder,  welche  - 
über  sein  Quadrat  hinausgehen,  weglassen  kann,  so  ergibt  sich  wieder,  dass 
sin  CZM  periodisch  ist  und  dass  sich  sin  CZ  von  einer  Constanten  nur  durch 
periodische  Glieder  unterscheidet.  Man  kommt  also  auch  hier  zu  dem  Resultat, 
d€i8S  die  drei  Pole  0,  Z,  M  nahezu  auf  demselben  grössten  Kreis  liegen  und  einen 
Abstand  von  einander  haben^  der  merklich  constant  ist. 

Dass   der  Pol  Z  stets  zwischen  C  und  M  liegen  muss,   kann  man  durch 
Untersuchung  seiner  relativen  Lage  zeigen,  wenn  die  Länge  von  E  einen  geeigneten 

Werth  hat.    Ist  6=^  —  7t^  so  liegt  der  störende  EOzper  E  auf  dem  grössten  Ereis 

MZ,  wobei  die  Punkte  M,  Z  und  E  nahezu  sich  auf  dem  Ereis  ÄC  befinden. 
Da  femer  E  alsdann  in  nördlicher  Breite  ist,  so  muss  EM  grösser  als  EZ  d.h.. 

AM  grösser  als  AZ  sein.    Hat  aber  6  den  Werth  y  n,  so  zeigen  die  Ausdrücke 

für  p  und  ^  in  §  662,  dass  p  negativ  ist,  wenn  man  annimmt,  die  Grösse  der  er- 


1)  Stellt  man  mit  dift/dt  die  Winkelgeschwindigkeit  von  GC  um  GZ  dar, 
so  ist  nach  §  19 

(p«  -|_  g>)'^'ss  (der  Winkelgeschw.  um  GZ)  —  (der  Winkelgeschw.  van  GC)  cos  CZ 
Substituirt  man  für  cd^,  o,  aus  den  Gleichungen  I,  §560,  so  wird 

dt       r       (P  +qv^ 

Dieser  Ausdruck  für  dip/dt  ist  genau;  wir  sind  daher  im  Stande  zu  beurtheilen, 
welche  Wirkung  bei  der  Substitution  der  angenäherten  Werthe  von  p  und  q  die 
Yemachlässigung  der  kleinen  GHeder  ausübt.  Man  kann  das  Resultat  auch  aus 
der  Euler^schen  geometrischen  Formel  ableiten,  da  |> «»  —  sin  0  cos  ip  und 
q  esi  sin  6  sin  tp  ist. 

Führt  man  die  Substitution  aus  und  behält  die  Quadrate  von  N/M  bei,  so 
ergibt  sich,  dass  diff/dt  von  — g  und  am  CZ  von  M  sich  nur  durch  kleine 
periodische  Glieder  unterscheiden. 

Wie  bekannt,  bewegt  sich  der  Pol  M  rückwärts  um  den  Pol  Z  der  Ekliptik 
mit  einer  mittleren  Geschwindigkeit,  die  wir  g  genannt  haben.  M  und  C  schreiten 
daher  um  Z  mit  derselben  mittleren  Winkelgeschwindigkeit  rückwärts.  Der 
Winkel  MZC  bleibt  also  während  der  Bewegung  nahezu"  constant. 

Untersucht  man  den  Werth  des  Winkeis  MZC^  wenn  E  sich  in  einer  Ent- 
fernung von  90^  von  dem  Enoten  seiner  Bahn  befindet  und  bedenkt,  dass  E  dicht 
an  dem  Meridian  CA  liegt,  so  sieht  man  ein,  dass  Winkel  MZC  sehr  klein  sein  muss. 
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zwuDgenen  Schwingung  sei  bedeutender  als  die  der  beiden  freien  Schwingungen. 
Der  Bogen  AZ  ist  daher  grösser  als  AC,  Unter  diesen  Voraussetzungen  ergibt 
sich,  dass  Z  zwischen  C  und  M  liegt. 

§  564.  Die  Neigung  des  Mondäquators  gegen  die  Ekliptik  und  der  Zahlen- 
werth  von  (C  —  A)/B.  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  bei  Vernachlässigung 
der  freien  Schwingungen  die  Neigung  CZ  des  Mondäquators  gegen  die  Ekliptik 
durch 

CZ^M—M^  coB2({n  + g)t  —  ß} 

An 

gegeben  ist.    Sie  ist  nahezu  constant;  die  Variationen  um  ihren  mittleren  Werth 

betragen  höchstens   den  gölten  Theil   der  Neigung  selbst.     Die  Periode   dieser 

Variationen  dauert  etwa  einen  halben  Monat,  genau  einen  halben  synodischen 
Monat  des  Mondes  und  des  Knotens. 

Die  mittlere  Neigung  ist  üf,  eine  Grösse,  die  nicht  willkürlich  ist,  sondern 
von  dem  Werth  ((7 — A)IB  und  von  g  abluijigt.  Da  nun  g  genau  bekannt  ist, 
so  lässt  sich  der  Ausdruck  für  Jlf  in  §  56S  benutzen,  um  einen  angenäherten 
Werth  Yon  {C  —  A)/B  daraus  abzuleiten.  Der  thatsächliche  Zahlenwerth  der 
Neigung  ist  nach  den  Ermittelungen  von  Mayer  und  Nicollet  1^28'. 

Laplace  vernachlässigte  alle  periodischen  Ungleichheiten,  da  sie  nur  einen 
kleinen  Bruch  von  M  ausmachen  und  fand  auf  diese  Weise  (C—  A)/B  =  0,000599, 

also  nahezu  gleich  -jg/n. 

§  565.  Die  Bewegung  der  Momentancuce  in  dem  Körper.  Nimmt  man  die 
vollständigen  Werthe  von  p  und  q  mit  Einschluss  der  Complementärfunctionen 
in  §  562,  so  findet  man  04,  cd,  leicht  mit  Hülfe  der  Formeln  m^  =np-^-dq/dtj 
CO,  BS  ng  —  dp/dt  in  §  560.    Man  erhält  so 

coj  =  N^ nSi  sin  («j  *  +  ^1)» 

a,  =  2flpitfcos  { («+5f)*— (J }— 3  JVn*--^cos(«<+fl)— 4jYi  n*^^^C08(«i^ 

Sieht  man  von  allen  Schwingungen  mit  Ausnahme  der  erzwungenen  ab,  so  hat  man 

oij— 0,    (0,  B2^Jf  cos{(n4-^)^  —  ß]' 

Diese  Momentancuce  hewegt  sich  cUso  in  der  Hauptebene  ^  welche  auf  der  ntich  der 
Erde  zeigenden  Axe  senkrecht  steht,  Sie  schwingt  um  die  Figurenaxe  GC  mit 
einer  Periode,  die  etwa  einen  Monat  dauert.  Der  Ausschlag  der  Schwingung  ist 
jedoch  sehr  klein,  da  der  Maximalwerth  von  m^/n  etwa  45"  beträgt. 

§  566.  Beisp.  Wenn  man  denselben  Grad  der  Aimäherung,  wie  bisher,  bei- 
behält, aus  der  dritten  Gleichung  unter  (II)  in  §  560  abzuleiten,  dass  die  Rotation 
des  Mondes,  wie  sie  in  §  552  gefrmden  vnirde,  von  der  Schiefe  der  Ekliptik  gegen 
den  Mondäquator  nicht  beeinflusst  wird. 

§  567.  Die  Wirkung  der  Bewegung  der  Ekliptik.  Die  dynamischen  Glei- 
chungen (II)  in  §  560  sind  auf  Azen  bezogen,  die  im  Körper  festliegen  und  bleiben 
daher  unverändert,  wenn  man  den  Pol  Z  sich  bewegen  lässt.  In  dem  angezogenen 
Paragraphen  haben  wir  in  diese  Gleichungen  sin  l — p  für  v  und  kain[(n'\-g)t — ß} 
für  sin  Z  oder  tg  l  substituirt.  Um  dies  correct  zu  machen,  braucht  man  nur  p,  q,  r 
als  die  Richtungscosinusse  der  augenblicklichen  Lage  von  GZ  zu  betrachten. 
Wir  müssen  daher  auf  die  rechte  Seite  der  geometrischen  Gleichungen  (I)  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  von  Z  im  Raum  parallel  den  Azen  GA,  GB^ 
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GG  setzen  (siehe  §  18).  Bezeichnet  man  diese  Zusätze  mit  a  und  /?,  so  Andern 
sich,  wie  man  sieht,  die  Gleichungen  (III)  nur  um  so  kleine  Glieder,  wie  Ädß/dt 
und  {B  —  (7)  na. 

Es  möge  GZ  auf  im  Baum  festliegende  Axen  Z^ ,  T, ,  Zj  bezogen  werden  und 
jede  der  Buler 'sehen  Coordinaten  von  GZ^  nämlich  6^ ,  %  durch  eine  Reihe  von  der 
Form  £H Bin  (ht -}-  s)  ausgedrückt  werden,  worin  die  Werthe  der  Constanten  in 
den  verschiedenen  Gliedern  sich  aus  der  Theorie  der  Planeten  ergeben.  Die 
Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  von  6^^  im  Baum  in  der  Richtung  und 
senkrecht  zur  Ebene  Z^GZ  lassen  sich  daher  durch  zwei  Reihen  von  der  Form 
ZHhcoB(ht-\-B)  darstellen.  Um  diese  Componenten  parallel  zu  den  Axen  GA^ 
GB  zvi  zerlegen,  multipliciren  wir  sie  mit  den  Cosinussen  der  Winkel,  die  ihre 
Richtung  mit  diesen  Axen  macht.  Da  die  Axen  GA  und  GB  sich  um  GC  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  n  drehen,  so  erhalten  diese  Cosinusse  die  Form 
co8(n<4'y)*  ^^^^  Bi^i  daraus,  dass  sich  jede  der  Grössen  a  und  ^  durch  eine 
Beihe  von  der  Form  Z"* sin { (n  J^ ä) t  —  l)  darstellen  lässt. 

In  Folge  der  äusserst  geringen  Grösse  aller  Werthe  von  H  und  h  kann  man 
Glieder,  wie  diese,  als  unmerkbar  ansehen,  wenn  sie  nicht  nach  der  Auflösung 
der  Differentialgleichungen  zu  grösserem  Betrage  heranwachsen.  Aus  §  660  er- 
kennt man,  dass  die  Auflösung  nicht  wiederholt  zu  werden  brai]^cht,  da  der  durch 
t  ausgedrückte  Werth  von  sin  l  dieselbe  Form,  wie  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  für  a  oder  ^  hat.  Setzt  man  Knh  für  — ^fi}k  und  A  für  ^,  so  geben  die 
früher  gefundenen  Ausdrücke  für  P  und  Q  die  Wirkung  des  Gliedes  an,  welches 
zu  der  zweiten  Gleichung  unter  (IQ)  addirt  wurde.  Daher  sind  die  Amplituden 
von  p  und  g,  welche  den  allgemeinen  Gliedern  von  u  und  p  entsprechen,  von 
derselben  Ordnung  wie  P,  wenn 

KhjC^B) 

Sn(C—  A)--2Bh 
ist. 

Die  sämmtlichen  Werthe  von  h  sind  so  klein,  dass  das  Verhältniss  von  h/n 
zu  (C — A)/C  unmerkbar,    die  Ordnung  von  P  also   dieselbe   ist,   wie    die  von 

—  Kh/n.    Die  allgemeine  Wirkung  der  Zusatzglieder  a  und  ß  besteht  daher  darin, 

dass  sie  periodische  Glieder  von  der  Ordnung  Kh  in  die  Ausdrücke  für  p  und  q 
einführen. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  relative  Bewegtmg  des  Mondäquators  gegen 
die  wahre  Ekliptik  von  der  Bewegung  dieser  Ekliptik  unabhängig  ist,  dass  also  die 
mittlere  Neigung  des  Mondäquators  gegen  die  wahre  Ekliptik  trotz  der  Verruckungen 
der  letzteren  immer  die  nämliche  bleibt  Dieses  Theorem  ist  von  Laplace,  Mica- 
nique  Cüeste,  Bd.  2,  S.  420. 

§  568.  Eine  zweite  Annähertmg,  Poisson's  Term  von  langer  Periode.  Nach- 
dem wir  eine  erste  Annäherung  an  die  Werthe  von  p  und  g  in  §  560  erhalten 
haben,  können  wir  nuo  zu  einer  zweiten  Annäherung  übergehen,  indem  wir  die 
so  gefundenen  Werthe  in  die  Glieder  einsetzen,  welche  bei  der  ersten  Annäherung 
vernachlässigt  wurden.  Da  die  Glieder  der  ersten  Annäherung  selbst  sehr  klein  sind, 
so  ist  zu  erwarten,  dass  die  der  zweiten  nur  dann  merkbar  werden,  wenn  sie  bei 
der  Auflösung,  wie  in  §  338  erklärt  wurde,  sich  vergrössem.  Aus  diesem  Para- 
graphen ist  ersichtlich,  dass  diejenigen  Glieder  anwachsen,  deren  Perioden  nahezu 
die  nämlichen,  wie  die  der  Complementärfunctionen  sind.  Nach  §  561  werden 
mithin  solche  Glieder  der  zweiten  Ordnung  anwachsen,  deren  Perioden  sehr  lang 
oder  nahezu  der  des  Mondes  um  die  Erde  gleich  sind.  Wir  wollen  uns  nach 
solchen  Termen  umsehen  und  falls  wir  welche  entdecken,  bestimmen,  ob  sie  so 
gross  werden,  dass  sie  sich  bemerklich  machen. 

Der  einzige  Term,  der  auf  diese  Art  zu  grösserer  Bedeutung  heranwächst 
und  eine  lange  Periode  hat,  wurde  von  Poisson  entdeckt,  Connaissanee  des  Tema 
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för  1821,  veröffentlicht  1819.  Die  Phase  dieses  Terms  ist  der  Unterschied  zwischen 
den  Längen  der  Apside  der  Mondbahn  und  ihres  Knotens  auf  der  Ekliptik.  Die 
erstere  schreitet  langsam  mit  der  Greschwindigkeit  von  8^  jeden  Monat  voran, 
während  die  letztere  mit  der  monatlichen  Geschwindigkeit  von  1|^  zurückgeht. 
Die  Periode,  in  welcher  sie  sich  um  360^  von  einander  entfernen,  ist  also  sehr 
lang  und  beträgt  etwa  80  Monate  oder  sechs  Jahre.  Bezeichnet  h  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Apside  voranschreitet,  so  ist  die  Länge  der  sich  bewegenden 
Apside  «1  mwtht  -^  a.  Die  Länge  des  beweglichen  Knotens  ist  ßi  =^  —  gt  -\-  ß. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

so  ist  E  die  Phase  des  Poisson^schen  Gliedes  und  gA-h^^^n. 

§  669.  Um  den  Coefificienten  des  Poisson'schen  Gliedes  untersuchen  zu 
können,  müssen  wir  auf  die  Gleichungen  (II)  in  §  660  zurückgreifen;  wir  müssen 
die  Glieder  /»ir  und  v%  prüfen,  um  zu  entdecken,  aus  welchen  Combinationen 
Glieder  von  der  Form  sin  E  oder  cos  E  hervorgehen  können. 

Beginnen  wir  mit  dem  Term  fiir.  Da  f/L^^^^EB  und  positiv  ist,  wenn  E 
sich  A  gegenüber  befindet,  so  ist  offenbar  — /»  dieselbe  Grösse,  wie  9  in  §662. 
Nimmt  man  die  elliptische  Ungleichheit  zu  Hülfe,  so  wird 

Femer  ist 

ir  =  8inZ— jp  =  (Ä4"  -Sf ) sin { (n  4" 5^)  *  —  ^ }  ■ 
Multiplicirt  man  und  vernachlässigt  alle  Glieder  in  dem  Product,  die  keine  lange 
Periode  haben,  so  wird  ^,  _  « (*  +  af)  coa  E. 

Dabei  haben  wir  auch  das  kleine  Glied  3(B  —  ui)/C«=  0,00167  in  dem  Nenner 
weggelassen,  da  es  das  Resultat  nur  um  etwa  ein  Sechshundertstel  ändert. 

Wir  untersuchen  dann  weiter  den  Term  vX  vsl  der  zweiten  der  Gleichungen 
(U).    Wenn  6  die  Länge  des  Mondes  angibt,  so  ist,  wie  in  §  660, 

sin  Z »  X;  sin  (0  -f  ^<  —  P). 
Nach  der  Theorie  der  elliptischen  Bewegungen  ist  aber  B^=^nt-\-2e9m{nt  —  o^). 
Substituirt  man  und  behält  nur  das  Glied  der  zweiten  Ordnung  bei,  dessen  Phase 

Bist,  80  wird  8ial-igin{(n  +  (,)«-/J}-ifce8in£. 

Li  der  Theorie  des  Mondes^)  findet  man  ein  Zusatzglied  in  dem  Ausdruck 
für  sin?,  mit  dessen  Einschluss 

1)  Die  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der  Breite  ist  nach  Brown  (vgl. 
dessen  lAmar  theory,  Cambridge,  1896,  die  wir  in  dieser  Anmerkung  gebrauchen) 
so  zu  geben: 

Man  nehme  die  zweite  der  Gleichungen  11,  §  16  der  L.  th.  Die  gewünschte 
Form  von  Ff^B  findet  sich  in  §  109  und  lautet 


8  wir  , 

^  —  —  TT»-»  • 


Substituirt  man  diesen  Werth  und  setzt  r  =  — ,    r' =  -,-,  «^6,  so  lautet 
die  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der  Breite: 
d*8    ,  s  W'tt  »      , 

«  —  -|-  m'jfc  {1  —  4«  cos  (cö  —  a) }  sin  (^Ö  —  y)  H 

=  —  Y  m**  { 1  —  4c  cos  (Ö  —  «i) }  sin  (Ö  —  y,)  H , 

worin  a^  und  y^  die  Längen  der  beweglichen  Apside  und  des  Knotens  sind.    Com- 
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aml  =  k8m[{n  +  g)t  —  ß]  —  Ä;e(l  — 8«i")siiiJ& 

wird,  worin  m  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Sonne  zu  der  des 

Mondes  um  die  Erde  bedeutet  und  etwa  rr  ist.    Dieses  Zusatzglied  ist  jedoch  ein 

sehr  kleiner  Bruch  der  beibehaltenen  Glieder  und  von  nur  geringer  Bedeutung. 
Wie  in  §  560  haben  wir  Bml^pX-\-qfi-\-  rv.    Es  ist  nun 

q=^ MGOB[(n'\- g)t  —  ß]     und    f*  =  2esin(nf — «i); 

femer  1  =»  1  und  r  =  1.  Substituirt  man  daher  und  behält  nur  den  Term  Yon 
der  zweiten  Ordnung  bei,  in  welchem  E  die  Phase  ist,  so  findet  man 

sin  { =jp  +  V  +  Me  sin  E 

und  daraus  durch  Substitution  für  sin  Z,  da  1=^1  ist, 

vX  =  (ifc  +  3f)[Bin{(n  +  5f)<  —  j5}  — «sinJETH- Sm'Äc  sin  .E7. 

Aus  §  519  ergibt  sich  femer,  dass  das  Moment  der  Kräfte  um  die  y-Aze  in 
dem  Nenner  den  Factor  jß'  enthält.  Wir  müssen  daher  das  Glied  — ^n*{C—Ä)vl 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (11)  in  §660  mit  l  +  3ecos(6  —  a^)  multipli- 
ciren.  Führen  wir  dies  aus  und  behalten  nur  solche  Glieder  zweiter  Ordnung  bei^ 
in  welchen  die  Phase  E  ist,  so  erhalten  wir 

(k  +  M)  I  sin  (tit+  ^it  —  /J)  —  «  sin JS7-f-  Y  sia^J  +  ^m*ke sin E. 

Die  rechte  Seite  der  zweiten  der  Gleichungen  (II)  wird  auf  diese  Art 
_ln« (C  —  ^)  [2  {k  +  M)  sin  {nt  +  gt  —  ß)  +  {k  +  M  +  6m«*)  e  sin  E]. 

Obgleich  die  Periode  des  Terms,  den  wir  suchen,  sechs  volle  Jahre  beträgt, 
so  dauert  doch  die  der  langen  freien  Schwingung  über  200  Jahre,  siehe  §  561. 
Obschon  also  d(o^/dt  und  dm^/dt  den  kleinen  Factor  dE/dt  enthalten,  so  ist 
dieser  letztere  doch  etwa  85  msd  so  gross,  als  die  kleinen  Coefficienten  n{C — B)/A 
oder  n{C — Ä)/B^  welche  in  den  zweiten  Gliedern  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chungen (II)  auftreten.  Vernachlässigen  wir  diese  Glieder,  so  verlieren  wir  nur  etwa 
den  35sten  Theil  einer  sehr  kleinen  Ungleichheit,  während  unser  Resultat  be- 
deutend einfacher  wird.  Wir  lassen  also  diese  beiden  Terme  weg;  die  Gleichungen 
QU)  in  §  560  nehmen  dann  die  Gestalt  an 

^=.Sn*^:Z^(k+M)ecoBE, 

^=.^Sn*^^^{{k  +  M)sm{nt  +  gt--  P)  +  \(k  +  M  +  6m^k)eamE]- 
dt  n     ^  '  ' 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  kann  man  zu  dem  schon  bei 
der  ersten  Annäherung  berücksichtigten  Hauptglied  addiren.  Für  den  Augenblick 
wollen  wir  es  weglassen,  da  es  uns  nur  um  das  Glied  zu  thun  ist,  dessen  Phase  E  ist. 

Durch  Integration  erhält  man  die  Gleichungen 

,  dq  ^    ^C  —  B  Ä-f  3f     .    „  I 

ni>  +  ^=«.-3n«-2-^^esm^  | 

^„      dP^^  _^n^C-Äk  +  M  +  Qm^k  \' 


binirt  man  sie  und  behält  nur  den  Term  mit  der  Phase  E  bei,  so  ergibt  sich, 
wie  oben  s     .  .    « 

Integrirt  man  die  Differentialgleichung,  wie  sonst  geschieht,  so  wird 

8=-^m^keBmE, 
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Es  hat  keine  Schwierigkeit,   sie  auf  dem  gewöhnlichen  Wege   aufzulösen. 
Offenbar  enthalten  aber  die  Teime  dp/dt  und  dq/dt  auf  der  linken  Seite  den 

kleinen  Factor  g-i-h  und  sind  daher  nur  etwa  rr'tel  von  np  und  nq.  L&sst  man 

sie  weg,  so  wird 

C-^Bk+M     .    --  SnC  —  Bk  +  M  +  6m*k         „ 

^  A        9  +  h  '     *       2       B  9  +  ^ 

§  570.    Stellt  man   die  Poisson'schen   Tenne  durcji  40|  »  12n  sin  ^  und 
09,  =z  8n  cos  E  dar  und  schliesst  sie  in  die  erste  Ann&herung  eio,  so  ist  nach  §  665 

CD|  SS  i?n  sin  ^,    <o^t='SncoaE'\~2gMcoaDy 

worin  D  =  (n-]-g)t  —  ß  ist,  D  also  den  mittleren  sphärischen  Abstand  des  Mondes 
von  dem  aufsteigenden  Knoten  angibt.  Wir  haben  die  Complementärfunctionen 
weggelassen,  da  sie  fast  unmerklich  sind.    Substituirt  man  diese  Werthe  von  a^ 

und  (0,  in  die  Euler 'sehen  geometrischen  Gleichungen  und  setzt  9=bD— .^ir, 

so  erhält  man 


0  —  0<>  =  —  (öF  üf /  2  n)  cos  2  D  —  Ä  sin  D  sin  .B  —  iSf  cos  D  cos  ^ 
(^  _  ^^) ein öo  =  —(gM/2n)  sin  2D  +  i? cos  D  sin  J&—  5sin D cos  JF 


I 


§  571.  Die  theoretische  Untersuchung  des  Terms  mit  der  langen  Periode 
gibt  Poisson  in  der  Connaissance  des  Tems  für  1821  und  leitet  die  Zahlenwerthe 
in  dem  Band  für  das  folgende  Jahr  aus  den  Nie  olle  tischen  Angaben  ab.  Diese 
Coefficienten  hat  C.  Simon  in  dem  dritten  Bande  der  Ännaka  de  VicoU  normale, 
1866  berichtigt.  Die  nach  den  Eönigsberger  Beobachtungen  berechneten  Coeffi- 
cienten weichen  Ton  denen  Poisson *s  bedeutend  ab.  Man  findet  sie  in  Tisse- 
r  and 's  Micwnique  Celeste,  1891.  Siehe  Brünnow,  Sphärische  Astronomie.  Da  die 
Verhältnisse  zwischen  den  Tril.gheitsmomenten  A,  B,  C  noch  nicht  genau  bestinmit 
sind,  so  würde  es  keinen  Zweck  haben,  auf  diese  Differenzen  näher  einzugehen. 
Nur  um  die  Ordnung  der  verschiedenen  Terme  zu  zeigen,  setzen  wir  das 
Simon*sche  Besultat  hierher 


Ö  =  «0  —  (10".'0  cos  2D  —  (10",5)  sin  D  cos  ^  —  (94",15)  cos  D  cos  E 


^  =  -^^  _  (414",7)  Bin  2  D  +  (405",5)  cotg  D  sin  JF — (3649",3)  sin  D  cos  -EJ' 

Diese  Gleichungen  geben  die  Nutationen  der  Polaraze  des  Mondes.  Ihre 
Präcession  ist  in  dem  Glied  fp^  enthalten  und  wurde  in  §  568  bestimmt.  Die 
thatsächliche  Libration  um  die  Polaraxe  fanden  wir  in  §  552.  Die  sichtbare 
Schwingung  eines  Flecks  ist  die  Resultante  der  drei  Bewegungen. 

§  572.    Beisp.  1.    Die  Bewegung  des  Mondes  sei  durch  die  Gleichungen 
jp  =  —  Jlf  sin  D  +  i?  sin  J&,    g  =  —  Jlf  cos  D  +  iS  cos  JF 

gegeben,  siehe  §§  562  und  569.  Es  mOge  l  und  X  die  Mondlänge  und  Breite 
eines  Fleckes  in  Bezug  auf  den  ersten  Meridian  und  Aequator  des  Mondes  sein 
und  X,  A  die  Länge  und  Breite  desselben  Fleckes  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  und 
den  Frühlingstagundnachtgleichenpunkt.    Man  beweise,  dass,  wenn  l  klein  ist, 

i  —  Oj  +  «  + '  —  -Sf  tg  I  cos  (D  +  0  —  -R  *g  ^  8^  ^  ßij^  ^  +  'S^  tg '''  cos  I  cos  J&, 
A^l-^MfOJiiP  +  Tj  —  BGoaltxnE—  SBm  l  cos  E 

ist,  worin  d^  die  mittlere  Länge  des  Mondes,  von  der  Erde  gesehen,  bezeichnet. 
Poisson  bemerkt,  dass  im  Fall  des  Fleckes  Manilius,  für  welchen 

l  «=  8«'46',  X  =  14«  26' 

ist,  die  Ton  dem  Winkel  E  abhängigen  Ungleichheiten  sehr  klein  und  wegzulassen 
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sind.  Dies  gilt  jedoch  nur  für  diesen  Fleck  und  würde  für  Flecken ,  die  weiter 
Yom  Aequator  und  dem  Centrum  der  sichtbaren  Mondscheibe  entfernt  sind,  nicht 
richtig  sein. 

Beisp.  2.  Wenn  der  Mond  sich  so  bewegt,  dass  er  immer  dieselbe  Seite  der 
Erde  zuwendet  und  wenn  die  Momentanaxe  nahezu  in  dem  Körper  festliegt  und 
auf  der  nach  der  Erde  zu  gerichteten  Aze  nahezu  senkrecht  steht,  zu  beweisen, 
dass  die  beiden  Azen  Hauptaxen  sind. 

Dies  folgt  aus  den  Gleichungen  (II),  §  660. 

§  578.   Eine  Schwierigkeit  hei  der  Bestinmiaig  der  Gestalt  des  Mondes.    Aus 

den  Beobachtungen  von  Bouvard  und  Nicollet  über  die  wahre  Libration  des 
Mondes  in  der  Länge  geht  hervor,  dass  (B  —  Ä)/C  ^  0,000664  ist  (§  566)  und  La- 
place  fand  aus  Mayer^s  Beobachtungen  über  die  Neigung  des  Mond&quators  gegen 
die  Ekliptik  {C  —  Ä)/C=  0,000599  (§  664).  Es  wird  mithin  (0—  B)/C^  0,0000a6. 
Diese  Werthe  scheinen  sehr  klein  zu  sein,  sind  aber  in  der  That  viel  grösser,  als 
zu  erwarten  ist,  wenn  die  Oberfläche  des  Mondes  die  ihr  in  der  Theorie  gegebene 
Gleichgewichtsform  hat.  Ninunt  man  an,  der  Mond  sei  homogen  und  werde  Yon 
der  Erde  angezogen,  j^o  lässt  sich,  wie  Laplace  es  gethan  hat,  aus  den  Sätzen 
der  Hydrostatik  ableiten,  dass 

(B  —  Ä)/C  =  0,0000008618 1    und    (C  —  Ä)/C  =  0,0000004824  X 

ist,  worin  l  das  Verhältniss  der  Masse  der  Erde  zu  der  des  Mondes  bedeutet. 
Nicollet  bemerkt,  dass  diese  Werthe,  auch  wenn  man  X  » 1000  anstatt  80  setzt, 
nicht  so  gross  werden  können,  wie  die,  welche  er  aus  seinen  Beobachtungen  am 
Manilius  ableitete.  Laplace  gibt  an,  die  Hydrostatik  würde  bei  der  Annahme, 
der  Mond  sei  nicht  homogen  und  seine  Dichtigkeit  nehme  Yon  der  Oberfläche 
nach  dem  Mittelpunkt  zu,  Werthe  für  (B  —  Ä)/G,  etc.  liefern,  die  sogar  noch 
kleiner  als  die  für  einen  homogenen  Mond  wären.  Er  schliesst  daraus,  dass 
der  Mond  nicht  die  GleichgewichisgestaU  Juxt,  die  er  JMÖen  tmirde,  toefin  er  ur^ 
sprünglich  flüssig  gevjesen  wäre.  Laplace  ist  der  Ansicht,  dass  die  hohen  Berge 
und  andere  Ungleichheiten  auf  dem  Mond  eine  sehr  merkliche  Wirkung  auf  die 
Trägheitsmomente  haben  und  dass  diese  Wirkung  um  so  grösser  sei,  weil  die 
Excentricität  der  Mondoberfläche  klein  und  seine  Masse  unbedeutend  ist.  Poisson 
meint,  die  Schwierigkeit  Hesse  sich  theilweise  dadurch  erklären,  dass  Nicollet 
die  Complementärfunctionen  weggelassen  habe;  er  hält  es  für  zweifelhaft,  dass 
diese  Functionen  vollständig  verschwinden  können;  Connaissance  des  Tems  für  das 
Jahr  1822.  Die  Discussion  der  Schlüter'schen  Beobachtungen  durch  Franz 
zeigt  jedoch,  dass  diese  Functionen  zu  klein  sind,  um  bestimmt  werden  zu  können. 
Wenn  man  erwägt,  dass  die  von  Nicollet  beobachtete  thatsächliche  Libra- 
tion von  4y,'  von  der  Erde  aus  gesehen  nur  unter  einem  Winkel  von  IV«"  er- 
scheint, so  lässt  sich  begreifen,  dass  Fehlem  bei  seinen  Beobachtungen  ein  grosser 
Theil  der  Schuld  an  diesem  Widerspruch  zufallen  kann.  Es  wird  dies  noch 
wahrscheinlicher  durch  die  Angaben  von  Franz  gemacht,  nach  welchen  die 
Beobachtungen  zu  Königsberg  ergeben,  dass  die  thatsäche  Libration  in  der  Länge 
nur  etwa  die  Hälfte  der  von  Nicollet  gefundenen  ausmacht.  Auf  der  anderen 
Seite  sind  nach  diesen  Beobachtungen,  Tis  s  er  and  zufolge, 

(B  —  u4)/(7  =  0,000316,    (C  — -4)/ C=  0,000614,    (C—JB)/ (7=0,000299 

und  tragen  also  zur  Erklärung  des  Widerspruchs  zwischen  der  hydrostatischen 
Theorie  über  die  Gestalt  des  Mondes  und  den  an  seiner  Oberfläche  ajigestellten 
Beobachtungen  nicht  bei. 


Kapitel  Xm. 

Die  Bewegung  eines  Fadens  oder  einer  Kette. 

Die  Bewegnngsgleichuiigeii. 

§  574.  Die  Coordinatengleichimgeii.  Die  allgemeinen  Bewegwngs- 
gUichungen  eines  unoMsdehnba/ren  Fadens  isu  bestimmen,  an  dem  hdiebige 
Kräfte  angreifen^). 

Es  seien  Ox]  Oy,  Osf  beliebige  im  Raum  festliegende  Axen, 
Xmds,  YmdSf  Zmds  die  gegebenen  Erafbe,  die  an  irgend  einem 
Element  ds  des  Fadens  angreifen^  dessen  Masse  mds  ist.  Femer  seien 
u,  Vy  w  die' Gomponenten  der  Geschwindigkeit  dieses  Elementes  parallel 
zu  den  Axen.  Dann  ist  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip  das  Ele- 
ment ds  des  Fadens  anter  der  Wirkung  der  Enlfte 

M^-T^>    me?.(r- J),    fnäs{z-'^^   •    •    (1) 

und  der  Spannungen  an  seinen  beiden  Enden  im  Gleichgewicht. 

Ist  T  die  Spannung  au  dem  Punkt  {x,  y,  0),  so  sind  Tdx/ds, 
Tdy/ds^  Tdz/ds  ihre  Gomponenten  parallel  den  Axen.  Die  Gompo- 
nenten   der    Spannung    an    dem    anderen   Ende    des   Elementes    sind 

T  3^  +  ^  ( T  ^j  ds  und  zwei  ähnliche  Grössen,  in  denen  y  und  e  an 

der  Stelle  von  x  steht. 

1)' Die  Coordinatengleichangen  in  §674  stimmen  mit  denen  überein,  die 
PoisBon  im  Jowmal  de  VJ^coU  Pohftechnique,  1820  gregeben  und  später  in  seinem 
Tratte  de  Micanique  wiederholt  hat.  Die  geometrische  Gleichung  fehlt  dort  und 
ist  durch  das  Ho 0 keusche  Gesetz  ersetzt.  Er  leitet  daraus  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  eines  gespannten  Fadens  ab,  die  wir  in  §  612  geben. 
Die  Beweise  der  Tangential-  und  Normalgleichungen  (1)  bis  (4)  für  einen  Baum 
yon  zwei  Dimensionen  in  §  577  sind  nahezu  dieselben,  wie  die,  welche  sich  in 
Bd.  4  des  Quarterly  JaunuU  befinden.  Obgleich  dieser  Band  des  QtMrterly  Jowr- 
wüs  später  erschienen  ist,  als  die  erste  Ausgabe  unseres  Buches,  die  1860  heraus- 
kam, so  muss  die  Abhandlung  selbst  doch  etwa  zu  derselben  Zeit  geschrieben 
sein  und  ist  daher  anzunehmen,  dass  die  Lösungen  selbständig  erhalten  wurden. 
Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  in  §  680  sind,  so  viel  uns  bekannt  ist,  zuerst  in 
unserem  Buche  veröffentlicht  worden.  Ihre  Anwendung  auf  Anfangsbewegungen 
wird  später  gegeben.  Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  Momentankräfbe  in 
§  588  scheinen  zuerst  in  den  CkjUege  examination  papera  vorzukommen.  Wie  wir 
glauben,  rührt  die  erste  von  dem  verstorbenen  Dr.  Todhunter  her. 
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Die  Bewegungsgleicliuogen  lauten  mithin 

du        d  (mdx\    ,       V 

«•l7-li(^l!)+»n ■  (2)- 

«  w  -  Ä  (^If ) + »^, 

In  diesen  Gleichungen  sind  s  und  t  unabhängige  Variabele.  Für 
dasselbe  Element  des  Fadens  bleibt  s  immer  constant  und  seine  Bahn 
wird  durch  Variation  von  t  bestimmt.  Die  Curve  dagegen,  welche  der 
Faden  zu  einer  festgesetzten  Zeit  bildet,  wird  durch  Variation  von  s 
bei  constantem  t  ermittelt.  Dabei  wird  s  von  einem  beliebigen  in  dem 
Faden  festliegenden  Punkt  aus  bis  zu  dem  betrachteten  Element  ge- 
messen. 

Die  geomdrischen  Gleidiungen  eu  finden.    Man  hat 

f^)"+  m'+  rj-  > (») 

und  durch  Differentiation  nach  t 

^du^dydv.dzdf^^Q ,4. 

ds  de    ^    08  ds   '    ds  ds  ^  ^ 

Die  Gleichungen  (2)  und  (4)  reichen  hin,  um  x,  y,  0  und  T  als 
Functionen  von  s  und  t  auszudrücken. 

§  576.  Man  kann  den  Bewegangsgleichungen  eine  andere  Fonn  geben.  Es 
seien  9,  ijj,  %  die  Winkel,  welche  die  Tangente  in  x^  y,  z  mit  den  Goordinaten- 
azen  macht.    Die  Gleichungen  (2)  werden  dann 

m-^^^{Tcosq>)  +  mX (6), 

wobei  zwei  ähnliche  Gleichungen  für  t;  und  w  bestehen. 

Um  die  geometrischen  Gleichungen  zu  erhalten,  differenzire  man  coBtp^^'dx/ds 
nach  t\  es  wird 

d(p      du  ,-. 

-^''8«=ä7 <*)• 

Ebenso  erhält  man  durch  Differentiation  von  cos^ssdi^/ds  imd  cosx=^ds/dß 
die  entsprechenden  Ausdrücke  für  ^  und  %•  Diese  sechs  Gleichungen  in  Verbindung 
mit 

COB'<p  +  C08*^4"<5<^8'3f  =8  1 (7) 

ergeben  also  sieben  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  u,  t?,  u;,  9,  iff^  %  und  jT. 

Findet  die  Bewegung  in  der  Ebene  statt,  so  reducirai  sie  sich  auf  die  vier 
folgenden 

m-TTT'^  -^{T  cos  9)  +  wi  X 


dt       ds 

dv       d  .^  .      .   ,      «- 


(8). 


dq>     du  dtp     dv 


m 
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Die  willkürlichen  Constanten  und  Functionen,  die  in  den  Auflösungen  dieser 
Gleichungen  vorkommen,  sind  mittelst  der  speciellen  Umstände  eines  jeden  Problems 
zu  bestimmen. 

§  576.  Elastische  Fäden.  Es  sei  a  die  unausgedehnte  Länge  des  Bogens  8 
und  mda  die  Masse  eines  Elementes  da  von  unausgedehnter  Länge  oder  da  von 
ausgedehnter  Länge.  Verföhrt  man  nun  gerade  so,  wie  zuvor,  so  erhält  man  die 
Bewegungsgleichungen 

li-Ä('-|7)+-^ » 

und  zwei  ähnliche  für  v  und  w.    Die  geometrischen  Gleichungen  findet  man  durch 
Differentiation  nach  t  von 

wobei  die  unabhängigen  Yariabelen  jetzt  e  und  t  sind.    Es  ergibt  sich 

dcdc      de  de      de  de      de  dtxde) 
Wenn  aber  X  der  Elasticitätsmodul  des  Fadens  ist,  so  hat  man 

und  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  wird 

dxdu,     dj_dv_     d_z_dw      l.xT\^dT^  ^tttn 

de  de'^de  de'^de  de^\   '^  l)  X   dt ^    ^' 

Die  beiden  Gleichungen  (II)  und  (DI)  in  Verbindung  mit  den  drei  Gleichungen 
(I)  reichen  hin,  um  i«,  v,  w,  8  und  T  als  Functionen  von  e  und  t  auszudrücken. 

Wül  man  die  Bewegungsgleichungen  in  der  Form  (5)  oder  (8)  benutzen,  so 
so  erhält  man  die  dynamischen  Gleichungen 

und  ähnliche  f3r  v  und  w. 

Die  den  Gleichungen  (6)  oder  (9)  entsprechenden  geometrischen  ergeben  sich 
so.    Es  ist 


dx  ds  /.   ,  ^ 

^  =  C0Sq.^-C0S9>(l  +  ^j 


und  durch  Differentiation 

du  .       dtp  .   1   d  ,^         . 

mit  ähnlichen  Ausdrücken  für  v  und  to. 

§  577.  Zerlegimg  der  Oeschwindigkeit  in  der  Biehtnng  der  Tan- 
gente nnd  Normalen.  Wenn  die  Bewegung  des  Fadens  in  einer  Ebene 
vor  sich  geht^  so  empfiehlt  es  sich  oft^  die  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  der  Tangente  und  der  Normalen  an  die  Gnrve  zu  zerlegen. 

u  und  V  seien  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des  Ele- 
mentes ds  in  den  Bichtimgen  der  eben  genannten  Geraden  für  dieses 
Element;  9  der  Winkel,  den  die  Tangente  für  dieses  Element  mit  der 
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X'kiB  bildet;  PmdSj  Qmds  die  Gomponenten  der  gegebenen  an  dem 
Element  ds  angreifenden  Ejraffce  in  der  Richtmig  der  Tangente  bez. 
der  Normalen.  Nach  Bd.  1,  Kap.  lY,  oder  auch^  weim  man  in  §  5 
dieses  Barides  ö,  =  dtp/dt,  öj  =  0,  d,  =  0  setzt,  erhält  man  die  Be- 
wegmigsgleichmigen 

Die  geometrischen  Gleichungen  findet  man^  wie  folgt.  Ist  Ux  die 
Gomponente  der  Geschwindigkeit  parallel  zur  Ox,  so  hat  man 

!*«  s=  M  cos  9>  —  t;  sin  9> 

und  durch  Differentiation  nach  s  (§  575) 

Da  man  die  Lage  der  x-Axe  nach  Belieben  wählen  kann,  so  wollen 
wir  sie  so  annehmen,  dass  die  Tangente  fQr  das  Element  während 
seiner  Bewegung  in  dem  betrachteten  Moment  mit  ihr  parallel  läuft. 
Es  ist  dann  q>^===  0  und 

O-lf-t'lf (3). 

Ebenso  findet  man,  wenn  man  die  a;-Axe  parallel  zur  Normalen  annimmt, 

dtp       dv    ,       dw  /jx 

äT  =  äI  +  «ä7 W- 

Diese  vier  Gleichungen  reichen  hin,  um  u,  t;,  tp  und  T  durch  $ 
und  t  auszudrücken. 

Wenn  der  Faden  ausdehnbar  ist,  so  werden  die  dynamischen  Gleichungen 

dt      ^  dt'^     '^mdis'    dt"^^  dt'^^'^mQ  de' 

Die  geometrischen  Gleichungen  erhält  m^n  durch  Differentiation  von 

tt^  =3  u  cos  9  —  t7  sin  9 
nach  tf.    Nach  §  676  wird 

dtp  .   1   d  ,rr,  V       (du      V  d8\  (dv  ,  u  d8\   . 

und  wenn  man,  wie  zuvor,  reducirt 

§  578-  Zu  den  Gleichungen  (8)  und  (4)  kommt  man  auch  auf  die  folgende 
Art.  Da  die  Bewegung  des  Punktes  P  des  Fadens  durch  die  Geschwindigkeiten 
u  und  V  in  der  Richtung  der  Tangente  PA  und  der  Normalen  PC  im  Punkt  P 
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dargestellt  wird,  so  erhält  man  die  Bewegung  des  folgenden  Panktes  Q  durch  die 
Geschwindigkeiten  u-\-du  und  v-^-dv  in  der  Sichtung  der  Tangente  QB  und 
der  Normalen  QC  im  Punkt  Q.  Es  sei  arc  PQ'^ds 
und  QN  ein  Loth  auf  PA.  Da  der  Faden  sich 
nicht  ausdehnen  lässt,  so  muss  die  resultirende 
Geschwindigkeit  Yon  Q  in  der  Richtung  der  Tan- 
gente im  Punkt  P  schliesslich  dieselbe  sein,  wie 
die  Componente  der  Geschwindigkeit  von  P  in 
derselben  Richtung.    Es  ist  daher 

(m  -f  du)  GOBdtp  —  (f?  +  dv)  sin  (Iqp  a=  14 , 

oder  beim  Uebergang  zur  Grenze 

du  —  t;äffissO,    also  -^ «=0. 

Femer  ist  dq)/dt  die  Winkelgeschwindigkeit  von  PQ  um  P.  Der  Unter- 
schied der  Geschwindigkeiten  von  P  und  Q  in  einer  Richtung,  welche  senk- 
recht auf  PQ  steht,  muss  daher  PQ  'dq>/dt  sein,  mithin  ist 


(u  +  du)  sin  ^9  +  («  +  dv)  cosdfp  —  v^ds-^ 

ot 


oder  in  der  Grenze 


dq> dv     u 

oi      ds      Q 


§  579.    Beispiele.    Beisp.  l.    Wenn  4-F  die  lebendige  Kraft  eines  Bogens  AB 

einer  Kette  ist;  7\,  T^  die  Spannungen  an  den  Enden  des  Bogens;  ii/,  u/  die 
Geschwindigkeiten  der  Enden  in  der  Richtung  der  Tangenten  in  den  Endpunkten ; 
tt,  17,  w  die  den  Gartesischen  Coordinaten  parallelen  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit in  irgend  einem  Punkt,  zu  beweisen,  dass 

^dV/dt  =  r,< -  T^u^+ßXu  +  Yv  +  Zw)md8 

ist,  wobei  sich  die  Integration  über  den  ganzen  Bogen  erstreckt. 

Beisp.  2.  Man  stelle  die  auf  Polarcoordinaten  bezogenen  Bewegungsgleichungen 
eines  Fadens  für  den  Raum  von  zwei  Dimensionen  auf.  Wenn  u,  v  die  Compo- 
nenten der  Geschwindigkeit  des  Elementes  ds  in  der  Richtung  und  senkrecht  zum 
Radius vector  sind  und  Pmds,  Qmds  die  Componenten  der  Kräfte  in  denselben 
Richtungen,  so  findet  man 

du     V*     dT  T  .        i   -n    dv  ,  UV       1   8  ,«,  x  ,  ^ 

dtp      du  dq>      dv  ,  usinm      i^cosop 

ot       08^  et      ds  '       r  r 

worin  tp  den  Winkel,  den  der  Radiusvector  mit  der  Tangente  macht,  und  p  das 
auf  die  Tangente  gefkllte  Loth  bezeichnet. 

Beisp.  8.  Ein  elastischer  Ring  ohne  Gewicht,  dessen  Länge  im  nicht  ge- 
spannten Zustand  gegeben  ist,  wird  um  einen  kreisförmigen  Cylinder  gespannt. 
Der  Cylinder  verschwindet  plötzlich;  man  zeige,  dass  die  Zeit,  welche  der  Ring 

braucht,  um  zu  seiner  natürlichen  Länge  zusammenzuschrumpfen,  {Man/8X)^  ist, 
worin  M  die  Masse  des  Fadens,  l  seinen  Elasticitätsmodul  und  a  seinen  Radius 
in  natürlichem  Zustand  bedeutet. 

Beisp.  4.    Ein  homogener  leichter  unausdehnbarer  Faden  wird  mit  seinen 
Enden  an  zwei  feste  Punkte  geheftet  und  dreht  sich  um  die  Gerade,  welche  diese 
Boath,  Dynunik.  II.  28 


dv  dtp 

ds 

ds  dt 

dv  dtp 

ds 

dt  ds 
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Punkte  verbindet,  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit,  Die  Gerade,  welche 
die  festen  Punkte  verbindet,  sei  die  a;-Aze.  Man  zeige,  dass  der  Faden,  wenn 
man  annimmt,  seine  Gestalt  sei  permanent  die  nämliche,  eine  ebene  Curve  von  der 
Gleichung  1  +(dj//da;)*= &(a  —  y*)"  bildet,  worin  a  und  b  zwei  Constanten  bedeuten. 

§  580.  Die  vier  Bewegungsgleicliiuigen  in  §  577  lassen  sich  durch 
Elimination  von  u  und  v  auf  zwei  reduciren.  Man  erhält  so  zwei 
Gleichungen  von  passender  Form^  die  nur  die  beiden  unbekannten 
Grössen  T  und  tp  enthalten.  Eliminirt  man  auch  T^  so  bleibt  nur 
eine  Gleichung  und  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  Fadens  wird 
damit  von  der  Auflösung  nur  einer  Differentialgleichung  abhangig  ge- 
macht. Die  Elimination  bietet  zwar  keine  Schwierigkeiten  dar;  .das 
Resultat  ist  aber  nicht  sehr  einfach. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  s  und  (3)  nach  t^  so  er- 
hält man 

ds  ds  "^  m  ds* ' 

^dtp 
^dt        . 

Subtrahirt  man  und  substituirt  für  dvjct  und  dv/ds  aus  (2)  und 
(4),  so  wird 

'^ - ^ (!!)■+ «.(If- elf)—».©-  •  ■  (5). 

Ebenso  findet  man  durch  Differentiation  der  Gleichung  (2)  nach  s 
und  (4)  nach  t  und  Substitution 

Ist  der  Faden  nicht  homogen,  so  ist  m  eine  Function  von  s.  Setzt  man 
mdsBsdtf,  BO  ergibt  sich  auf  dieselbe  Art 

f?_T(|2)+|^_e|2— igf)* 

de*  \da/    *    da       ^  da  m\dt/ 

Tda\      da/'^^da^dc^'m  dt*  ' 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  sind  sehr  gut  zu  verwenden.  Wenn 
die  Kräfte  P,  Q^  die  Winkelgeschwindigkeit  d<p/dt  und  die  Winkel- 
beschleunigung d^tp/dfi  eines  jeden  Elementes  bekannt  und  durch  s 
ausgedrückt  sind,  so  lassen  sich  die  Spannung  des  Fadens  und  die 
durch  die  Bogenlänge  und  den  Neigungswinkel  der  Tangente  gegebene 
Gleichung  der  Curve,  in  welcher  der  Faden  liegt,  ableiten.  Wenn  um- 
gekehrt die  Yertheilung  der  Spannung,  die  Curve  des  Fadens  und  die 
Kräfte  bekannt  sind,  so  ergeben  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  und 
Beschleunigung  eines  jeden  Elementes  uzunittelbar. 
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§  581.  Man  betrachte  die  Lage  des  Fadens  in  irgend  einem  Augenblick. 
M  sei  ein  Punkt  auf  dem  Faden;  man  ziehe  eine  Gerade  ON  von  dem  Coordi- 
natenanfang  0  aus  parallel  zu  der  Tangente  in  M^  deren  Länge  der  Spannung 
des  Fadens  bei  M  proportional  ist.  Der  Ort  der  Punkte  N  für  alle  Lagen  von  M 
stellt,  ähnlich  wie  ein  Hodograph,  die  augenblickliche  Vertheilung  der  Spannung 
längs  des  Fadens  dar. 

Um  die  Sache  einfacher  zu  gestalten,  woUen  wir  annehmen,  die  gegebenen 
Kräfte  P  und  Q  seien  Null.  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  zeigen,  dass  dann  die 
augenblicklichen  Werthe  von  T,  9,  «,  — {?^ldt)\  d*q>/dt*  bei  einem  Faden  genau 
ebenso  miteinander  yerbunden  sind,  wie  der  Badiusvector,  die  Länge,  Zeit,  die 
radialen  und  transversalen  Eräft;e  bei  einem  Massenpunkt,  welcher  den  Hodo- 
graphen  beschreibt 

Mittelst  dieser  Analogie  lässt  sich  manchmal  ein  Problem  über  die  augen- 
blickliche Vertheilung  der  Spannung  längs  eines  Fadens  in  ein  bekannteres 
Problem  über  die  Beweg^ung  eines  einzelnen  Massenpunktes  verwandeln.  Bildet 
der  Faden  eine  geschlossene  Curve,  so  ist  die  zugehörige  Curve  ebenfalls  ge- 
schlossen. Wenn  der  Faden  zwei  Enden  hat,  so  müssen  sich  die  Endbedingungen 
in  beiden  Curven  entsprechen. 

§  582.  Beispiele.  Beisp.  1.  Man  zeige,  wie  sich  die  im  vorigen  Paragraphen 
besprochene  Analogie  aus  den  Goordinatengleichungen  der  Bewegung  eines  Fadens 
in  §  574  ableiten  lässt  und  entwickle  aus  dieser  Analogie  die  Gleichungen  (5) 
und  (6).  Man  zeige  femer,  dass  die  Analogie  auch  dann  besteht,  wenn  sich  der 
Faden  in  einem  Raum  von  drei  Dimenensionen  bewegt. 

Beisp.  2.  Man  bestinmie  die  durch  die  Bogenlänge  und  den  Neigungswinkel 
der  Tangente  ausgedrückte  Gleichung  der  Gestalt  eines  geschlossenen  Fadens  und 
die  Vertheilung  der  Spannung,  wenn  Anfangs  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindig- 
keit eines  jeden  Elementes  der  Spannung  dieses  Elementes  proportional  ist  und 
die  Winkelgeschwindigkeit  für  die  Zeit  dt  constant  bleibt.  Es  wird  angenommen, 
gegebene  Kräfte  seien  nicht  vorhanden. 

Li  diesem  Fall  werden  die  Gleichungen  (5)  und  (6) 

Würde  8  die  Zeit  vorstellen,  so  würden  dies  die  Gleichungen  f^r  die  Bewegung 
eines  Massenpunktes  sein,  an  dem  eine  Centralkraft  angreift,  die  wie  der  Abstand 
variirt.    Der  Massenpunkt  müsste  eine  Ellipse  beschreiben.    Man  erhält  mithin 

1        cos'cp  ,   sin*g>      .  &  x    ,/- 

Daraus  ergibt  sich  die  Vertheilung  der  Spannung  und  die  durch  die  Bogenlänge 
und  den  Neigungswinkel  der  Tangente  ausgedrückte  Gleichung.   Wenn  l  die  Länge 

des  Fadens  bedeutet,  so  ist  |/jÄ2=s29r;  ist  a^ab,  so  wird  die  Curve  ein  Kreis. 

Beisp.  3.  Man  zeige,  dass  die  resultirende  Beschleunigung  irgend  eines 
Punktes  eines  Fadens  der  Sichtung  nach  durch  die  Tangenten  in  iV  an  die  zu- 
gehörige Curve  und  der  Grösse  nach  durch  das  Verhältniss  eines  Elementarbogens 
bei  N  zu  dem  entsprechenden  Bogen  bei  M  dargestellt  wird.  Man  setze  in  den 
Gleichungen  des  §  574,  X  =  0  und  r»0. 

§  583.  Momentankräfte.  Sind  es  Momentankrafke^  die  wirken, 
so  erleiden  die  Gleichungen  einige  Modificationen.  Sie  lassen  sich 
sämmtUch  auf  die  gewöhnliche  Art  aus  den  entsprechenden  Gleichungen 
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för  endliche  Kräfte  durch  Integration  nach  der  Zeit  ableiten.  Im  All- 
gemeinen jedoch  ist  es  einfacher^  sie  mit  Hülfe  der  Grundprincipien 
aufzustellen. 

Auf  einen  Faden,  der  auf  einem  glatten  horizontalen  Tisch  ruht, 
wirlct  an  dem  einen  Ende  eine  Stossspannung;  die  Stoss^Mnnung  an  einem 
beli^ngen  Punkt  und  die  Anfangshewegung  zu  finden, 

T  sei  die  Stossspannung  an  irgend  einem  Punkt  P,  T  und  dT 
die  Spannung  an  dem  folgenden  Punkt  Q;  an  den  Enden  des  Elementes 
FQ  greifen  dann  die  Spannungen  T  und  T  +  dT  an.  g)  sei  der 
Winkel  y  den  die  Tangente  an  den  Faden  in  P  mit  einer  festen  Linie 
bildet;  u,  v  die  Anfangsgeschwindigkeiten  des  Elementes  in  der  Richtung 
der  Tangente  bez.  der  Normalen  an  den  Faden  im  Punkt  P.  Zerlegt 
man  in  diesen  beiden  Richtungen ,  so  wird 

muds  =  (T  +  dT)  cos  dtp  —  T 

mvds  =  (T  +  dT)  sin  d(p 

und  beim  Ueberiranfir  zur  Grenze  «i  =  — ö— ,  v  = 

Nach  §  577  ist  aber  du/ds  =  v/q.  Als  Gleichung  für  T  hat 
man  also 

Ist  die  Kette  nicht  homogen,  so  findet  man  leicht  auf  dieselbe  Art 

|_/iarx      IT 

Wenn  cd  die  Anfangswinkelgeschwindigkeit  des  Elementes  ds  be- 
deutet, so  ist  nach  §  577 

dv   .u        1  d  /T^\  ,«. 

^  =  ä^  +  7  =  Tä^W W 

§  584.  Wenn  sich  der  Faden,  grade  bevor  die  Stossspannung  an 
dem  einen  Ende  wirkt,  in  Bewegung  befindet,  so  bedürfen  diese 
Gleichungen  nur  einer  geringen  Aenderung.  (u^,  vj,  (uj,  v^)  seien  die 
Componenten  der.  Geschwindigkeit  des  Elementes  PQ  grade  vor  und 
grade  nach  dem  Stoss.  Die  Gleichungen  des  letzten  Paragraphen  sind 
dann  einfach  derart  abzuändern,  dass  man 

setzt.  Jede  der  Zerlegungen  (w^,  Vj),  (u^,  t?,)  muss  selbstverständlich 
den  geometrischen  Bedingungen  in  §  577  genügen. 

§  586.  Beisp.  Wenn  T^ ,  T,  die  Stossspannungen  an  den  Enden  eines  Bogens 
der  Kette  sind  und  in  derselben  Richtung  wie  die  Kette  positiv  gerechnet  werden, 
wenn  femer  u^,  u,  die  Anfangsgeschwindigkeiten  an  den  Enden  in  der  Richtung 
der  Tangenten  in  den  Endpunkten  sind,  zu  beweisen,  dass  die  anfängliche  kine- 
tische Energie  des  ganzen  Bogens 

i(r,f*,-r,u,)i8t. 
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Dies  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  tn  (u*  -f-  f ')  d«  über  die  ganze  Länge  des 
Bogens  integrirt.  Es  folgt  aber  auch  sofort  aus  dem  in  Bd.  1  bewiesenen  Satz, 
dass  die  durch  einen  Stoss  yerrichtete  Arbeit  das  Product  aus  dem  Stoss  und  der' 
mittleren  Componente  der  Gleschwindigkeit  des  Angriffspunktes  grade  vor  und 
grade  nach  der  Wirkung  des  Stosses  ist.  Da  nun  der  Faden  tou  der  Buhe  aus- 
geht, so  ist  die  an  jedem  Ende  yerrichtete  Arbeit  das  Product  aus  der  Spannung 
und  der  halben  anfänglichen  Tangentialgeschwindigkeit. 

§  686.  Die  Stossspcmnung  und  die  Anfangshewegimg  zu  finden^  wenn  der  FaMn 
eine  Curve  doppelter  Krümmung  bildet. 

ti,  V,  w  seien  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  eines  Elementes 
ds  in  der  Richtung  der  Hauptaxen  der  Curve  für  dieses  Element,  wobei  die  Axe 
der  X  die  Hauptnormale,  die  der  y  die  Tangente  imd  die  der  z  endlich  die 
Binormale  sei.  Da  die  einzigen  an  dem  Element  angreifenden  Kräfte  die  Stoss- 
spannungen  an  den  Enden  sind,  so  ist  wie  in  §  583 

m  Q  in  OS 

um  die  geometrischen  Gleichungen  zu  erhalten,  bedenke  man,  dass,  wenn 
(u,  V,  w)  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  an  dem  einen  Ende  A  des  Ele- 
mentes ds  in  der  Richtung  der  Hauptaxen  ffir  A  darstellen,  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  an  dem  andern  Ende  B  desselben  Elementes  in  der  Richtung 
der  Hauptaxen  fär  B,  (u-f-du,  etc.)  sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Componenten 
ifiu,  dv,  6w)  der  relativen  Geschwindigkeit  der  Enden  A  und  B  in  der  Richtung 
der  Hauptaxen  für  A  durch  §  21  gegeben  sind,  worin  dq>i  dq>^,  d(p^  die  Winkel- 
verrückungen  bedeuten,  mittelst  derer  die  Hauptaxen  für  ^  in  die  Lage  der- 
jenigen für  B  geschraubt  werden.  Bezeichnen  dt  und  ds  den  Torsions-  und 
Contingenzwinkel,  so  ist 

dqpj  =  0,    dg?j  =  —  dr,    dqt^  =  —  ds. 

Sind  aber  m^,  oo,,  o,  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Elementes  ds  im  Raum 
um  die  Hauptaxen  f^  A,  so  ist 

^t«  =  —  o,  ds,    Sv  =  0,    dw  =  (o^  ds. 

Setzt  man  diese  beiden  Gruppen  von  Werthen  für  du,  dv,  dw  gleich,  so  wird 

u       cv      u  du       V 

^      r  ^    ds       Q  CS    *    Q  '  ^  ^' 

worin  r  und  q  den  Torsions-  und  Contingenzradius  bezeichnen. 
Durch  Substitution  aus  (1)  in  (2)  ergibt  sich 

mgr^     ds  \mds)      m(f*        '  '       T  ds\m^)  ^  ^' 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  bestimmt  die  Anfangsspannung,  wenn  die 
Form  des  Fadens  bekannt  ist;  sie  ist  dieselbe,  wie  die  entsprechende  Gleichung 
für  die  Ebene;  die  Anfangsspannung  hängt  daher  von  dem  Torsionswinkel  der 
Curve  nicht  ab.  Die  beiden  anderen  Gleichungen  bestimmen  die  Anfangswinkel- 
geschwindigkeiten des  Elementes,  wobei  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Tan- 
gente nicht  erforderlich  ist,  um  die  Anfangsbewegung  zu  finden. 

Man  kann  sich,  ähnlich  wie  in  §  578  bei  einem  in  der  Ebene  liegenden 
Faden,  auch  hier  durch  einen  geometrischen  Beweis  von  der  Richtigkeit  der  obigen 
Gleichungen  überzeugen. 

§  587.  Die  Differentialgleiehiuig  für  die  Anfangsspanmiiig.  Wenn  die  Form 
des  Fadens  durch  die  Gleichung  q«=F{s)  gegeben  ist,  so  findet  man  die  Anfangs- 
spannung durch  Integration  der  Gleichung 


«1  = 
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w«-?^=« «■ 

Das  Integral  hat  bekanntlich  die  Gestalt 

T  ^  Afpis)  +  B'rp{8) (2), 

worin  9  und  '^  bestimmte  Functionen  von  8  und  A  und  B  zwei  unbestimmte 
Gonstanten  sind.  Die  Constanten  sind  dann  aus  den  bekannten  Werthen  der 
Spannung  an  den  beiden  Enden  des  Fadens  zu  bestimmen. 
#  Hat  man  die  Spannung  an  irgend  einem  Punkt  des  Fadens  gefunden,  so 
lassen  sich  die  Geschwindigkeit  und  die  Richtung  der  Bewegung  eines  jeden  Ele- 
mentes aus  den  Ausdrücken  für  die  Componenten  u  und  t;  in  §  583  ableiten. 

Man  erkennt  also,  dass  die  Bestimmung  der  Bewegung  von  der  Integrcstüm  der 
Differentialgleichung  (1)  abhängt.  Wir  halten  es  deshalb  f3r  angezeigt,  der  Reihe 
nach  einige  Auflösungen  hier  folgen  zu  lassen,  die  sich  nützlich  erweisen  werden. 

In  manchen  Problemen  erscheint  auf  der  rechten  Seite  der  Differential- 
gleichung (1)  ein  Zusatzglied  z.B./  (s).  Die  beiden  ersten  Glieder  der  Lösung  (2) 
bilden  die  Complementärfunction;  hat  man  sie  gefunden,  so  lässt  sich  das  parti- 
culäre  Integral,  welches  die  Folge  von  /*(«)  ist,  auf  eine  der  verschiedenen  Arten 
ableiten,  die  in  der  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  angegeben  werden.  Am 
Tortheilhaftesten  ist  es  vielleicht,  wenn  man  T  =  zq>(8)  oder  Tss^z^(8)  setzt;  die 
Differentialgleichung  nimmt  dann  eine  lineare  Form  an,  aus  der  man  e  findet. 
Es  reicht  daher  hin,  wenn  wir  im  Folgenden  annehmen,  die  rechte  Seite  der 
Differentialgleichung  sei  Null. 

i.  Fall.    Q  sei  constant,  z.  B.  9  =  a.    Der  Faden  hat  dann  die  GestaU  eines 

»  « 

Kreises.     Das  Integral   ist  offenbar   T=Ae^-^Be   **. 

2.  FaU.  Q  sei  eine  lineare  Function  von  «,  z.  B.  Q^^a-^-bs.  Der  Faden 
hat  dann  die  Gestalt  einer  logarithmischen  Spirale,  deren  constanter  Winkel  arc  cotg  b 

ist.  Um  die  Gleichung  aufzulösen,  setzen  wir  a-f-&«  =  ^;  die  Gleichung  nimmt 
dann  dieselbe  Form,  wie  in  dem  letzten  Paragraphen  an.  Die  Complementär- 
function reducirt  sich  auf 

T^A(a  +  bsy  +  B{a  +  5«)", 

worin  m  und  n  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  b^%(%  —  1) »» 1  sind. 

3.  Fall.  Q  sei  eine  quadratische  Function  von  8,  z.  B.  q  =b  a  -^  bs  -{-  csK 
Sind  die  Factoren  reell,  so  lässt  sich  statt  dessen  schreiben  q  =  c{8  —  ct){8  —  ß). 
Man  nehme  versuchsweise  die  Lösung 

an.    Substituirt  man  in  die  Differentialgleichung  und  dividirt  durch 

80  findet  man 

(»1  + n— l){(m  +  n)«*  — 2(an  +  jJw)«}  1       ^ 

+  a*n(n  —  1)  +  2aßmn  +  /?*«»(«»  —  1)  —  c~*J  "" 

Der  Gleichung  wird  genügt,  wenn  man  m  und  n  so  wählt,  dass  die  Coefficienten 
der  verschiedenen  Potenzen  von  s  Null  werden.  Die  beiden  ersten  Potenzen  er- 
geben w  +  w  =  1  und  die  letzte  mn(a  —  ft*  +  c~"*  =  0.  Das  gesuchte  Inte- 
gral ist  daher 

r«  -4(s  —  «)"*(«  —  ft»  +  B{8  —  «)*(«  —  P)"», 

worin  m  und  n  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

sind.  Diese  Auflösung  rührt  von  Sir  G.  Stokes  her,  Bd,  8  der  Cambridge  PhiU 
Trans.,  1849. 
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Sind  dagegen  die  Factoren  der  quadratiscben  Gleichung  p  »  a  -}-  ^^  +  <^9' 
imaginär,  so  läset  sich  das  Integral  auf  die  Art  ermitteln,  dass  man  den  eben 
gefundenen  Werth  von  T  rational  macht.    Es  empfiehlt  sich  jedoch,  statt  dessen 

zu  setzen  und  dann  so  zn  verfahren.  Setzt  man  s  -^  a  ss  ß  ig  6^  so  nimmt  die 
Differentialgleichung  die  Form  an 

de' '"  ^""  "^  "^  V     ß' 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  bekannt,  es  besteht  aus  trigonometrischen 
Gliedern  oder  ExponentialgrOssen,  je  nachdem  ßc  grösser  oder  kleiner  als  die 
Einheit  ist. 

Sind  die  Factoren  der  quadratischen  Gleichung  ^  »=:  a  -f-  ^^  4-  c^*  gleich, 
so  lässt  sich  die  Gleichung  dadurch  lösen,  dass  man  T==^(s — a)z  und  s — a=^l/x 

setzt.    Sie  reducirt  sich  dann  auf  ^^— , =  =  0 .    Man  erhält  daher 


!^  (T  cos  Ö)  +  (l  -  gl,)  T  cos  Ö  «  0. 


=  (s~a)|^c^(— >  +  Be    <»('-«)|. 


Ist  CQs='8*-}'C\  80  hat  der  Faden  die  GestaU  einer  Kettenlime.  Das  Inte- 
gral ist  dann 

worin  y  die  Ordinate,  von  der  Directix  aus  gemessen,  und  0  den  Winkel  be- 
zeichnet, welchen  die  Tangente  mit  dem  Horizont  macht.  Man  erhält  dieses  Re- 
sultat, wenn  man,  wie  eben  erwähnt,  8=^ ctg 6  setzt.  Man  kann  aber  auch  anders 
verfahren.  Man  beachte,  dass  T^^y  eine  Auflösung  ist;  setzt  man  also  T^^yz, 
so  ergibt  sich  eine  lineare  Gleichung  der  ersten  Ordnung  für  de/ds.  Siehe  die 
Cambridge  Senate  House  Problems  für  1860  mit  AuflÖsimgen,  S.  65. 

Eine  andere  Auflösung  hat  Besge  in  Bd.  9  von  LiouvüU^s  Journal,  1844 
gegeben;  er  führt  die  Gleichung  auf  eine  früher  von  Euler  gelöste  zurück. 

Wir  wollen  der  Gleichung  die  Grestalt  geben 

d*T^  AT 

a«"  '~{a  +  2b8+C8*)' 

und  log  T^'jUds  setzen,  durch  Substitution  ergibt  sich  dann 

ds^  (a  +  2b8  +  C8^' 

Der  Nenner  auf  der  rechten  Seite  weist  darauf  hin,  dass  vielleicht  ein 
Integral  von  der  Form 

u^ E 

a  +  26«  -j-c«' 
möglich  ist. 

Durch  Substitution  in  die  Differentialgleichung  findet  man 

^(a  +  2b8  +  cO  +(F—  b  —  c«)*  =  (&+  c«)*  -f-  A. 

Nun  reducirt  sich  offenbar,  wenn  man  V —  b  —  08=*%  setzt  und  unter  %  eine 
Ck>nstante  versteht,  die  Gleichung  auf 

Man  erhält  also  zwei  Werthe  för  «  und  damit  zwei  particuläre  Integrale, 
nämlich 

1  rr  r    b  +  C8±:%      j 
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Eine  jede  dieser  Integrationen  lässt  sich  mit  einer  endlichen  Anzahl  von 
Gliedern  ausführen.  Sind  die  so  gefundenen  Werthe  von  T,(p{8)  und  ^(s),  so 
ist  das  gesuchte  allgemeine  Integral 

worin  M  und  N  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

4.  Fall.    Wenn  q\  nicht  9,  eine  quadratische  Function  von  8  ist,  z.  B. 

so  lässt  sich  ein  Integral  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  in  der  Gestalt 

finden,  vorausgesetzt,  dass  eine  der  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
cti  (n  —  1)  =  1  eii^e  positive  ganze  Zahl  ist.  Diese  quadratische  Gleichung  gibt 
die  Bedingung  an,  imter  welcher  die  Reihe  für  T  ein  höchstes  Glied  hat;  man 

substituire  daher  nur  die  höchste  Potenz  A^8*  der  Reihe  in  die  Differential- 
gleichung  und  lasse  alle  geringeren  Potenzen,  welche  vorkommen,  weg.  Die  Be- 
ziehung zwischen  den  sich  folgenden  Coefficienten  findet  man  leicht  durch  Sub- 
stitution. Diese  Beziehung  vereinfacht  sich  sehr,  toenn  man  vorher  aus- der 
quadratischen  Gleichung  für  q*  entweder  hs  oder  a  entfernt  Es  geschieht  dies 
dadurch,  dass  man  s  =  s'  -f-  m  setzt  und  die  Constante  m  richtig  wählt. 

Ist  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  cn{n — 1)=1  eine  ganze  Zahl  n, 
so  kann  man  einem  Integral  eine  der  beiden  Formen  geben 

siehe  die  Abhandlung  des  Verfassers  in  den  Proceedings  of  the  Ma/thematical  So- 
ciety, April,  1885. 

5.  Fall.    Wenn  I/9'  eine  quadratische  Function  von  8  ist,  z.  B. 

1/^«=  a  +  hs  +  C8«, 

so  setze  man  T=ze"''^^*^.  Durch  Substitution  und  richtige  Wahl  von  a  und  ß 
reducirt  sich  die  Gleichung  auf  die  Form 

S  +  (2a  +  4/J»)|^  +  hz  «  0. 

CS*  08 

Dieser  Kunstgriff  wird  Liouville  zugeschrieben. 

Setzt  man  a  -^  2ß8  >^  0,  so  erhält  man  ein  Integral  in  der  Form  einer  end- 
lichen Reihe,  nämlich 

iS  =  ^  [ff"+ 1  n(n  —  1) /Jff"~'-f  j .  I  n  (n  -  1)  («- 2)  (n -- 3)  jJ%*~* -f  etc.] 

durch  SubstitutioA,  wenn  2ßn-\-h=^0  einen  Werth  von  n  liefert,  der  eine  positive 
ganze  Zahl  ist.  In  der  oben  angeführten  Abhandlung  des  Verfassers  wird  auch 
gezeigt,  dass 

ist,  worin  logi2  «==  -^  ist  und  wobei  die  eine  oder  die  andere  Form  benutzt  werden 

muss,  je  nachdem  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist. 

§  588.  Beispiele  für  Momentankräfte.  Beisp.  1.  Wenn  die  Curve,  welche  der  Faden 

gl ^« 

bildet,  eine  solche  Beschaffenheit  hat,  dass  o'  =  .,.  .   ,^  ist,  worin  i  irgend  eine 

'  '  » (t  -f- 1)       '  ° 

positive  ganze  Zahl  bedeutet,  zu  zeigen,  dass  ein  Integral  T  '=CPi  dx  lautet,  worin 
X'^s/a  und  P^.  eine  Legendre'sche  Function  von  x  von  der  i^  Ordnung  ist. 
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Beisp.  2.  Man  verfolge  den  Lauf  der  Curve  jj^  «=  (s —  o)  («  —  b).  Die  Curve 
hat  drei  Zweige;  der  erste  erstreckt  sich  von  8^=a  bis  s^s  5,  die  Krümmung  hat 
immer  dieselbe  Richtung  und  der  Zweig  endigt  an  jedem  Ende  mit  einer  unend- 
lich grossen  Anzahl  Ton  kleiner  werdenden  Windungen  und  ist  schliesslich  eine 
logarithmische  Spirale,  deren  gleicher  Winkel  arctg  ß/(a  —  b)  ist.  Der  zweite  Zweig 
geht  von  8s=^b  bis  oo;  er  windet  sich  wie  eine  logarithmische  Spirale  mit  einer 
unendlich  grossen  Anzahl  yon  Umdrehungen  auf.  Die  sich  zu-  und  aufwindenden 
Zweige  haben  dieselbe  Richtung  der  Krümmung,  wenn  der  Bogen  in  einem  jeden 
Zweig  von  der  unendlich  kleinen  Spitze  aus  gemessen  wird.  Der  sich  aufwindende 
Zweig  geht  schliesslich  in's  (Jnendliche,  wie  ein  Zweig  derEettenlinie  ßQs==8^"\-ß^  und 

die  Tangente  ist  schliesslich  parallel  zu  der  Tangente  im  Punkt  « =a  y  (a  -|-  ^)' 

Der  dritte  Zweig  geht  von  «=»  —  c  bis  — oo  und  gleicht  dem  zweiten. 

Beisp.  3.  Ein  auf  einem  Tisch  in  Ruhe  liegender  Faden  erhält  an  seinem 
einen  Ende  einen  Ruck  und  beginnt  sich  so  zu  bewegen,  dass  die  Bewegungs- 
richtung eines  jeden  Elementes  einen  constanten  Winkel  mit  der  Tangente  in 
diesem  Punkt  macht.  Man  beweise,  dass  die  Curve,  welche  der  ruhende  Faden 
bildet,  eine  logarithmische  Spirale  ist. 

Beisp.  4.  Eine  Stossspannung  in  der  Richtung  der  Tangente  wirkt  auf  das 
eine  Ende  eines  gleichförmigen  vollkommen  biegsamen  schweren  Fadens,  der  auf 
einer  glatten  Ebene  liegt.  Wenn  aUe  Massenpunkte  des  Fadens  sich  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  zu  bewegen  anfangen,  zu  beweisen,  dass  der  liegende  Faden  die 
Form  einer  Kettenlinie  oder  einer  Geraden  hat.  [May  Ex.] 

Beisp.  5.  An  dem  einen  Ende  eines  unelastischen  Fadens,  welcher  in  einer 
kreisförmigen  Röhre  ruhig  liegt  und  sie  grade  ausfüllt,  wird  in  der  Richtung  der 
Tangente  an  diesem  Ende  ein  momentaner  Zug  ausgeübt.  Der  Faden  beginnt  sich 
mit  der  kinetischen  Energie  E  zu  bewegen.  Wenn  derselbe  Faden  ruhig  daläge 
ohne  eingeschlossen  zu  sein  und  ebenso  an  ihm  gezogen  würde,  zu  zeigen,  dass  er 
seine  Bewegung  mit  der  kinetischen  Energie  2nE  coth(ßn)^)  anfangen  würde. 

[Math.  Tripos.] 

Beisp.  6.  Ein  Stoss  gleich  der  Einheit  an  dem  Ende  A  einer  Kette  AB 
bringt  Tangentialgeschwindigkeiten  u^,  u,  an  ihren  beiden  Enden  hervor.  Wirkt 
der  Stoss  auf  das  Ende  B,  so  sind  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten  u^\  u^\ 
Wird  an  dem  Ende  B  ein  materieller  Pimkt,  dessen  Masse  die  Einheit  ist,  be- 
festigt und  wirkt  der  Stoss  gleich  der  Einheit  auf  das  Ende  Ä^  zu  beweisen,  dass 
die  Geschwindigkeiten  an  den  beiden  Enden  in  dem  Verhältniss 

stehen,  wobei  alle  Geschwindigkeiten  in  derselben  Richtung  längs  des  Bogens  ge- 
messen werden.  [St.  John's  Coli.,  1896.] 

Da  T  ^s:  Ä(p(8)  -^  Bip(8)  ist,  so  wird,  wenn  auf  die  Enden  einer  Kette  Stoss- 
spannungen  T, ,  T,  wirken,  die  Tangentialgeschwindigkeit  in  jedem  Punkt  durch 
«  =  Ti/'(8)4-  ^i-^(s)  dargestellt,  worin  /"(«),  F(8)  gewisse  Functionen  von  8  sind. 
In  dem  ersten  Fall  ist  T^  =  1,  T,  =  0,  daher  f(0)  =  t*, ,  f{l)  =f*,;  in  dem 
zweiten    Tj  =  0,    T,  =»  1,   daher   F(0)  =  »/,    F(0  «=»  u,'    und   in   dem   dritten 


1)  cosh  Xy  sinh  x,  cotgh  x,  die  sogenannten  hyperbolischen  Cosinusse,  etc. 
werden  durch  die  Gleichungen 

,  c*4-  c""*  ,   ,  sinh  X 

«*—«■"'  1 

^tah.  X  = ,     cotgh  X  = 


definirt.  ^  2        '        -^  tgh  x 
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Fall  ist,  wenn  ü'^,  rT,  die  gesuchten  Geschwindigkeiten  an  den  beiden  Enden  be- 
zeichnen, Tj  BS  1  und  der  Stoss  zwischen  der  Masse  gleich  der  Einheit  und  dem 
Faden  T,  =  ü^.  Man  erhSJt  also  ü^^  u^-]-  U^Ui\  ^j  ==  «i  +  ^s«»'-  Daraus 
ergibt  sich  dann  das  VerhSitniss  CT^  :  ü^. 

§  589.  Anfangsbewe^ngen.  Ein  Faden  steht  in  einer  Ebene 
unter  der  Einwirkung  gegebener  Kräfte  und  befindet  sich  dabei  entweder 
in  Buhe  oder  seine  a/ugenblicldiehe  Bewegung  ist  bekannt  Unter  der 
Voraussetzung,  ein  Bruch  oder  eine  andere  Veränderung  finde  statt,  soü 
man  die  Anfangsänderungen  der  Bewegung  und  die  Änfangsänderung  der 
Spannung  finden. 

mPdSj  mQds  seien  die  Gomponenten  der  Kräfte  in  der  Richtung 
der  Tangente  bez.  des  Krümmungsradius  für  irgend  ein  Element  ds 
des  Fadens;  u,  v  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  in  denselben 
Richtungen;  mT  äie  Spannung;  ^  der  Winkel,  den  die  Tangente  für 
das  Element  ds  mit  der  x-Axe  macht  und  cd  «=  dq)/dt  die  Winkel* 
geschwindigkeit  des  Elementes  ds. 

Wir  haben  nach  §  577  die  Gleichungen 

g^-t,a)  =  P  +  ^ (1), 

f|  +  «<»  =  «  +  f (2), 

I^  +  T"" W- 

Ans  ihnen  leiten  wir,  wie  in  §  580,  die  beiden  Gleichungen  ab 

»|.(^  +  f+|e  =  || (6). 

Da  die  augenblickliche  Bewegung  des  Fadens  sowie  die  Ejrafte 
gegeben  sind,  so  stellen  o,  P  und  Q  bekannte  Functionen  von  s  dar. 
Es  ist  also  (5)  die  Differentialgleichung,  aus  der  T  zu  ermitteln  ist. 
Sie  ist  die  nämliche,  wie  die  früher  in  §  587  untersuchte.  Wir  nehmen 
daher  an,  ihre  Auflosung  sei  gefunden.  Die  Integrationsconstanten 
sind  aus  den  gegebenen  Bedingungen  an  den  Enden  des  Fadens  zu 
bestimmen.     So  ergibt  sich  dann  die  Anfangsspannung. 

Da  die  Anfangswerthe  von  u,  v,  (o,  P,  Q  und  T  bekannt  sind, 
so  folgen  die  Werthe  für  du/dt,  dv/dt  und  do/dt  aus  (1),  (2)  und  (6). 
Damit  sind  alle  Anfangsbeschleunigungen  bestimmt. 

Differenzirt  man  (5)  nach  der  Zeit,  so  erhalt  man  eine  weitere 
Differentialgleichung  zur  Ermittelung  von  dT/dt  von  derselben  Art^  wie 
zuvor.  Hat  man  sie  aufgelost,  so  ergeben  sich  d^u/dfiy  d^v/dfi  und 
a^o/a^  durch  Differentiation  von  (1),  (2)  und  (6). 


• 
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Verföhrt  man  auf  diese  Art,  so  findet  man  die  augenblicklichen 
Werthe  aller  Differentialquotienten  von  u,  v,  cd  für  den  Moment,  in 
welchem  der  Bruch  stattfindet. 

Wenn  Ut,  Vt,  (Ot  die  Werthe  dieser  Grössen  nach  der  Zeit  t  sind, 
so  hat  man  nach  dem  Taylor'schen  Satz  (siehe  Bd.  1,  §  199) 

,   du  .   .    1  ^"i*  j9  , 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  Vt  und  mt.  Die  Anfangsbewegung  ergibt 
sich  so  bis  auf  einen  beliebigen  Grad  der  Annäherung. 

§  590.  Um  den  Anfangskrümmungsradius  R  der  Bahn  zu  finden, 
welche  ein  Element  des  Fadens  im  Raum  beschreibt,  suche  man  die  Gom- 
ponente  der  an  diesem  Element  wirkenden  Erafbe  senkrecht  zur  Tangente 
an  seine  Bahn  und  setze  das  Resultat  gleich  (u^  -f*  ^*)/R'  Die  Bewegungs- 
richtung  des  Elementes   bildet   mit  der  Tangente   und  Normalen   an 

den  Faden  Winkel,  deren  Sinusse  v/(u*  +  v^y  und  w/(u*  + 1;^'  sind. 
Die  an  dem  Element  angreifenden  Kräfte  sind  P  -f-  dT/ds  und  Q  -f-  T/q. 
Man  hat  mithin 

XTm  die  Geschwindigkeit  zu  finden,  mit  welcher  der  Krümmungs- 
radius des  Fadens  sich  zu  ändern  beginnt,  beachte  man,  dass  -^'^-^ 

ist.    Daraus  folgt  a7  ^  =  y '    Wenn  man  daher  (5)  nach  s  differenzirt, 

so  erhält  man  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Krümmung  des 
Fadens  sich  zu  ändern  beginnt.  Differenzirt  man  (6)  nach  s,  so  er- 
gibt sich  die  Beschleunig^g  der  Kxümmungsänderung. 

§  691.  Wenn  sich  der  Faden  im  Gleichgewicht  befindet  %md  an  irgend  einem 
Punkt  dwrchschnUten  wird,  so  nehmen  die  Gleichungen  zur  Ennittelnng  der  An- 
fangfispannung  T  und  der  Winkelbeschleunigung  den/ 8t  eine  einfache  Gestalt  an. 
Ist  T^  die  Spannung  vor  dem  Durchschneiden,  so  wird 

0=,P+^,    0^Q  +  ^. 
ds  ^  ^ 

Ist  ferner  T  >=  T^-^-  T*  und  bedenkt  man,  dass  der  Faden  von  der  Buhe 
ausgeht,  so  sind  die  Werthe  von  T\  du/dt,  dv/dt  und  dm/dt  durch 

C8^       9*""    '     dt'^ds'     df^  if  '    dt'^r  'd8\  Q  ) 
gegeben. 

Durch  Integration  der  ersten  Gleichung  erhält  man  T'  mit  zwei  willkürlichen 
Gonstanten,  §  687.  Um  diese  Constanten  zu  finden,  untersuche  man  die  Be- 
dingungen an  den  Enden  des  Fadens.  An  dem  Ende,  durch  welches  der  Schnitt 
gefuhrt  wurde ,  ist  T  =  0  und  daher  T'  =  —  T^, .  Wenn  der  Faden  auf  seiner 
ganzen  Länge  frei  ist,  so  hat  man  auch  an  dem  andern  Ende  T^bQ;  diese  beiden 
Bedingungen  reichen  zur  Bestimmung  der  zwei  Constanten  aus.  Geht  der  Faden 
über  eine  kkine  glatte  BoUe,  so  sind  die  Theile  des  Fadens  auf  jeder  Seite  der 
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Rolle  im  vorliegenden  Fall  als  zwei  F&den  zu  betrachten;  man  erhält  'also  vier 
Constanten.    Zu  ihrer  Bestimmung  sind,  ausser  T  =  0  an  jedem  freien  Ende,  zwei 

Bedingungen  an  der  Rolle  vorhanden,  nämlich,  dass  T  und  -^  fSr  jeden  Theil  des 

Fadens  dieselben  sein  müssen. 

Die  Anfangsrichtung  der  Bewegung  eines  jeden  Elementes  findet  man  durch 

Zusanunensetzung  der  Geschwindigkeiten  -^dtj  ^  dt\  die  Anfangsrichtung  der  Be- 

wegung  bildet  daher  mit  der  Tangente  an  den  Faden  einen  Winkel,  dessen  Tan- 

O        I  o 

gente  ^r  /  ^-r   ist.     um   den   Anfangskrümmungsradius    der   Bahn    irgend    eines 

vt  I  et 

Massenpunktes  zu  erhalten,  hat  man,  wie  aus  Bd.  1,  §  212  folgt,  zuerst  d*u/dt\ 
d^vjdt^  durch  zweimalige  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  zu  ermitteln- 

§  692.  Beispiele.  Ein  Faden  befindet  sich  im  Gleichgewicht  und  hat  die 
Form  eines  Kreises  um  das  Centrum  einer  dhstossenden  Kraft,  welche  in  seinem 
Mittelpunkt  liegt.  Wird  nun  der  Faden  in  irgend  einem  Punkt  Ä  durchsthnitten, 
zu  beweisen,  dass  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkt  P  sidi  augehblicklidi  in 
dem  Verhältniss 

ändert,  worin  6  den  zu  dem  Bogen  AP  gehörigen  Centriwinkel  bezeichnet. 

Bezeichnet  F  die  Centralkrafb,  so  ist  P  =  0  und  mQ=  —  F.  Es  sei  a  der 
Radius  des  Kreises.    Die  Gleichung  in  §  589  zur  Bestimmung  von  T  wird   dann 

d*T      T  F 

ds*       a*  a 

Wird  s  von  dem  Punkt  A  aus  nach  P  hin  positiv  gerechnet,  so  ist  8=^  aß; 
femer  ist  F  von  s  unabhängig;  daraus  folgt 

T^Fa  +  Ae^  +  Be-^. 

Um  die  willkürlichen  Constanten  A  und  B  zu  bestimmen,  hat  man  die  Be- 
dingung T=0  für  ö  =  0  und  ö  =  2«;  femer  T^=^Fa,  grade  ehe  der  Faden 
durchschnitten  vnirde.    Daraus  folgt  dann  das  oben  angegebene  Resultat. 

Beisp.  2.  Ein  Faden  wird  um  den  unteren  Theil  eines  verticalen  Kreises  ge- 
wunden und  durch  zwei  Kräfte  an  den  Enden  eines  horizontalen  Durchmessers 
grade  im  Gleichgewicht  gehalten.  Der  Kreis  wird  plötzlich  entfernt ;  man  beweise, 
dass  die   Spannung  an   dem   tiefsten  Punkt   augenblicklich  in  dem  Verhältniss 

4.«4^-|_g-i''   abnimmt. 

Beisp.  3.  Die  Endglieder  einer  gleichförmigen  Kette  können  frei  auf  zwei 
sich  schneidenden  Geraden  gleiten,  welche  rechte  Winkel  miteinander  bilden 
und  gleichmässig  gegen  die  Verticale  geneigt  sind.  Die  Kette  befindet  sich  unter 
der  Wirkung  der  Schwere  im  Gleichgewicht.  Wenn  nun  die  Kette  in  ihrem 
tiefsten  Punkt  bricht,  zu  zeigen,  dass  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkt  P 
der  statischen  Spannung  mit  4qp/(7r-f-4)  multiplicirt  gleich  ist,  worin  9  den  Winkel 
bezeichnet,  den  die  Tangente  in  P  mit  dem  Horizont  macht. 

Beisp.  4.  Ein  Faden,  der  die  Gestalt  des  Bogens  einer  logarithmischen 
Spirale  hat,  liegt  auf  einem  glatten  Tisch  und  beginnt  sich  von  der  Ruhe  aus 
imter  der  Wirkung  einer  Centralkrafb  F  zu  bewegen,  welche  die  Richtung  Tom 
Pol  weg  hat  und  wie  die  n^  Potenz  des  Abstandes  variirt.  Man  zeige,  dass  die 
Anfangsspannung  durch 

n(n+l)co8"a  —  sm'a    '  ' 
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gegeben  ist,  worin  cc  den  constanten  Winkel  der  Spirale  angibt  und  p,  q  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  x(x  —  l)sstg'ce  sind.  Man  zeige,  dass 
diese  Lösung  ihre  Form  ändert,  wenn  cc  derart  ist,  dass  das  erste  Glied  unendlich 
gross  wird  und  finde  die  neue  Form. 

Beisp.  6.  Eine  gegebene  schwere  gleichförmige  unelastische  Kette  ist  in 
nahezu  grader  Linie  so  ausgestreckt,  dass  ihre  beiden  Enden  sich  auf  derselben 
Höhe  befinden;  plötzlich  wird  das  eine  Ende  losgelassen;  man  beweise,  dass  fär 
eine  erste  Annäherung  das  doppelte  Product  aus  den  Spannungen  an  dem  anderen 
Ende  yor  und  nach  dem  Loslassen  dem  Quadrat  des  Gewichtes  der  Kette  gleich  ist. 

[Math.  Tripos,  1888.] 

Beisp.  6.  Ein  schwerer  Faden  AB  wird  im  Gleichgewichtszustand  über  zwei 
kleine  glatte  Zapfen  P,  Q  gelegt,  die  in  derselben  horizontalen  Linie  liegen  und 
dabei  werden  die  Enden  A^  B  in  gleicher  Höhe  über  der  Directrix  der  Ketten- 
linie gehalten,  welche  P  und  Q  verbindet.  Die  Enden  J.,  B  werden  gleichzeitig 
losgelassen;  man  finde  die  Anfangsspannung  in  irgend  einem  Punkt  und  die  Winkel- 
beschleunigung irgend  eines  Elementes. 

Man  betrachte  den  Faden  PQ  und  setze  T=^T^+T',  §  591,  worin  T^'^gy 
die  statische  Spannung  und  nach  §  587,  T'  ^=  y  {Aq> -^  B)  ist.  Da  der  Faden  PQ 
in  Bezug  auf  den  tiefsten  Punkt  C  symmetrisch  ist,  so  wird  die  Constante  A^^O, 
Ebenso  ist,  an  dem  Zapfen  P,  du/dt^dT'/ds.  Wenn  h  den  Bogen  CP,  h  die 
Ordinate  von  P  bezeichnet,  so  erhält  man  du/dt  =  Bh/h.  Man  betrachte  dann 
weiter  den  Faden  PA;  wenn  k  seine  Länge  angibt,  so  ist  die  Beschleunigung 
durch  kdu/dt  =  kg — T  gegeben.    Durch  Substitution  för  du/dt  und   T  ergibt 

sich  B^^P^^^-    Die  Werthe  von  du/dt,  dv/dt,  dm/dt  erhält  man  durch 

Differentiation,  §  691. 

§  698.  Beisp.  1.  Ein  Faden  ohne  Ende ,  der  die  Gestalt  eines  Kreises  hat, 
rotirt  in  seiner  eigenen  Ebene  mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  o. 
Er  wird  an  einem  beliebigen  Punkt  durchschnitten;  man  finde  die  Anfangs- 
spannung, den  Anfangskrümmungsradius  der  Bahn  irgend  eines  Elementes  und 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Spannung  ändert. 

OCA  sei  der  durch  den  Bruchpunkt  A  gehende  Durchmesser  und  der  Bogen 
werde  von  0  aus  gemessen,  a  sei  der  Radius  und  «  =  acp.  Da  gegebene  Kräfte 
nicht  vorhanden  sind,  so  ist  Ps=o,  Q  =  0.    Aus  (6)  folgt  sofort,  weil  Q  =  a  ist, 

T  ==  a^m*  +  -^  cosh  <p  -\-B  sinh  tp, 

worin  A  und  B  derart  sind,  dass,  für  9»  =  i«,  T==0  ist;  folglich  ist 

r==  a^m*  (1  —  cosh  '^/cosh  n). 

Um  den  Krümmungsradius  der  Bahn  eines  Elementes  zu  finden,  beachte 
man,  dass  jedes  Element  sich  mit  der  Geschwindigkeit  u^^am  in  der  Richtung 
der  Tangent«  an  den  Faden  bewegt.  Durch  Zerlegung  in  der  Richtung  der 
Normalen  zum  Faden  wird  u*/B=  T/a^  woraus  R^^^u^a/T  folgt.  Dies  ergibt 
sich  sofort  aus  Gleichung  (7),  da  t7  =  0  und  Q^*0  ist.  dm/dt  findet  man  aus 
(6);  da  ^  =s  a,  so  ist  a*  dm /dt  =  2d  T/dtp.   Differenzirt  man  (5)  nach  ^,  so  erhält  man 

dt       dt       2Tdto  da 

ds^  ff*  Q     d8^  dt  ' 

und  da  d(o/d8=^0  ist,  durch  Integration  dieser  Differentialgleichung 

dT 

dt 


2^,^,/(pcosh9_«8inh5p\ 
\  cosh  n  smh  n  / 
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Durch  Differentiation  von  (5)  und  (6)  nach  s  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  die  Gre- 
Bchwindigkeit  dif/dt,  mit  welcher  sich  der  Krümmungsradius  des  Fadens  ändert, 
Anfangs  Null  ist  und  dass  die  Beschleunigung  Anfangs  2aa>*  cosh  ^  .  sech  n  ist. 

Beisp.  2.  Ein  Faden  bewegt  sich  unter  dem  Einfiuss  einer  Centralkraft, 
welche  die  Richtung  vom  Coordinatenanfang  weg  hat.  Wenn  die  augenblickliche 
Bewegung  bekannt  ist,  zu  zeigen,  dass  sich  T  aus 

ös"       q*       er  '    r 

ergibt.  Geht  der  Faden  von  der  Ruhe  aus  und  sind  beide  Enden  frei,  zu  be- 
weisen, dass  dT/dt  Anfangs  durch  den  ganzen  Faden  Null  ist. 

Beisp.  3.  Ein  Faden  yon  der  Länge  2aa,  welcher  die  Gestalt  eines  Kreis- 
bogens vom  Radius  a  hat,  befindet  sich  in  Ruhe  und  steht  unter  der  Wirkung 
einer  Centralkraft  F{r),  welche  die  Richtung  von  dem  Mittelpunkt  des  Kreises 
weg  hat.    Man  zeige,  dass  die  augenblickliche  Spannung  an  einem  Punkt  P 

r=  aF(a)  (1  —  cosh  ö/cosh  a) 

ist,  worin  6  der  zum  Bogen  OP  gehörige  Centriwinkel  ist  und  der  Bogen  OP 
von  dem  Mittelpunkt  0  des  Fadens  aus  gemessen  wird. 

Beisp.  4.  Ein  schwerer  gleichförmiger  Faden  von  gegebener  Länge  wird  im 
Zustand  der  Ruhe  auf  einen  rauhen  Tisch  gelegt,  dessen  Reibungscoefficient  (i  ist; 
an  jedem  Ende  des  Fadens  greift  eine  endliche  Kraft  an.  Wenn  jedes  Element 
des  Fadens  sich  in  einer  Richtung  zu  bewegen  anfängt,  welche  den  gegebenen 
Winkel  ß  mit  der  Tangente  für  das  Element  machte  zu  beweisen,  dass  die  Glei- 
chung des  Fadens 

Q       a  *    0 

ist,  worin  9  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangente  mit  einer  festliegenden 
Geraden  macht.    Man  beweise  auch,  dass  die  Kraft  an  jedem  Ende  die  Grösse 

fi&sin^e  haben  muss,  worin  9^   der  Werth  von  tp  an  dem  betreffenden 

Ende  ist.  Wenn  a  unendlich  gross  wird,  so  ist  die  Curve  eine  logarithmische 
Spirale  und  der  Faden  befindet  sich  im  Gleichgewicht. 

Beisp.  6.  Wenn  sich  in  dem  letzten  Beispiel  jedes  Element  in  einer  Richtung 
zu  bewegen  beginnt,  welche  den  Winkel  9  mit  der  Tangente  macht,  zu  beweisen, 
dass  die  Gleichung  des  Fadens  a/g  =  1  -{-b  sec*  9  ist,  worin  a  und  b  willkürliche 
Constanten  sind  und  die  Kraft  an  jedem  Ende  die  Grösse  fi  a  sin  9  hat. 


Ueber  stationäre  Bewegung. 

§  594.  Deflnition.  Die  Bewegung  eines  Fadens^  bei  der  die 
Curve y  welche  er  im  Baum  bildet,  derjenigen  immer  gleich,  ähnlich 
und  äJinlich  gelegen  bleibt,  welche  er  in  seiner  Anfangslage  bildete, 
soll  stationär  heissen. 

Die  stationäre  Bewegung  eines  homogenen  tmausdehnbaren  Fadens 
zu  untersuchen. 

Offenbar  ist  jedes  Element  des  Fadens  mit  zwei  Geschwindigkeiten 
behaftet,  yon  denen  die  eine  der  Bewegung  der  Curye  im  Raum,  die 
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andere  der  Bewegung  des  Fadens  längs  der  Gurve,  welche  er  im  Baum 
bildet,  zu  verdanken  ist.  a  und  b  seien  die  Gomponenten  der  Ge- 
schwindigkeit der  Curve  in  der  Richtung  der  Axen  zur  Zeit  t  und  c 
die  Geschwindigkeit  des  Fadens  längs  der  Gurye.  Behält  man  die 
frühere  Bezeichnung  bei,  so  ist  alsdann 

u  =  a  -{-  ccoBq>,    v  =  b  -}-  csing)     .    .    .     .    (1). 

a,  &,  c  sind  nun  Functionen  von  t  allein,  daher  ist 

du/ds  ==  —  c  sin  g)  dq>/ds. 

Nach  Gleichung  (9)  des  §  575  erhält  man  mithin 

dt       ^  ds  W- 

Substituirt   man   die  Werthe  von  u  und  t;   in   die  Bewegungs- 
gleichungen, §  574,  so  wird 

da    ,    de  .         dtp^     ^   ,     d  [T  '        \ 

_  +  _cos9,-csm9,-gf  =  X  +  ^(-cos9,j 

db    .    de    ,  ,  dif        V  i     d  /T   .       \ 

-^  +  ^sm9,  +  ccos9,gf=r+^(-sm9,j 

und,  wenn  man  fHr  dtp/dt  seinen  WerÜh  einsetzt, 

da        /^       de  \    .    d  { /T 


||=.(r-||ainy)  +  ^(g-c«)flin9} 


(3). 


Die  Gestalt  der  Gurve  muss  von  t  unabhängig  sein;  eliminirt  man 
daher  T,  so  darf  die  sich  ergebende  Gleichung  t  nicht  enthalten.  Dies 
ist  im  Allgemeinen  nur  dann  der  Fall,  wenn  da/dty  dh/dt,  dc/dt 
constant  sind.  Jedenfalls  wird  ihr  Werth  durch  die  bekannten  näheren 
umstände  des  Problems  bestimmt.  Die  obigen  Gleichungen  müssen 
dann  unter  der  Annahme  aufgelöst  werden,  dass  s  die  einzige  un- 
abhängige Yariabele  ist  und  t  constant  bleibt. 

§  595.  CfleichfSnnige  stationäre  Bewegung.  Sind  a,  l,  c  constant, 
so  nehmen  die  Gleichungen  eine  einfachere  Gestalt  an.    Es  ist  dann 

0  =  mX  +  I; (r  cos ^),    0  =  mY +l-^(r  3m  t)-    -    (4), 

worin  T'  =  T  —  mc^  ist.  Dies  sind  die  Gleichgewichtsgleichungen 
eines  Fadens,  an  dem  dieselben  gegebenen  Eräfbe  mX  und  mY  an- 
greifen. Wir  erhalten  so  eine  Analogie  zwischen  der  stationären  Be- 
wegung und  dem  Gleichgewicht  eines  homogenen  Fadens,  die  sich  gut 
verwenden  lässt. 

Wenn  z.  B.  ein  Faden  unter  der  Wirhmg  der  Schwere  eine  gleich- 
förmige stationäre  Bewegung  haben  kann,  so  muss  seine  Form  in  jedem 
Äugenblick  dieselbe  sein,  wie  die  eines  Fadens,  der  sich  unter  der  Wirkung 
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der  Schwere  im  GleichgemcM  befindet.  Die  Gestalt  der  beweglichen 
Curve  muss  daher  eine  Kettenlinie  sein.  Die  Art  der  Eettenlinie 
hängt  von  den  Endbedingungen  ab  und,  wenn  diese  sich  mit  den 
Eigenschafken  einer  Kettenlinie  nicht  vertragen ,  so  ist  eine  gleich- 
formige  stationäre  Bewegung  unmöglich. 

Welche  Kettenlinie  der  Faden  aber  auch  bilden  mag,  jedenfalls 
übertrifft  die  Spannung  in  jedem  Punkt  des  beweglichen  Fadens  die 
Spannung  in  dem  entsprechenden  Punkt  der  festliegenden  Kettenlinie 
um  mc^.  Es  ist  daher  an  einem  Punkt,  dessen  Goordinate,  von  der 
Directrix  aus  gemessen,  y  ist,  T  =  m  (ßy  -\-  c^). 

Allgemeiner  gesprochen,  geht  aus  den  Gleichungen  (4)  hervor,  dass  ein 
Faden  nnr  dann  eine  gleichförmige  stationäre  Bewegung  haben  kann,  wenn  jede 
deiner  Lagen  derart  ist,  dass  er  unter  der  Wirkung  der  augenblicklichen  Kräfte 
im  Gleichgewichtszustand  darin  ruhen  könnte.  Nimmt  man  an,  diese  Bedingung 
sei  erfflllt,  so  müssen  auch  die  Bedingungen  an  den  Enden,  wenn  die  Curve  des 
Fadens  nicht  geschlossen  ist,  sich  mit  dieser  Form  vertragen.  Diese  Bedingungen 
sind  nothwendig  und  ausreichend.    * 

Wichtig  ist  bei  diesem  Theorem  der  Fall,  in  welchem  der  Faden  eine  ge- 
schlossene Curve  bildet,  die  sich  im  Baum  nicht  fortbewegt.  Er  wurde  zuletzt 
in  den  Solutions  of  Cambridge  Problems,  1854  von  Wal  tan  und  Mackenzie  be- 
sprochen, welche  das  Problem,  wie  folgt,  aufstellten:  Wenn  eine  gleichförmige 
Kette  ohne  Ende  von  beliebiger  Gestalt  der  Wirkung  von  Kräften,  die  nur  von 
der  Lage  des  angegriffenen  Massenpunktes  abhängen,  und  den  Beactionen  glatter 
Flächen  unterworfen  ist,  so  fährt  sie,  in  Bewegung  gesetzt,  fort,  sich  in  derselben 
Form  derart  zu  bewegen,  dass  jeder  Punkt  der  Kette  seine  Bewegung  in  der 
Richtung  der  Tangente  in  diesem  Punkt  beginnt. 

§  696.  Beispiele.  Beisp.  1.  Ein  horizontaler  Cylinder  dreht  sich  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  um  seine  Axe  und  eine  um  ihn  gelegte  Kette  ohne  Ende 
rotirt  mit  ihm  in  der  Art,  dass  ihre  Gestalt  im  Raum  immer  dieselbe  bleibt; 
man  zeige,  dass  die  Gestalt  der  Curve  von  der  Geschwindigkeit  nicht  abhängt. 

[Math.  Tripos,  1864.] 

Beisp.  2.  Ein  gleichförmiger  Faden  AB  von  gegebener  Länge  wird  in  die 
Form  eines  Bogens  einer  logarithmischen  Spirale  gebracht  und  unterliegt  der  Ein- 
wirkung des  Centrums  einer  abstossenden  Eisift,  welche  in  dem  Pol  O  der  Spi- 
rale liegt,  und  deren  Beschleunigung  ft/( Abstand)'  ist.  Jedes  Element  beginnt 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  n  in  der  Richtung  der  Tangente  zu  bewegen.  An  den 
Enden  Ä,  B  greifen  die  Kräfte  F,,  F,  an.  Wenn  F^  «  w(t*«  +  ii/OA)  und 
F^  ^=:  m  {u^ -^  li/ 0 B)  ist,  worin  m  die  Masse  pro  Längeneinheit  bedeutet,  zu  be- 
weisen, dass  der  Faden  die  Spirale  gleichförmig  beschreibt. 

Beisp.  3.  Eine  leichte  biegsame  unausdehnbare  Röhre  von  kleinem  gleich- 
förmigem Querschnitt  wird  mit  ihren  Enden  an  zwei  Punkten  aufgehängt,  die  in 
derselben  Horizontalen  liegen,  und  ist  mit  Wasser  gefüllt,  welches  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  durch  sie  fliesst.  Man  beweise,  dass  sie  die  Gestalt 
der  gewöhnlichen  Kettenlinie  annimmt  und  dass  die  longitudinale  Spannung  con- 
staut  ist.  [Math.  Tripos.] 

§  697.  Beisp.  Die  Gestalt  des  elektriseheB  Kabels.  Ein  eUUrisdies  Kabel 
wird  durch  ein  Schiff,  welches  sich  mü  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  einer  Gre- 
roden  heioegt,  auf  den  Boden  eines  Meeres  von  gleichmässiger  Tiefe  niedergelegt  und 
mit  der  Geschtcindigkeit  c,  welche  der  des  Schiffes  gleich  ist,  von  dem  Schiff  abgegeben. 
Man  bestimme  die  Gestalt  des  Fadens,  wenn  die  Bewegung  stationär  isL 
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Man  betrachte  den  Theil  des  Kabels  zwischen  dem  Schiff  Ä  und  dem  Grund 
B.  Wenn  die  Reibung  des  Wassers  an  dem  Faden  vernachlässigt  wird,  so  ist 
die  Schwere,  um  den  Auftrieb  des  Wassers  vermindert,  die  einzige  an  dem  Faden 
angreifende  Kraft;  sie  werde  durch  g'  dargestellt.  Die  Gestalt  der  beweglichen 
Curve  ist  alsdann  die  gewöhnliche  Kettenlinie  und  die  Spannung  an  irgend  einem 
Punkt  Übertrifft  die  Spannung  in  der  Kettenlinie  (siehe  §  595)  um  das  Gewicht 
einer  Länge  des  Fadens  gleich  c*/g\ 

um  die  specielle  Kettenlinie  zu  bestimmen,  welche  der  Faden  bildet,  be- 
trachten wir  die  Bedingungen  an  den  Enden  Ä  und  B.  Im  Punkt  B^  in  dem 
das  Kabel  den  Boden  trifft,  muss  die  Tangente  an  die  Kettenlinie  horizontal  sein. 
Denn  sonst  würden  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Elementes  des  Fadens, 
welches  in  B  liegt,  unter  einem  endlichen  Winkel  gegeneinander  geneigt  sein. 
Da  nun  T  in  einer  Kettenlinie  nicht  Null  sein  kann,  so  würde  an  der  Masse 
dieses  Elementes  eine  endliche  resultirende  Kraft  angreifen  und  das  Element 
mithin  seine  Lage  mit  unendlich  grosser  Geschwindigkeit  ändern.  Die  Kettenlinie 
hat  daher  B  zum  Scheitel. 

Zur  Bestimmung  der  Kettenlinie  ist  noch  eine  Bedingung  nöthig.  Wenn  l 
die  Länge  des  Theüs  des  Kabels  zwischen  dem  Schiff  und  dem  Grund  ist  und  h 
die  Tiefe  des  Meeres,  so  muss  der  Parameter  y  der  Kettenlinie  der  Gleichung 

(Ä+y)«=J«+,« 

genügen.  Wenn  femer  L  die  Länge  des  ausgegebenen  Kabels,  D  die  von  dem  Schiff 
zurückgelegte  Strecke  bezeichnet,  so  ist  nach  einer  Eigenschaft  der  Kettenlinie 

D  —  i  +  Z  =  y  log  (Ä  +  y  +  0  —  y  log  y, 

worin  jede  Seite  die  Abscisse  des  Schiffes  in  Bezug  auf  B  als  Coordinatenanfang 
angibt.  Substituirt  man  für  Z,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  aus  welcher  y  sich 
finden  lässt,  wenn  h^  L  und  D  bekannt  sind. 

Das  Problem  der  Leguug  eines  elektrischen  Kabels  scheinen  zuerst  Long- 
ridge  und  Brooks  (Institution  of  Civil  Engeneers,  Febr.  1858)  untersucht  zu 
haben.  Eine  andere  Lösung  gab  Sir  G.  Airj  in  dem  Fhü.  Mag.  für  Juli,  1858. 
Femer  findet  man  eine  Discussion  des  Gregenstandes  durch  Woolhouse  in  den 
Fhü,  Mag.  für  Mai,  1860.  Sie  schliessen  in  ihre  Entwickelungen  sämmtlich  die 
Reibung  zwischen  dem  Wasser  und  dem  Kabel  ein. 

§  598.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  die  Lösung  beeinflusst  wird,  wenn 
die  Reibung  des  Wassers  an  dem  Kabel  in  Rechnung  gezogen  wird.  Wir  wollen 
annehmen,  die  Beibung  an  einem  Element  des  Kabels  variire  wie  seine  Geschwindigkeit 
im  Baum  wnd  wirke  in  einer  seiner  Bewegwngsrichttmg  entgegengesetzten  Sichtung. 
Jedes  Element  hat  eine  Bewegung  längs  des  Kabels  und  eine  transversal  zu  ihm 
und  die  Reibungscoefficienten  für  diese  beiden  Bewegungen  sind  wahrscheinlich 
nicht  genau  gleich.  Um  jedoch  die  Formeln  nicht  zu  complicirt  zu  machen ,  be- 
handeln wir  sie  hier  als  gleich,    (i  sei  der  Reibungscoefficient. 

Die  x-Axe  sei  horizontal  und  x  die  Abscisse  eines  Punktes  des  Kabels  von 
der  Stelle  aus  gemessen,  wo  das  Kabel  den  Grund  berührt  und  in  der  Richtung 
der  Bewegung  des  Schiffes.  Femer  sei  s'  die  Länge  der  Curve,  von  demselben 
Punkt  aus  gemessen.    Alsdann  ist 

x  =  x''\'Ct  und    s  =  8'  +  c<. 
Behält  man  die  frühere  Bezeichnung  bei,  so  hat  man 

X  =  —  fttt,     Y=  —  g'  —  [bv 
und 

u=^C  —  c  cos  qp ,     1?  ==  —  c  sin  qp. 

Die  Gleichungen  (3)  des  §  594  werden  mithin 

Roiith    Dynamik.  H.  29 
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0=»—  /tC  +  flCC08  9  +  ^  |^__c*j  cosqpj 

0«  — ^'+  ^c  Bing?  +^  {(-  — c«j  — sing^j 
Um  sie  zu  integriren,  setze  man  sin  9  «=  dy/ds,  cos  9  «=  dx/ds.    Man  erhält 

g'A  =  —  (ics  +  ficx  +  ( c*)  cos  g? 

flf'-B  =  —  ^'«  +  /*<?y  +  W  ""  V  ®"^  ''- 


(1), 


worin  Ä  und  ^  zwei  willkürliche  Gonstanten  sind. 

In  dem  Punkt,  in  welchem  das  Kabel  den  Boden  trifft,  muss  entweder  T=0 
oder  9=0  sein.  Denn,  wäre  tp  nicht  Null,  so  wfirden  die  Tangenten  in  den 
Endpunkten  eines  unendlich  kleinen.  Theils  des  Fadens  einen  endlichen  Winkel 
miteinander  machen.  Wäre  dann  auch  T  von  Null  yerschieden  und  nimmt  man 
die  Componente  der  Spannungen  an  den  beiden  Enden  in  irgend  einer  Richtung, 
so  würde  eine  endliche  Kraft  an  einer  unendlich  kleinen  Masse  angreifen.  Das 
Element  würde  daher  seine  Lage  mit  unendlich  grosser  Geschwindigkeit  ändern. 
Wir  wollen  zuerst  annehmen,  tp  sei  Null.  In  demselben  Punkt  ist  dann  auch 
y  =  0  und  jk'  =  0  und  daher  JB  — » —  ct. 

Setzt  man  ^  =  e,  so  erhält  man  durch  Division 
9 

dy  ^       8'^ey  

dx'      A  —  ex'  +  es'  ^  *' 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Curve,  welche  das  Kabel  bildet.    Um 

sie  zu  integriren,  setze  man  p  für  dy/dx'  und  drücke  8*  durch  die  übrigen  (xrössen 

aus.   Differenzirt  man  dann  und  schreibt  1  +1>*  für  (ds'/dx)*  und  v  für  A — ea;'+€'y, 

so  wird 

dv —  edp 

■^~'(i-ci>)}/rTP" 

Die  Variabeln  sind  jetzt  getrennt  und  die  Integrationen  lassen  sich  ausfflhren. 
Die  Gleichung  kann  zum  zweiten  Mal  integnrt  werden,  das  Resultat  ist  aber  sehr 
lang.  Die  willkürliche  Gonstante  Ä  kann  jeden  Werth  annehmen;  sie  hängt  yon 
der  Länge  der  von  dem  Schiff  zur  Zeit  t=^0  herabhängenden  Kette  ab. 

Die  Gurve  gleicht  in  ihrem  tiefsten  Theil  einem  Kreisbogen  oder  dem  unteren 
Theil  einer  gewöhnlichen  Kettenlinie.  In  ihrem  oberen  Theil  dagegen  sucht  die 
Gurve  nicht  vertical  zu  werden,  sondern  nähert  sich  einer  Asymptote,  welche 
einen  Winkel  mit  dem  Horizont  macht,  dessen  Gotangente  e  ist.  Diese  Asymptote 
geht  nicht  durch  den  Punkt,  in  welchem  das  Kabel  den  Grund  berührt,   sondern 

unter  ihm  durch  und  der  kürzeste  Abstand  beträgt  ^/e(6'-f-I)  ;  sie  geht  auch 
unter  dem  Schiff  her. 

Wenn  in  Folge  der  näheren  Umstände  des  Problems  die  Spannung  an  dem 
tiefsten  Punkt  Null  ist,  so  braucht  die  in  diesem  Punkt  an  die  Gurve  gezogene 
Tangente  nicht  nothwendiger  Weise  horizontal  zu  sein.  X  sei  der  Winkel,  den 
diese  Tangente  mit  dem  Horizont  macht.  In  Bezug  auf  die  Gleichungen  (1)  in 
§  694  hat  man  gleichzeitig 

«'«=0,  y  =  0,  8'  «0,  r=:0  und  9  =  1. 
Daraus  folgt 

Ag' =  —  c'cosZ,    Bg' =  —  c"sinZ--/ct. 
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Die  Differentialgleichung  der  Gurre  wird  jetzt 

dy  _     —  c'  sin  Z  4-  ^  {»'  —  gy) 
dx*      —  c*  cos  X-\-  ^  (es  —  eaf) 


(8), 


die  sich  auf  dieselbe  Art,  wie  rorher,  integriren  lässt.  Der  Fall  verdient  Beachtung, 
in  welchem  «^^^cotgil  ist.  Der  Gleichung  wird  dann  offenbar  durch  y=x'le  ge- 
nügt. Die  beiden  Gonstanten  des  Integrals  von  (3)  werden  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  dass  für  x'»=0  und  y=0,  dy/dx'  »=  tgX  sein  muss.  Beide  Bedingungen 
werden  durch  die  Beziehung  y^>>^xlt  erfüllt.  Dies  ist  mithin  das  gesuchte  Inte- 
gral. Die  Gestalt  des  Kabels  ist  also  eine  Gerade,  die  mit  dem  Horizont  den 
Winkel  X  =»  arc  cotg  e  macht  und  die  Spannung  ergibt  sich  aus  der  Formel 


1  +  C08  X 

Beisp.  2.  Ein  Kabel  werde  mit  der  Geschwindigkeit  c'  von  einem  Schiff  ab- 
gelassen, welches  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  c  in  einer  Geraden  auf 
der  Oberfläche  eines  Meeres  von  gleichmässiger  Tiefe  bewegt.  Wenn  der  Wider- 
stand des  Wassers  gegen  das  Kabel  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional 
ist  und  der  Widerstandscoefficient  B  für  Bewegung  der  Länge  nach  von  dem 
Coefficienten  A  für  seitliche  Bewegung  verschieden  ist,  zu  beweisen,  dass  das 
Kabel  die  Gestalt  einer  Geraden  annehmen  kann,  welche  den  Winkel  l  mit  dem 
Horizont  macht,  wobei  sich  l  aus 


cotgU-)/e*  +  i-Y 

ergibt  und  e  das  Verhältmss  der  Geschwindigkeit  des  Schiffes  zu  der  End- 
geschwindigkeit eines  Theils  des  Kabels  ist,  welcher  seitlich  in  das  Wasser  fällt. 
Man  beweise  auch,  dass  die  Spannung  aus  der  Gleichung 

folgt  [Phil  Mag.] 


Kleine  Schwingmigen  einer  losen  Kette. 

§  599.  Die  an  einem  Ende  anl^ebängte  Kette.  Eine  schwere 
nicht  homogene  Kette  wird  an  ihrem  einen  Ende  aufgehängt  und  hängt 
unter  dem  Einfluss  der  Schwere  in  einer  Geraden  herab.  Es  wird  der 
Kette  eine  Meine  Störung  in  einer  verticalen  Ebene  gegeben;  man  soU  die 
Bewegungsgleichungen  finden^). 

1)  Dieses  Problem  wurde  zuerst  von  Daniel  Bern oulli  studirt,  Comm.  Act. 
Petr.,  Bd.  6  und  7,  S.  108  und  162,  1732—1786.    Später  untersuchte  es  Poisson 

in  Bd.  7  des  Journal  Polyteclmiqfie,  S.  386,  1807.    Er  setzt  {l  —  xy  ±^g'^  t  gleich 
8  oder  8\  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird,  und 

y'  =  y{l-x)i^ 

und  reducirt  dadurch  die  Gleichung  auf  die  Form 

dsds'  4^8  +  sy' 

Er  erhält  das  Integral  mittelst  zweier  bestimmter  Integrale  und   zweier  Reihen 

2»* 
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0  sei  der  Befestigungspunkt,  die  Axe  Ox  gehe  vertical  nach 
abwärts  und  Oy  liege  in  der  Störungsebene  horizontal,  mds  sei  die 
Masse  eines  Bogenelementes,  dessen  Länge  PQ  gleich  ds  ist  und  T 
sei  die  Spannung  bei  P.  Ferner  sei  l  die  Länge  des  Fadens^  und  es 
werde  angenommen,  ein  Gewicht  Mg  sei  an  dem  unteren  Ende  be- 
festigt.    Die  Bewegungsgleichungen  lauten,  wie  in  §  574, 

Da  die  Bewegung  sehr  klein  ist,   so  schwingt  der  Punkt  P  in 

einem  sehr  kleinen  Bogen  und  ist  die  Tangente  in  seinem  Mittelpunkt 

horizontal    Man  kann  daher  dx/dt  =  0  setzen.    Aus  demselben  Grund 

lässt  sich  dx/ds  =  1    schreiben.     Man  erhalt  daher  durch  Litegration 

der  ersten  Gleichung 

i 

T=Mg  +  gJmdx (2), 

X 

da  T  =  Mg  für  rr  =  Z  ist.  Ist  die  Kette  homogen,  so  nimmt  die 
Gleichung  die  einfachere  Form  an 

T=Mg  +  mg{l  —  x)      ......     (3). 

Man  beachte  (1)  dass  dieser  Ausdruck  Yon  der  Zeit  nicht  abhangt; 
(2)  dass  die  Spannung  in  irgend  einem  Punkt  der  Kette  dem  Gewicht 
der  unter  diesem  Punkt  befindlichen  ganzen  Masse  gleich  ist. 

Die  Kette  sei  homogen  und  das  Gewicht  des  am  unteren  Ende  be- 
festigten schweren  Massenpunktes  n^-mal  so  gross  als  das  der  Kette; 
es  ist  dann  M=  nml.  Setzt  man  ?'==(»  +  1)Z,  so  wird  die  zweite 
Gleichung 

und,  schreibt  man  V —  x  für  |*, 

4  a»y  _  a^   ,    1  ay 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  in  der  Form 
zweier  bestimmter  Integrale  ausdrücken 

7t  ft 

y  =Jip  (cf  +  I  COS  0)  de  +J^{ct  + 1 cos e) log  (I  sin«  ff) dO     (6), 

0  0 

worin  4c(?  =  g  ist.  Diese  willkürlichen  Functionen  sind  aus  den  näheren 
Umständen  des  gerade  vorliegenden  Problems  zu  bestimmen.  Siehe 
Boole's  differential  equoMonSy  Kap.  18,  S.  476. 


und  leitet  daraus  ab,  dass  eine  einzelne  Welle  sich  die  Kette  hinauf  oder  hinab 
mit  gleichförmiger  Beschleunigung  oder  Verzögerung  bewegt,  welche  halb  so 
gross  ist,  als  die  der  Schwere.  Eine  allgemeinere  Form  der  Poisson'schen 
Gleichung  wird  in  Bd.  2  der  Theorie  geniale  des  surfaces  von  Darboux,  1889  be- 
sprochen. 
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§  600.  Wir  woUen  die  schmngende  Bewegtmg  der  Kette  in  ihre 
harmonischen  od^r  Hauptosciüationen  zerlegen  (Bd.  1,  §  461).  Am  ein- 
fachsten ist  es,  die  Differentialgleicliung  (5)  zu  Hülfe  zu  nehmen,  ob- 
gleich man  dasselbe  Resultat  auch  ohne  Mühe  aus  der  Lösung  in  be- 
stimmten Integralen  ableiten  kann. 

Setzt  man  y  =  i«  sin  {pct  +  «),  worin  4c^  =  g  ist,  so  dass  sich 
also  die  Bewegung  eines  jeden  Elementes  nach  einem  constanten  Intervall 
wiederholt,  so  wird 

IV"+Tli+^«-» ■  ■  m- 

Dem  Integral  dieser  Gleichung  geben  wir  die  Form 

u  =  AJ,{_p%)  +  BT^ipl) (8), 

worin  A  und  B  zwei  Integrationsconstanten  sind  und  J^^  Y^  zwei 
Functionen  sind,  sogenannte  Bessersche  Functionen,  die  man  in  der 
Gestalt 

Jq{x)  =  —  I  COS  {x  cos  q>)  dq> 


0 


a?*    .       ic*  x^ 


2".  4'        2».  4*. 6^ 


71 

Yq(x)=^—  I  cos  (x  cos  g))  log  (x  sin*  g?)  rfg)  +  2  log  2Jq(x) 

0 

=  Jo(x)  loga;+  |-;  _  (l  +  i)  ^,  +  (l  +  i  +  I)  217^, 

schreiben  kann.  Siehe  Forsyth's  differentiäl  equoMons,  Art.  104, 
Gray  und  Mathews  ireatise  cn  Bessels  fundions^  Eap.  2. 

Zuerst  nehmen  wir  an,  es  sei  kein  Gewicht  an  dem  unteren  Ende 
der  Kette  befestigt.  Alsdann  ist  Jf  =  0  imd  V  =  Z.  Da  T^  den  Term 
log  6  enthält,  welcher  für  6  =  0  oder  a?  =  Z  unendlich  gross  wird,  so  er- 
gibt sich  die  Constante  B  ^=^0,  Benutzt  man  die  in  bestimmten  Inte- 
gralen ausgedrückte  Lösung,  so  muss  aus  demselben  Grund  die  Function 
^  Null  sein.     Die  Schwingung  ist  daher  durch 

y  =  AJq{P^  mi  {pct  +  a) -    •     (9) 

gegeben.  Da  für  a:  =  0,  d.  h.  5  =  V^j  y  =  0  ist,  so  werden  die 
Perioden  der  Hauptschwingungen  durch 

Jo(pyo=o (10) 

dargestellt.  Die  Gleichung  J^  (x)  =  0  hat  eine  unendlich  grosse  An- 
zahl von  reellen  positiven  Wurzeln.  Sir  6.  Stokes  hat  für  die 
i^*  Wurzel  den  folgenden  Ausdruck  angegeben 

«    •    AOK  I  0,050661    0,068041  ,  0,262051  .^^. 

n  '    '4» — 1    (4t — 1)'  '  (4t  —  1)*  ^   ^ 
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Siehe  seine  Mathematical  and  Fhysical  papers,  Bd.  2y  S.  353  oder  die 
Trans.  Cambr.  Phil  Soc,  Bd.  60,  TU.  1.  Die  erste  Wurzel  für  i  =  1  ist 
x/tc  ==  0,766,  die  übrigen  Wurzeln  findet  man  bis  auf  zwei  Decimal- 

stellen    genau   aus  x/x  =  i  —  -j  •     Die   ersten  vierzig  Wurzeln   von 

Jq(x)  =  0  mit  den  entsprechenden  Werthen  von  Ji(x)  haben  Willson 
und  Peirce  in  dem  BuUeHn  of  fhe  American  MaihemaHcal  Society, 
Bd.  3,  1897  zusammengestellt. 

Es  sei  T  die  vollständige  Periode  der  eiuer  Wurzel  q  der  Bessel- 
schen  Gleichung  (10)  entsprechenden  Hauptschwingung;  aJadaTiTi  ist 

Die  Perioden  für  verschiedene  Ketten  sind  daher  den  QtMdratunMreeln  aus 
ihrer  Länge  proportional. 

Soll  die  Kette  eine  Hauptschwingung  ausführen,  so  muss  sie  An- 
fangs in  Buhe  sein  und  die  Gestalt  der  Curve  y  =  GTq(p1^)  haben, 
worin  C  eine  willkürliche  Constante  und  |*  =  Z  —  x  ist. 

Zweitens  wollen  mr  annehmen,  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse 
M  =  nml  sei  an  dem  untersten  Punkt  der  Kette  befestigt.  Wir  benutzen 
dann  die  beiden  Hülfsfunctionen  J^  und  1^.  Wenn  der  Faden  eine 
Hauptschwingung  macht,  so  ist 

y  =  [AJ^ifiD  +  JSFod)!)}  sin  {pct  +  «)  .    .    .    (12). 

Zur  Ermittelung  des  Verhältnisses  A/B  und  der  Periode  der 
Schwingung  dienen  die  beiden  Bedingungen:  (1)  wie  zuvor,  für  o?  =  0, 
d.  h.  6^  =  r,  y  =  0  und  (2)  für  l^  =  V  —  l  muss  der  Werth  von  y 
der  Differentialgleichung  der  Bewegung  des  Massenpunktes  M  genügen. 
Diese  Gleichung  ist 

^^ ^9% (13)- 

Wir  erhalten  so  die  beiden  folgenden  Gleichungen 

Aj,{pyv)  +  BY.i^yv)  ^  0 , 

A  {p'fJoipf)  -  ^pJi<J?f) }  +  S  {p'fY.ipf)  -  2pJ,{pf) }  =  0 , 

worin  J^ (x)  =  —  dJ^{(c)ldx^  ^\{?^  =  —  d YQ(x)/dx  und  f^  =  V  —  l 
ist.  Eliminirt  man  A/B,  so  erhält  man  eiue  etwas  complicirte  De- 
terminantengleichimg  zur  Ermittelung  der  Werthe  von  p. 

Beispiele.  Beisp.  1.  Das  Greaetz  für  die  Dichtigkeit  sei  i»  =  A  (J  +  ^'  —  ^)~  , 
worin  2  die  Länge  der  Kette  und  A^  V  zwei  Constanten  sind.    An  dem  unteren  Ende 

werde  femer  ein  Gewicht  2AgyV  befestigt;  man  beweise,  dass 

ist. 

Die  Integration  lässt  sich  ausführen,  wenn  man 
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setzt.  Die  Bewegungsgleichung  nimmt  dann  die  Gestalt  -^  ^  --  k^  &n,  die  auf 
die  gewöhnliche  Art  aufgelöst  wird.  ** 

Beisp.  2.  Man  zeige  femer,  dass  die  harmonischen  Perioden  der  Kette  und 
des  Gewichtes  durch 

xr^tg«{(?H-r)*— r*}  =  i 

gegeben  sind. 

um  den  Beweis  zu  führen,  substituire  man  in  die  Differentialgleichung,  welche 
in  dem  letzten  Beispiel  gefunden  wurde,  y  =  /^(0)8in(xi  +  a);  es  ergibt  sich  ein 
trigonometrischer  Ausdruck  für  f{6).  Da  far  alle  Werthe  von  *,  wenn  rc  =  0  ist, 
f^^O  wird,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  für  y  auf 

y=sinxOi-4^sinit*^yflr)    +B^cosit<  (j^r)    1, 

worin  Ä^  und  B^  zwei  willkürliche  Constanten  sind.  Weim  aber  x  =  l  ist,  so 
muss  y  der  Bewegungsgleichung  des  Gewichtes,  n&mHch  d'y/dt^  =  —  gdy/dx  ge- 
nügen.   Daraus  folgt  das  gesuchte  Resultat  durch  Substitution. 

Beisp.  3.  Man  beweise,  dass  die  Hauptschwingungen  einer  nicht  homogenen 
Kette,  deren  lineare  Dichtigkeit  der  n^^  Potenz  des  Abstandes  von  dem  unteren 
Ende  proportional  ist,  durch 


y  =  Ax    *  J  (2 6l/a:)  sin  {pct  +  a) 


gegeben  sind,  worin  ^  =  4c',  4&*=:p*(n-|-l)  ui^d  x  von  dem  unteren  Ende  aus 
nach  oben  gemessen  wird.  (Greenhill.] 

Ist  die  lineare  Dichtigkeit  m  =  xa;**,  so  wird  Gl.  (1) 


dt'''^dx\l  +  n  dx) 


+ 
Setzt  man  y  ^^usinpct  und,  wie  zuvor,  a;=s£',  so  wird  daraus 

a«u    ,  2n  +  1  au  ,  ,., 

Bekanntlich  ist,  wenn  u^^^ü  das  Integral  der  Gleichung 

du    ,    a  du  ,   , 
:f  +  :rx=  +  *««  =  0 


dx^       X  dx 

darstellt,  nach  einem  Satz  der  Differentialrechnung  u  =  —  -=—  ü  das  Integral  der- 
selben Gleichung,  falls  man  a'\-2  anstatt  a  schreibt.  Daraus  folgt  unmittelbar  in 
unserem  Fall 


--^{kufj.m). 


Das  gesachte  Resultat  l&sst  sich  dann  leicht  aus  den  bekannten  Beziehungen 
zwischen  den  Bes  sei 'sehen  Functionen  J    und  /.  ableiten. 

§  601.  Die  Bewegung  einer  einzelnen  Welle.  Ein  geometrischer 
Punkt  P  bewege  sich  längs  der  Kette  so,  dass  die  Geschwindigkeit 
d.  h.  dy/dt  des  Massenpunktes,  welcher  zur  Zeit  t  mit  P  zusammen- 
fallt, einer  constanten  Grösse  A  stets  gleich  kommt.  Wenn  t;  die  Ge- 
schwindigkeit ist,  mit  welcher  sich  P  bewegt,  und  man  verfolgt  in 
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Gedanken  die  Bewegung  von  P,  so  erhält  man  durch  Differentiation 
von  dy/dt  =  A  nach  t 

Q  sei  ebenfalls  ein  Punkt  der  Kette  und  derart^  dass  die  Tangente 
an  die  Kette  in  Q  mit  der  Yerticalen  einen  Winkel  macht,  dessen 
Tangente,  d.  h.  dy/dx  gleich  B/T  ist,  vrorin  B  eine  constante  Grösse 
bedeutet.  Ist  v'  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  Q  bewegt,  so 
hat  man 

dxdt   '    dx\     dxJ 

Eliminirt  man  die  zweiten  Differentialquotienten  von  y  aus  diesen 
Gleichungen  und  aus  (1)  in  §  599,  so  ergibt  sich  leicht,  dass,  wenn 
P  und  Q  in  irgend  einem  Augenblick  zusammenfallen, 

^^'=T/m (7) 

ist. 

AB  sei  ein  gestörter  Theil  der  Kette  und  bewege  sich  in  der 

Richtung  AB  auf  einer  sonst  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kette. 
An  den  Grenzen  der  Störung  können  die  beiden  Theile  des  Fadens 
keinen  endlichen  Winkel  miteinander  machen.  Denn  sonst  würde  an 
einem  Element  des  Fadens  eine  endliche  bewegende  Kraft  angreifen, 
nämlich  die  Resultante  der  beiden  endlichen  Spannungen  an  seinen 
Enden.  Alsdann  würde  die  Störung  sich  augenblicklich  weiter  über 
die  Kette  verbreiten  und  eine  neue  Form  annehmen.  Schliesst  man 
einen  solchen  Fall  aus,  so  muss,  so  lange  die  Bewegung  endlich  ist,  an 
dem  oberen  und  unteren  Ende  der  Störung  dy/dt  =  0  und  dy/dx  =  0 
sein.  Ist  nun  P  ein  Punkt,  in  welchem  dy/dt  =  0  ist  imd  Q  ein 
Punkt,  für  welchen  dy/dx  =  0  ist,  so  kann  man  sich  denken,  P  und  Q 
lägen  grade  in  der  Grenze  der  Welle  und  bewegten  sich  daher  beide 
mit  der  Geschwindigkeit  dieser  Grenze.  Setzt  man  v  =  v\  so  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  von  P  und  Q 

v^=T/m (8). 

Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Geschwindigkeit  einer  einzelnen  WeUe, 
welche  sich  die  Kette  hinaufbewegt,  bei  ihrer  Annäherung  an  das  obere 
Ende  grösser  wird.  Das  obere  Ende  der  Welle  rückt  etwas  schneller 
voran,  als  das  untere,  weil  die  Spannung  an  dem  oberen  grösser  als 
an  dem  unteren  ist;  die  Länge  der  Welle  vergrössert  sich  daher  all- 
mätilich.  Bewegt  sich  dagegen  die  Welle  die  Kette  hinab,  so  ver- 
mindert sich  die  Geschwindigkeit  aus  demselben  Grunde. 

Wenn  die  Kette  homogen  ist,  so  rücken  die  Grenzen  einer  einzelnen 
Welle  die  Kette  mit  einer  Beschleunigung  hinauf,  welche  der  Hälfte 
derjenigen  der  Schwere  gleichkommt,  und  mit  einer  Verzögerung  von 
derselben  Grrösse  die  Kette  hinab. 
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§  602.  Die  an  beiden  Enden  aufgehängte  Kette.  Eine  imelastisclie 
nicht  homogene  Kette  wird  an  zwei  festen  Punkten  aufgehängt  und 
steht  unter  dem  Einfiuss  der  Schwere.  Eine  geringe  Störung  wird  ihr 
in  ihrer  Ebene  gegeben;  man  soll  die  kleinen  Schwingungen  finden. 

Die  ic-Axe  sei  horizontal,  die  j^-Axe  vertical.  C  sei  irgend  ein 
Punkt  auf  der  Kette^  wenn  sie  im  Gleichgewicht  hängt  und  der  Bogen  8 
werde  von  C  aus  gemessen,  (x,  y)  seien  die  Goordinaten  des  Punktes  P, 
der  durch  GP  =  s  bestimmt  wird.  T  sei  die  Spannung  in  P,  mgds 
das  Gewicht  des  in  P  liegenden  Elementes  ds.  Die  Gleichgewichts- 
gleichungen sind 

Wenn  a  der  Winkel  ist,  den  die  Tangente  in  P  mit  der  x-ks.e 
macht,  so  findet  man  leicht 

T  =  ^^,     f»  =  «;^    ......     (1), 

COS  a'  CS  ^  ^^ 

worin  w  eine  unbestimmte  Gonstante  bezeichnet. 

Befindet  sich  die  Kette  in  Bewegung  und  sind  (a?  +  5,  y  +  ^) 
die  Goordinaten  der  Lage  des  Massenpunktes  P  zur  Zeit  t  und  ist 
die  Spannung  in  diesem  Punkt  2"  =  T+  ü,  so  werden  die  Bewegungs- 
gleichimgen 

dt*       mdsX       \d8    '   ds)]^      dt*      mdsX       \ds    ^    dsj]        ^' 
welche  sich  durch  Subtraction  der  Gleichgewichtsgleichungen  auf 

dt*  ~  mdsV  ds^  ^  CS/ '     dt*  ~  mc8\^  ds'^  ^  ds)        ^^^ 

reduciren,  wenn  die  Quadrate  kleiner  Grössen  vernachlässigt  werden. 
Da  der  Faden  imelastisch  ist^  hat  man 

\cs    '    ds/     '    Kds    '    ds/ 
Entwickelt  man  und  lässt  die  Quadrate  kleiner  Grössen  weg^  so  wird 

l^H.dydv^Q (^) 

ds  ds    *    ds  ds  ^  ^' 

Man  erhält  so  drei  Gleichungen,  aus  welchen  sich  |,  rj  und  U  als 
Functionen  von  s  und  t  ergeben. 

§  603.  Die  Geschwindigkeit  der  Wellen.  Die  Geschmndigkeit 
zu  finden,  mit  welcher  sich  eine  einzelne  WeUe  der  Kette  entlang  bewegt. 

Wenn  eine  kleine  Störung  längs  der  Kette  so  fortrückt,  dass  keine 
plötzliche  Bichtungsänderung  der  Kette  an  den  Grenzen  der  Welle 
stattfindet,  so  muss  an  diesen  Grenzen  dl^/ds  =  0 ,  drj/ds  =  0 ,  a|/^i  =  0 , 
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dri/dt  =  0  und  17=0  sein.  Wenn  v  die  Geschwindigkeit  bezeichnet, 
mit  welcher  die  eine  Grenze  der  Welle  längs  der  Kette  fortrückt,  so 
erhalt  man,  wie  in  §  601,  wenn  man  in  Gedanken  dieser  Grenze  folgt, 

dt^  "^  ^  dsdt  ~  ^'    diTa  "•"  *^  a?  —  ^ 

und  daher 

mit  einer  ähnlichen  Gleichung  fQr  17.  Die  dynamischen  Gleichungen 
an  der  Grenze  werden  daher 

V^        ml  a«»  ■"  m  a«  a«  '     V  »/  a«*  '^  m  ds   ds 

und  die  geometrische  Gleichung 

a*6  dx d^ri  dy 

a«*  a»  a«*  a» 

Daraus  ergibt  sich  leicht  t;*==  T/m.  Setzt  man  für  T  und  m  ihre 
Werthe  ein  und  bezeichnet  mit  q  den  Erümmimgsradius  bei  P,  so  wird 

t;=V^^~cosa^ (4). 

Die  Geschwindigkeit  an  jeder  Grenze  der  Weüe  tvird  daher  du/rch  den 
vierten  Theil  der  verticcUen  Sehne  des  Krümmungskreises  in  diesem  Punkt 
dargestellt 

Beisp.  Eine  Kette  befindet  sich  im  Gleichgewicht  unter  der  Wirkung  be- 
liebiger &äfte,  welche  nur  Functionen  der  Lage  des  Elementes  im  Räume  sind, 
an  welchem  sie  angreifen.  Man  zeige,  dass  die  Geschwindigkeit  einer  jeden 
Grenze  einer  einzelnen  Welle  durch  den  vierten  Theil  der  Sehne  des  Krümmungs- 
kreises an  dieser  Grenze  in  der  Richtung  der  resultirenden  Erafl  dargestellt  wird. 

§  604.  Die  Bewegnngsgleiehiing  mit  dem  Krümmungsradius  nnd  dem  Winkel 
zwischen  der  Tangente  und  dem  Horizont  als  Variabelen.  So  weit  aU  möglich  die 
Bewegtmgsgleichungen  einer  schweren  schlaffen  nicht  homogenen  Kette  aufzulösen. 

Es  empfiehlt  sich,  die  unbekannten  Grössen  £,  7},  (7  durch  eine  einzige 
Function  9  auszudrücken. 

a  -|-  9  s^i  ^61*  Winkel,  den  die  Tangente  in  P  mit  dem  Horizont  zur  Zeit  t 
macht.    Alsdann  ist 


co8(a  +  9)=    -  ^^ — ,       8in(tt  +  y)=     ^^ 


also 


und 


—  <p  sm  CK  =  -^- ,     Qp  cos  a  =  -^-^ ^5) 

^               ds                       OS  '  ^ 

— -«  —  omsma,     -5-=- =  ^9  cos  a (6) 

da                             da  ^  ^ 

S  ««« —  I (fq>  Bin  adcc^  Äy    ri^=  j QfpcoBada -{- B    .     •     -     .  (7)^ 

worin  Ä  und  B  zwei  unbestimmte  Functionen  Ton  t  sind. 
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Die  Gleichungen  (2)  werden  jetzt,  wenn  man  aus  den  yorstehenden  Gleichungen 
und  aus  (1)  substituirt. 


a»£      1  dl  .        .U  \ 

a*"  cos"«      da\     ^^^     ^10  / 

a«tl      1  d.{        ,   U    .      \ 


(8)- 


Wenn  der  Kürze  wegen  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  angeben  und 
man  entwickelt  auf  der  rechten  Seite  Ton  (8),  so  kann  man  den  Gleichungen  die 
Gestalt  geben 

*//•,//                  /     •        I  ^9>          \       TT  cos"« 
—  {    sin  «  +  ij    cos  «  —  jf  1 9  Bin  «  +  x^  cos  « I  =  c/  

§  cos  «4- 71   sm«  + aop  cos««-:^ 

Differenzirt  man  die  erste  nach  «  und  addirt  das  Resultat  zur  zweiten,  so  wird 


a       ^  öa'  da  \      w      / 


cos 

Differenzirt  man  dagegen  die  zweite  und  zieht  die  erste  Ton  dem  Resultat 
ab,  so  erhält  man 

d(p       d' 

da      di 


_    „  ^       3*  /ZJcos  a\ 


Daraus  ergibt  sich  offenbar 

ü'cosa  =  ii?p(2/^da  +  (7a  +  D) (9), 

worin  C  und  D  zwei  unbestimmte  Functionen  Ton  t  sind.  Dies  sind  die  all- 
gemeinen Gleichungen  zur  Bestimmung  der  kleinen  Schwingungen  einer  lockeren 
Kette. 

Ist  die  Gestalt  der  Curre  für  die  ungestörte  Lage  gegeben,  so  ist  q  als 
Function  von  a  bekannt.  Die  Gleichung  (10)  kann  dann  dazu  benutzt  werden, 
(p  als  Function  von  «  und  t  auszudrücken.  Die  Spannung  findet  man  darauf  aus 
Gl.  (9)  und  die  Verschiebungen  J,  ri  eines  Punktes  der  Kette  aus  den  Gleichungen  (7). 

§  605.  Die  Bestimmung  der  ganzen  Bewegung  hängt  daher  von  der  Auf- 
lösung einer  einzigen  Gleichung  ab.  Nimmt  man  an,  die  Integration  sei  aus- 
gefiihrt  worden,  so  enthält  der  Ausdruck  für  (p  zwei  neue  willkürliche  Functionen 
von  a  und  t.  Sie  lassen  sich  durch  i^(P)  und  x{Q)  darstellen,  worin  ip  und  % 
willkürliche  Functionen  von  zwei  bestimmten  Combinationen  P  und  Q  der  Varia- 
belen  sind.  Die  beliebigen  Functionen  A  und  B  sind  nicht  unabhängig  von  C 
und  JD;  die  Beziehungen  zwischen  ihnen  erhält  man  durch  Substitution  in  die 
Gleichungen  (8). 

Wir  haben  so  vier  willkürliche  Functionen,  deren  Werthe  aus  den  näheren 
Umständen  des  Problems  zu  bestimmen  sind.  Es  seien  «^ ,  «^  die  Werthe  von  «, 
welche  den  beiden  Enden  des  Fadens  entsprechen.  Alsdann  sind  die  Werthe  von 
9  und  dtpjdt  durch  das  Problem  gegeben,  wenn  fär  alle  Werthe  des  a  von  a=^a^ 
bis  «Bsa^y  t  =  0  ist;  auch  die  Anfangswerthe  von  A  und  B  sind  alsdann  be- 
kannt. Die  Werthe  von  '^{F)  und  %{Q)  sind  also  fSr  alle  Werthe  von  P  und  Q 
zwischen  den  beiden  Grenzen,  welche  «  »  a^,  t  =»  0  und  «  =  «^ ,  t  »^  0  entsprechen. 
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bestimmt.  Die  Formen  von  fp  und  %  fSr  Werthe  von  P  und  Q,  die  ausserhalb 
dieser  Grenzen  liegen,  und  die  Werthe  von  A  und  B,  wenn  t  nicht  Null  ist,  er- 
hält man  aus  den  Bedingungen  an  den  Enden  der  Kette.  Liegen  die  Enden  fest, 
so  ist  sowohl  £  wie  ri  für  alle  Werthe  von  t  sowie  für  a  «»  a^  und  a  »  a^  NulL  Es 
kann  auf  diese  Art  vorkommen,  dass  die  willkürlichen  Functionen  A,  B,  fp  und  % 
unstetig  sind. 

In  vielen  Fällen  setzen  uns  die  näheren  umstände  des  Problems  in  den 
Stand,  die  Gestalt  von  C  sofort  zu  bestimmen.  Nimmt  man  z.  B.  an,  der  Faden 
sei  im  Gleichgewichtszustand  um  eine  Yerticale,  z.  B.  die  y-Axe,  symmetrisch,  die 
Aufhängungspunkte  lägen  in  derselben  Jiorizontalen  Linie  fest  und  die  Anfangs- 
bewegung  sei  ebenfalls  um  die  y-Axe  symmetrisch,  so  ist  die  ganze  folgende  Bewegung 
sjnmietrisch.  9  muss  daher  eine  Function  von  a  sein  und,  wenn  es  entwickelt  wird, 
nur  ungrade  Potenzen  von  a  enthalten.  Substituirt  man  eine  solche  Reihe  in  die 
Gleichung  (10),  so  ergibt  sich  C=0. 

§  606.    SchwingoDgen  einer  Kette,  welche  die  Gestalt  einer  Cjeloide  hat. 

Es  gibt  verschiedene  Fälle,  in  denen  sich  die  Gleichung  zur  Ermittelung  der 
kleinen  Bewegungen  einer  Kette  mehr  oder  weniger  vollständig  integriren  lässt. 
Am  meisten  Interesse  bietet  wohl  der  Fall,  in  welchem  die  Kette  im  Gleich- 
gewichtszustand die  Form  einer  Cycloide  hat.  Es  ist  dann,  wenn  h  den  B^dius 
des  rollenden  Kreises  bezeichnet,  ^  =  4&  cos  a.  Die  Dichtigkeit  der  Kette  an 
irgend  einem  Funkt  ist  durch  m  =  0/4 &  cos'  a  gegeben,  der  untere  Theil  der 
Kette  ist  daher  nahezu  gleic^rmig  dicht,  während  die  Dichtigkeit  weiter  die 
Kette  hinauf  schnell  wächst  und  an  der  Spitze  unendlich  gross  wird. 

Die  Gleichung  zur  Ermittelung  der  Schwingungen  hat  die  einfache  Gestalt 


dt 


;i?=Äi0+*^+^^i •  •  (")• 


in  welcher  alle  Coefficienten  constant  sind. 

Zwei  Bewegungsfälle  sind  zu  besprechen  (1),  wenn  die  Kette  in  verticaler 
Richtung  hin-  und  herschwingt  und  (2),  wenn  sie  von  der  einen  Seite  nach  der  anderen 
schwingt.    Die  Resultate  werden  in  den  beiden  folgenden  Beispielen  angegeben. 

Beisp.  1.  Eine  schwere,  an  zwei  in  derselben  Horizontalen  liegenden  Punkten 
aufgehängte  Kette  hängt  unter  der  Einwirkung  der  Schwere  herab  und  hat  die  Ge- 
stalt einer  Cycloide,  Man  finde  die  symmetrischen  Schwingungen  der  Kette,  wenn 
der  unterste  Funkt  sich  lediglich  aufwärts  und  abwärts  bewegt. 

In  diesem  Fall  ist  C"»0.  Um  die  Beschaffenheit  und  Dauer  einer  kleinen 
Schwingung  zu  finden,  setzen  wir 

9  =  2R  sin  %t  -\-  £B'  cos  «t, 

worin  Z  die  Summirung  für  alle  Werthe  von  «  angibt  und  JB,  R'  Functionen  von 
a  allein  sind.    Substituirt  man,  so  erhält  man 

äa*  ^'  V*  "^    g 
und  eine  ähnliche  Gleichung  für  B\    Es  folgt 

B^Lsm2cc(l  +  —'j  , 

worin  L  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  während  die  andere  Constante 
dadurch  bestimmt  wird,  dass  die  Bewegung  um  die  t^-Aze  symmetrisch  ist.    Der 

Kürze  wegen  setze  man  X  =  2  "j/l  +  b%*/g .    Durch  Substitution  in  (7)  werden  die 
von  B  herstammenden  Glieder 


^?+.(.  +  5j.>.. 
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2b 
i^2L  Ti ji  )lcoßXa8in2a  —  2  8inXaC0B2a}8inx<, 

[26  26  "I 

—  ^  Ti T{>lco8iacoB2a4-2  8inXa8in2a}  — i  — coBXa+^Jsinx*, 

worin  ^  eine  Constante  bedeutet,  die  von  der  Lage  der  Auf  h&ngungspunkte  abhängt. 
Die  von  B'  herrührenden  Glieder  müssen  zu  den  vorstehenden  addirt  werden,  sie  sind 
der  Kürze  wegen  weggelassen  worden.  Sie  ergeben  sich,  wenn  man  in  der  obigen 
Gleichung  cosxt  statt  sinx^  schreibt  und  die  Constanten  L,  H  mit  zwei  anderen 
L\  H'  vertauscht. 

Ist  die  Länge  der  Kette  2Z,  so  wird  an  jedem  Ende  sin  a^  ^l/^b.  An  den- 
selben Punkten  ist  femer  £=^0,  i^bbO.  Diesen  yier  Bedingungen  kann  genügt 
werden,  wenn 

tgXa^^tg2ao 

X  2 

ist. 

Diese  Oleichung  bestimmt  also  die  verschiedenen  möglichen  Werthe  der  Dauer 
der  symmetrischen  Schwingung  einer  nicht  homogenen  Kette,  die  in  der  Form  einer 
Oycloide  herabhängt. 

§  607.  Wenn  a  nicht  sehr  gross  ist,  so  sind  die  Schtoingungen  nahezu  die- 
selben fcie  die  einer  gleichförmigen  Kette  ^).  Da  in  diesem  Fall  a^  zwar  klein  ist, 
dagegen  Itx^  nicht  nothwendiger  Weise  klein  sein  muss,  so  ist  die  Gleichung  zur  Be- 
stimmung von  l  annähernd 

Der  geringste  Werth  von  lorg,  den  man  annehmen  kann,  ist  etwas  kleiner 
als  Y  ff,  nämlich  Xa^^  4,4934.  Daher  ist  X  gross  und  mithin  nahezu  %  =  X  (g/^by. 
Die  Ausdrücke  für  £  und  i]  nehmen  die  einfache  Form  an 

i==SL-rj{XacoBXa  —  BmXa}än\l^j  Xt  +  s\ 

12  =  JJZ,  — {cosXa^  —  C08Xa}sin|(^j  Zj-|-^} 

Die  von  cos  at  abhängigen  Glieder  sind  in  diesen  Werthen  von  |  und  i]  da- 
durch berücksichtigt  worden,  dass  s  in  den  trigonometrischen  Factor  auf- 
genommen wurde. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  igXa^  =  XaQ  lassen  sich  durch  fortgesetzte  An- 
näherung finden.  Die  erste  ist  Null;  da  aber  X  in  dem  Nenner  eines  der  kleinen 
Tenne  auftritt,  so  ist  dieser  Werth  unzulässig.    Die  übrigen  kann  man  durch  die 

Formel  Xa^  «» -^  (2f  -|-  1)^ — ^  ausdrücken,  worin  $  nicht  sehr  gross  ist.    Dadurch 

wird  die  Dauer  der  Schwingung  nahezu  •  ;  Die  einzelnen  Schwingungen 

der  Kette  dauern  daher  nicht  lange.         *       V^9^ 

Dieses  Besultat  erklärt  auch,  weshalb  es  für  eine  Hängebrücke  gefilhrlich 
werden  kann,  wenn  die  Truppen  im  Schritt  über  sie  marschiren.    Es  ist  offenbar 

1)  Eine  andere  Methode,  die  kleinen  Schwingungen  einer  aufgehängten  Kette 
zu  discutiren,  findet  man  in  einem  Aufsatz  von  Rohrs  in  Bd.  9  der  Cambridge  Trans- 
actions,  1861.  Böhrs  nimmt  an,  die  Kette  sei  homogen,  symmetrisch  um  die 
Yerticale  und  im  Anfang  nahezu  horizontal.  In  der  zweiten  Ausgabe  der  Ab- 
handlung behandelt  er  die  kleinen  Schwingungen  unter  derselben  Voraussetzung, 
aber  auf  andere  Art.  Seine  Methode  ist  jedoch  nicht  annähernd  so  einfach,  wie 
die  unsrige,  bei  welcher  die  Näherungswerthe  der  Schwingungen  für  eine  Ketten- 
linie aus  den  genauen  für  eine  Cjdoide  abgeleitet  werden. 


5  +  .(.+5|!).__» 
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möglich,  dass  die  Schrittperiode  einer  der  Schwingungszeiten  der  Brücke  gleich 
oder  nahezu  gleich  ist.  Kommt  dies  vor,  so  folgt  aus  den  §§  338  und  840,  dass  die 
Stabilität  der  Brücke  grosser  Gefahr  ausgesetzt  sein  kann. 

Man  beachte,  dass  die  Glieder  in  dem  Ausdruck  für  |  das  Quadrat  Ton  2, 
die  in  dem  Ausdruck  für  ri  dagegen  nur  die  erste  Potenz  von  X  im  Nenner  haben. 
Da  l  gross  ist,  so  kann  man  als  erste  Annäherung  die  Werthe  von  £  überhaupt 
weglassen  und  annehmen,  jedes  Element  der  Kette  bewege  sich  einfach  auf  und 
nieder. 

§  608.  Beisp.  2.  Eine  an  zwei  Punkten  aufgehängte  Kette  steht  tmter  dem 
Einfluss  der  Schwere  und  hat  die  Gestalt  einer  Cycloide.  Wenn  sie  in  ihrer  eigenen 
Ebene  so  von  der  einen  Seite  nach  der  anderen  schwingt^  dass  ihr .  Mittelpunkt  nur 
eine  seitliche  tmd  keine  irgend  merkbare  verticale  Bewegung  hat,  die  Schwingtmgs- 
Zeiten  zu  finden. 

Wie  in  dem  letzten  Beispiel  setzen  wir  (p^^ZBsiD.%t-^2R*  cosTtt^  worin 
B  und  B'  Functionen  nur  von  a  sind.  Substituirt  man  in  Gleichung  (11),  so 
wird  2  C  =  2h  sin  xt  --f-  2^x  cos  nt,  worin  h  und  %  willkürliche  Constanten  sind.  Die 
Gleichung  für  B  lautet 

Setzt  man,  wie  zuvor,  X*  =  4  (1  -|-  &  «V^)»  ^^  erhält  man  B  =  —  h/V  -{-  Lbui  {la  +  M). 
Nimmt  man  daher  das  Glied  in  dem  Ausdruck  für  9,  welches  sinxt  ent- 
hält, so  ist 

_JL-^  =— _- L  X  -5 — -  { X  COS  (Xa  +  itf)  sm  2a  —  2  sm  (Zcf  +  Jkf)  cos  2« ) , 

sinx*  Z*  '       Z'  — 4^  VI/  \       I       /  M 

worin  h'  eine  durch  die  Integration  eingeführte  willkürliche  Constante  bedeutet. 
Substituirt  man  femer  in  Gleichung  (8),  so  ergibt  sich  h'  ^=  —  h{b-{-  g/%*)  und  auf 
dieselbe  Art 

-,-^  =  — ^(2a+8m2a) 
smx*  X*^        '  ^ 

2b  25 

—  L^i — j{Xcos(Xa  + Jtf)cos2a  +  2sin(Xa+Jlf)sin2a}— i  — C08(Za+Jf)+Ä 

Nimmt  man  an,  die  beiden  Aufhängungspunkte  lägen  in  derselben  Horizontalen,  so 
muss  för  a  =»  J3  a^ ,  I  =  0  und  tj  =  0  sein.  Diese  Bedingungen  werden  erfüllt,  wenn 

MsB-^^f  S=sO  genommen  wird,  denn   alsdann  wird  £  eine  grade  und  ri  eine 

ungrade  Function  von  a.  In  diesem  Fall  ist  an  dem  tiefsten  Punkt  der  Kette 
ij  =  0.  Man  erhält  so  zwei  Gleichungen  zur  Ermittelung  von  L/h ;  setzt  man  sie 
gleich,  so  wird 

2tg2a«  — Xtgla« ^ 5 —       -.    -      ,    «       ,   « 

^0         "s     .0      co8  2ao      X  XigXa^tg2a^  +  2 

2  a»  -I-  sm  2  a»  •        .        4 

*  2cos«ao+j5-— 

§  609.  Ist  a^  klein,  so  wird  der  Gleichung  annähernd  durch  Xcc^  =  ix  ge- 
nügt, worin  i  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  In  diesem  Fall  nehmen  die 
vollständigen  Ausdrücke  für  £  und  ri  die  einfache  Form  an 

g  =  2L  -Tj  (cos  Xcc^  —  cos  Xa  —  Xa  sin  Xa)  sin  |  l^j  Xt-\-s\ 


n==SL^smXcc9m[(£^yXt+6] 
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§  610.  Beispiele.  Beisp.  1.  Yeriauscht  man  die  Variabelen  a,  t  mit  p,  g, 
wobei 

ist,   zu  zeigen,   dass   die  allgemeine  Gleichung  (10)  der  kleinen  Schwingungen 
die  Gestalt 

annimmt,  worin  fi^=B^cosa/^  und  (p=i\i,(p   ist. 

Man  zeige  auch,  dass  der  Coefficient  yon  tp  eine  Function  Ton  p-f-^  ^b^> 
und  dass  dabei  die  Form  der  Function  von  dem  Gesetz  fOr  die  Dichtigkeit  der 
Kette  abhängt. 

Biese  Transformation  kann  von  Nutzen  sein,  weil  sich  aus  §  603  ergibt,  dass 
an  den  Grenzen  einer  einzelnen  Welle  p  für  die  in  der  einen  und  g  fär  die  in 
der  anderen  Richtung  fortrückende  Welle  constant  bleibt. 

Beisp.  2.  Ein  Faden  befindet  sich  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  im  Gleich- 
gewicht und  hat  eine  solche  Gestalt,  dass  seine  auf  q  und  a  bezogene  Gleichung 

cos  OL  b^ 

s=  —  sin^  (2  ff  -4~  ^)  ^Bt,  worin  h  und  c  beliebige  Constanten  sind.    Man  zeige, 

*^ 

1)  *  sin  ^  f  2  tt  j  c\ 

dass  das  Gesetz  für  seine  Dichtigkeit  durch  m^^w ^    ,  '    ^  bestimmt  wird. 

^  g        cos'a 

Wird  eine  solche  Kette  auf  symmetrische  Art  in  Bewegung  gesetzt,  zu  beweisen, 

dass  die  Gleichung 

diese  Bewegung  angibt. 

Beisp.  3.  Wenn  ausser  der  Schwere  an  jedem  Element  der  Kette  auch  noch 
eine  kleine  normale  Kraft  von  der  Grösse  Fg  angreift,  zu  beweisen,  dass  die 
Bewegungsgleichung  der  Kette 


9       ^*f       ^"f      49-2C 


)sada        J  cos« 


^cosa  dt^       des*  cos 

lautet. 

Wenn  die  Kette  nahezu  horizontal,  a  also  sehr  klein  und  JP«==/^sin(at  —  ca) 
ist,  zu  beweisen,  dass  g{c*  —  4)  —  qü*  der  Nenner  des  entsprechenden  Gliedes  in 
dem  Ausdruck  für  9  ist. 

Beisp.  4.  Eine  schwei*e  Kette  von  der  Länge  21  hängt  an  zwei  Punkten 
A^  By  welche  in  derselben  Horizontalen  Hegen  und  deren  Abstand  yon  22  nicht 
sehr  verschieden  ist.  Jeder  Massenpunkt  der  Kette  wird  aus  seiner  Ruhelage  in 
einer  Richtung  ein  wenig  aufgestört,  die  senkrecht  auf  der  durch  AB  gehenden 
Verticalebene  steht.    Man  finde  die  kleinen  Schwingungen  der  Kette. 

Beisp.  5.  Ein  schwei'er  Faden  hängt  an  zwei  festen  Punkten  A  und  B,  be- 
findet sich  im  Gleichgewicht  und  hat  dabei  die  Gestalt  einer  Kettenlinie,  deren 
Parameter  c  ist.  Der  Faden  werde  Anfangs  verschoben  und  dabei  mögen  die  Auf- 
hängnngspunkte  A,  B  sich  so  fortbewegen,  dass 

^  BS  0  (1  -{.  cos  2a)  -f-  e'  sin  2a 

ist,  worin  a  und  a*  zwei  kleine  Grössen  sind  und  die  übrigen  Buchstaben  die- 
selbe Bedeutung,  wie  in  §  604,  haben.  Wenn  der  Faden  in  seiner  neuen  Lage 
zur  Ruhe  gebracht  wird,  zu  beweisen,  dass  er  in  diesem  Ruhezustand  bleibt. 
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§  611.    Beisp.  1.    Ein  gleichförmiger  Faden  in  der  Gestalt  eines  Kreises  Tom 
Radius   a  ruht  auf  einer  glatten  Ebene  und  steht  unter  der  Einwirkung  einer 

centralen  abstossenden  Kraft,  die  in  dem  Abstand  r  durch  ga^/r^  gemessen  wird. 
Man  zeige,  dass  der  Faden,  der  im  Anfang  in  Ruhe  ist  und  die  Gestalt 

r^=^a-\-  Za^  cos  mO 

hat,  wenn  er  um  ein  Geringes  verschoben  wird,  zu  einer  folgenden  Zeit  t  eine 
Form  annimmt,  die  durch 

r  =  a  +  ^fl^cosmOcosffl{^     ^^^     |   t 

bestimmt  wird,  worin  Z  die  Summirung  von  m=:l  bis  m  =  (X>  angibt.     Man 
untersuche  das  Resultat,  wenn  (1)  m^^l  und  n  =»  1  und  (2)  n=^^  ist. 

[Math.  Tripos,  1884.] 
Beisp.  2.  Ein  Faden,  der  die  Gestalt  einer  logarithmischen  Spirale  mit  dem 
gleichen  Winkel  u  hat,  befindet  sich  unter  der  Wirkung  einer  centralen  abstessenden 
in  dem  Pol  liegenden  Kraft  im  Gleichgewicht,  wobei  die  an  einem  Element  ds 
in  dem  Abstand  r^  angreifende  Kraft  fdsjr^ '  ist.  Damit  die  Bewegungsgleichungen, 
wenn  der  Faden  aus  seiner  Gleichgewichtslage  ein  wenig  aufgestört  wird,  eine  lineare 
Form  mit  constanten  Coefficienten  annehmen,  wollen  wir  voraussetzen,  er  sei  mit 
nicht  angezogener  Materie  derart  behaftet,  dass  die  Masse  eines  Elementes  d«,  ads/r^ 
wird,  worin  r  den  Abstand  des  Elementes  vom  Pol  im  Gleichgewichtszustand  angibt. 
Der  Massenpunkt,  dessen  Gleichgewichtscoordinaten  (r,  d)  sind,  möge  zur  Zeit  t 
die  Lage  (r^,  Q^)  einnehmen,  wobei  r^  =«  r  (1  +  £)i  Oj  ==  0  +  »I  ist,  und  die  Spannung 
sei  Tj  =  r(l  +  F),  unter  T  die  Spannung  für  das  Gleichgewicht  verstanden.  Man 
zeige,  dass  die  Bewegungsgleichungen  lauten 

I  +  81U  a cos  a  ^  +  ^in* «  o^  =  ^ » 
-  ^  =  —  £  +  2  sm  a  cos  a  ^-  +  sm«  a  ^,  —  F  +  sm  a  cos  « -^-  , 

Daraus  leite  man  ab,  dass  die  Bewegung  durch 

{  =  Am  sin*  a^mmipt  —  0), 

—  ?;  =  -4.  { cos  m{vt  —  0)-\-m  sin  a  cos  a  sin  m  {pt  —  6) } 

,  X  11.      •   -1  .       •      cos*  a  +  m*  sin' a    /*sin*a  .  . 

dargestellt  wird,  worm  t>*  =  — ,    .      ,   .   > • ist. 

1  +  «i*  sm*  a  a 

Wenn  der  Faden  eine  endliche  Länge  hat  und  seine  Enden  A  und  B  so  im 

Raum  auf  der  Spirale  festliegen,  dass  der  Winkel  AOB^^ß  ist  und  wenn  die 

Schwingungsperiode  2n/p  beträgt,  zu  beweisen,  dass  der  Winkel  ß  eine  Wurzel  der 

Gleichung 

i.  (e*/»  _  e-*0  Bin kß *1^'  =  2  - (e*/*  +  «-»/»)  coskß 

sein  musB,  worin  Ä*  und  —  k*  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

Ä^fsin*  a  —  X  sin'  a  (/"cos'  a  —  ap')  —  ap*  =■  0 
sind. 

Beisp.  8.    An  einem  nicht  homogenen  Faden  OA  von  der  Länge  2,  deeaen 

lineare  Dichtigkeit  in  einem  Punkt,  der  von  0  um  x  absteht,  Da/{b*  +  ^*r  i»*» 
wird  an  dem  Ende  A  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  M  befestigt,  wobei 

Ml  =  Da{h*  —  l^^    ist,    a    und    h    zwei   Constanten    bedeuten  und   l  kleiner 
als    b   ist.     Er   wird    auf  eine  glatte  horizontale  Ebene   gelegt  und   mit  der 
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Winkelgeschwindigkeit  «o  tun  sein  Ende  0  als  festen  Punkt  so  in  Rotation  gesetzt«, 
dass  jeder  Punkt  einen  Ereis  beschreibt,  dessen  Centrum  0  ist.  Wenn  er  ein 
wenig  gestört  wird,  zu  zeigen,  dass  eine  mögliche  transversale  Schwingung  durch 


f}  "3  J.  sin  (D  y(g[*  —  1)  *  •  sin  (g  arc  sin  xjh  +  Q) 

gegeben  ist,  worin  Q c»  arc  cotg 3f g/Da  —  gare  sin  7/5  und  ri  der  Abstand  eines 
Elementes  von  der  gleichförmig  rotirenden  Linie  OA  ist. 


Die  kleinen  Schwingungen  eines  gespannten  Fadens. 

§  612.  Die  Enden  eines  elastischen  Fadens^  dessen  Gewicht  mcm 
vernachlässigen  Tcann  und  dessen  unausgedehnte  Länge  l  ist,  sind  an  zwei 
Punkten  befestigt,  die  den  Abstand  V  voneinander  haben.  Der  Faden  wird  so 
gestört,  dass  sich  jeder  Massenpunkt  in  der  Längenrichtung  des  Fadens 
bewegt;  man  soU  die  Bewegungsgleichungen  finden. 

A  sei  der  eine  der  festen  Punkte  und  AB  der  Faden,  wenn  er 
nicht  ausgedehnt  ist  und  in  eine  Gerade  gebracht  wird.  Das  Ende  B 
möge  nun  angezogen  werden,  bis  es  den  zweiten  festen  Punkt  B'  er- 
reicht. FQ  sei  ein  Element  des  nicht  gespannten  Fadens,  F'Q'  dasselbe 
Element  zur  Zeit  t^  AP  =  x  und  die  Abscisse  AF'^=^x'.  Femer 
seien  T  und  T  -|-  dT  die  Spannungen  bei  P'  und  Q\  M  die  Masse 
des  ganzen  Fadens,  m  die  der  Längeneinheit  des  nicht  ausgedehnten 
Fadens.  Da  die  Masse  eines  Elementes  mdx  betragt,  so  ist  die  an 
ihm  angreifende  Effectivkraft  (mdx)  (d^x'/dfi).  Der  Unterschied  der 
Spannungen  an  den  beiden  Enden  des  Elementes  ist  dT.  Setzt  man 
die  beiden  Ausdrücke  gleich,  so  erhält  man  die  Bewegungsgleichung 

Versteht  man  unter  E  den  Elasticitätsmodul,  so  ist  nach  dem 
Hooke 'sehen  Gesetz 

d^—^  +  E (2> 

Durch  Elimination  von  T  wird 

Man  beachte,  dass  diese  Gleichungen  und  Resultate,  wenn  man, 
wie  es  gewohnlich  geschieht,  voraussetzt,  das  Hooke'sche  Gesetz  sei 
lichtig,  nicht  lediglich  Anuäherungen  sondern  durchaus  genau  sind. 

Es  ist  oft  vortheilhafber,  irgend  einen  speciellen  Zustand  des  Fadens 
als  normale  Bezugslage  zu  wählen  und  die  thatsächliche  Lage  eines 
Massenpunktes  zur  Zeit  t  durch  seine  Verschiebung  aus  dieser  Normal- 
lage auszudrücken.  Wenn  z.  B.  der  unausgedehnte  Zustand  AB  des 
Fadens  als  der  normale  gewählt  wird,  so  setzt  man  0?'  =  rc  -f-  i>  ver- 
steht also  imter  g  die  Verschiebung  des  Punktes,  dessen  Abscisse  in 

Boath,  Dynamik.  U.  30 
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unausgedehntem  Zustand  x  ist.  Die  Bewegungsgleichung  erhalt  dann 
die  Gestalt 

Wenn  man  dagegen  die  Gleichgewichtslage  des  zwischen  den  festen 
Punkten  A,  B'  ausgedehnten  Fadens  zur  normalen  Bezugslage  nimmt, 
so  fällt  die  Bewegungsgleichung  etwas  anders  aus.  Ist  x^^  die  Abscisse 
der  Gleichgewichtslage  desjenigen  Punktes  des  Fadens^  der  sich  zur  Zeit  t 
in  P'  befindet,  so  ist  xJV  =  x/l.  Setzt  man  rc'  =  iCi  -|-  1^  und  sub- 
stituirt  fOr  x  und  x'  in  (3),  so  wird  die  Bewegungsgleichung 

dt*  ~ m\l)  dx^*      '  '    '    w- 

Wir  haben  hier  angenommen,  die  Bewegung  eines  jeden  Massenpunktes  in 
irgend  einem  Querschnitt  sei  dieselbe.  Dies  kann  man  fOr  dünne  Stäbe  und 
Fäden  als  nahezu  richtig  ansehen.  Wir  verweisen  dabei  auf  die  Untersuchungen 
von  Chree  über  die  Längsschwingungen  eines  geraden  Stabes.  Er  nahm  an,  der 
Körper  habe  eine  beliebige  Dicke,  und  zeigte,  indem  er  die  Bewegungsgleichungen 
eines  elastischen  festen  Körpers  zu  Grunde  legte,  dass  bei  Beibehaltung  der  Glieder, 
welche  von  dem  Quadrat  des  Verhältnisses  der  Dicke  zu  der  Länge  des  Stabes 
abhängen,  die  erhaltenen  Resultate  mit  der  Fnndamentalgleichung  (8)  überein- 
stimmen.    Quarterly  Journal,  XXI,  1886;  XXm,  1889;  XXIV,  1890. 

Setzt  man  E  =  wa*,   so   erhält   die  typische  Gleichung  (4)  die 

Gestalt 

^  —  n^^-13 

dt*  ~      dx*' 

Man  kann  sie  mit  Hülfe  des  Operationscalculs  oder  einer  der  anderen 
Methoden  auflösen,  die  sich  auf  Differentialgleichimgen  mit  constanten 
Coefficienten  anwenden  lassen.  Man  kann  auch  eine  einfache  Trans- 
formation der  unabhängigen  Yariabelen  Yornehmen.  Setzt  man  z.  B. 
at  —  X  =1),    at  '\-  x  =  qy  so  wird 

^^  —  (^  ^l.\ni:     ü_/'_Aj_i_U 

und  die  Gleichung  ist 

also 

g|!|^  =  0    und  daher    ^ -=  f(p) -\- F(q) 

und  wenn  man  die  Werthe  von  p  und  q  wieder  einsetzt, 

i^f{at  —  x)  +  F(at  +  x) (6). 

Manchmal  ist  es  von  Vortheil,  zu  abhängigen  Variabein  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Spannung  eines  Elementes  des  Fadens  zu  nehmen« 
Schreibt  man  t?  =  ag/^^,  s  =  d^/dx,  so  findet  man 

V  =  af{at  —  x)  +  ar(at  +  x)\ 

s f(at  —  x)  +  FXat  +  x)\       *    *    '    '    W' 
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wobei  die  Spannung  T  =  ma^s  ist.  Der  Differentialquotient  s  wird 
gewöhnlich  die  Dilatation  genannt  und  stellt  die  Ausdehnung  eines 
Elementes  bei  P  für  die  Längeneinheit  dar. 

§  613.  Die  beiden  Wellen.  Aus  der  Gleichung  (6)  ergibt  sich, 
dass  die  allgemeinste  Bewegung  des  Fadens  durch  Uebereinander- 
lagerung  der  durch  X  =  f(at  —  x)  und  X'  =  F(at'\'X)  bestimmten 
Bewegungen  gefunden  wird,  wobei  |  ^  X  +  -X'  ist.  Wir  wollen  jede 
für  sich  betrachten. 

In  jedem  Punkt  P  des  nicht  ausgedehnten  Fadens  ziehe  man  die 
Ordinate  PJB,   welche   der  Längsverschiebung  X  von  P  zu   der  ge- 


^.^-"' 


-A— * 


I 


p  ^    '^^^  IS       5' 


gebenen  Zeit  t  gleich  ist.  Der  auf  diese  Art  bestimmte  geometrische 
Ort  von  R  macht  die  thatsächh'che  Verschiebung  eines  jeden  Punktes 
des  Fadens  zur  Zeit  t  sichtbar.  Aendert  sich  t,  so  ändert  sich  auch 
dieser  Ort  und  richtet  sich  nach  der  veränderlichen  Bewegung  des 
Fadens.  Würde  der  Faden  seitliche  Schwingrmgen  ausführen,  so  wäre 
diese  Darstellung  überflüssig,  weil  der  verschobene  Faden  selbst  den 
Ort  für  B  bilden  würde. 

Ein  Punkt  C  gehe  von  irgend  einer  Lage  aus,  rücke  längs  der 
Axe  AB  fort  und  dabei  sei,  wenn  x  seine  Abscisse  bezeichnet, 
at  —  X  constant  und  gleich  c.  Die  Geschwindigkeit  von  C  ist  dann 
gleichförmig  und  gleich  a.  Da  die  Verschiebung  des  in  irgend  einem 
Augenblick  mit  C  zusammenfallenden  Punktes  des  Fadens  gleich  f(c) 
ist,  so  bleibt  die  Verschiebung  von  C  inuner  die  nämliche.  Fällt 
daher  C  beim  Beginn  seiner  Bewegung  mit  dem  Fusspunkt  einer 
Ordinate  von  gegebener  Grösse  zusammen,  so  bleibt  es  stets  in  dem 
Fusspunkt  einer  Ordinate  von  derselben  Grösse.  Man  kann  statt  dessen 
auch  sagen,  dass  jede  Ordinate  des  Ortes  von  B  sich  beständig  in 
positiver  Richtung  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  derjenigen  von 
C  gleich  ist,  fortbewegt,  ohne  dass  sich  ihre  Grösse  ändert.  Der  Ort 
rückt  auf  der  Axe  fort,  wie  eine  Welle  auf  der  Oberfläche  des  Wassers. 

Daraus  folgt  nun,  dass  die  Gleichmg  X  =  f(at  —  x)  eine  weUen- 
ähfdiche  Bewegung  darstellt,  welche  in  positiver  BicMung  mit  der  gleicJir 
förmigen  Geschtoindigheit  a  fortrückt^  ohne  ihre  Gestalt  zu  ändern.  Genau 
ebenso  stellt  die  Gleichung  X'  =  f(at'\'x)  eine  Wellenbewegimg  dar, 
welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  —  a  fortpflanzt.  Sie  bewegt  sich 
in  der  negativen  Richtung  der  Axe. 

Li  dem  Fall  des  Fadens  ist  die  Geschwindigkeit  einer  jeden  der 
beiden  Wellen,  wenn  sie  auf  den  unausgedehnten  Faden  als  Normal- 

30* 
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zustand  bezogen  wird,  {E/my]  fOr  die  Gleicligewichtslage  des  Fadens 

dagegen  als  normale  Lage  (E/my  -  Q'/T)).  Man  kann  kurz  sagen,  die 
Geschwindigkeit  sei  derart,  dass  die  Zeit  des  Durchlaufens  der  Länge  l 
des  ummsgedehnten  Fadens  oder  der  Länge  V  des  ausgedehnten  Fadens 

l(m/Ey  ist  Ma/n  heackte,  dass  diese  Zeit  weder  von  der  Beschaff enr 
heit  der  Störung,  noch  von  der  Spannung  des  Fadens  abhängt 

Jede  der  beiden  Wellen,  in  welche  die  Bewegung  zerlegt  wurde, 
lasst  sich  weiter  zerlegen,  indem  man  die  Function  in  einer  Reihe  von 
Sinussen  und  Cosinussen  entwickelt.     Diese  Entwickelung  sei 

f{at  —  a;)  =  J[iSin  {n^{at  —  ic)4-«i}  +  -4^sin  {«^(a^  —  x)-^a^]  +  etc. 

Nimmt  man  irgend  einen  Term  z,  B.  X^  =  J.  sin  {w(a^  —  a;)  +  «},  so 
nennt  man  die  durch  X,  dargestellte  Bewegung  eine  einfache  Welle 
oder  eine  harmoniscJie  Welle,  Der  Coefficient  Ä  drückt  die  Maximal- 
ausdehnung oder  die  Amplitude  der  Schwingung  aus.  Die  Periode  der 
Schwingung  eines  Massenpunktes  ist  2x/na]  der  reciproke  Werth  der 
Periode  heisst  ihre  Frequen^i.  Der  letzte  Ausdruck  rührt  von  Lord 
Rayleigh  her.  Zeichnet  man  die  Curve  auf,  die  zur  Abscisse  x  und 
zur  Ordinate  Xn  hat  und  betrachtet  dabei  t  als  constant,  so  erkennt 
man,  dass  die  Theile  der  Curve,  welche  zwischen  den  durch  x,  x-\-2%/nj 
X  +  4  V^;  ^^'  gegebenen  Ordinaten  liegen,  einander  ähnlich  und  gleich 
sind.  Mit  andern  Worten,  die  Werthe  der  Ordinaten  wiederholen  sich, 
wenn  x  um  2ii/n  zunimmt.  Die  Grösse  27t/n  heisst  daher  die  Länge 
der  Welle.  Daraus  folgt,  dass  die  Periode  und  die  Länge  derjenigen 
Wellen  am  grössten  ist,  für  welche  n  den  kleinsten  Werth  hat.  Von 
zwei  Schwingungen  mit  ungleicher  Periode  heisst  diejenige  mit  der 
kürzeren  Periode  die  steilere,  die  mit  der  längeren  die  flachere. 

§  614.  Lösung  von  d'ÄlenAert.  Ein  endlicher  Theil  EOF  =  2c 
eines  langen  Fadens  wird  Anfangs  so  gestört,  dass  die  Längsgeschwindig- 
keit  V  und  die  DikUation  s  an  einem  Punkt  im  Abstand  x  von  0  durch 
t;^=s=  (p(x),  SQ  =  ilf(x)  gegeben  ist;  dabei  bleibt  der  Rest  des  Fadens  auf 
jeder  Seite  von  EF  ungestört.  Man  soU  die  Grösse  und  Form  der  beiden 
resulürenden  Wellen  finden. 

Man  hat 

5  =  f(at  —  x)  +  F{at  +  x). 

Zur  Bestimmxmg  von  f  und  F  sind  zwei  Gruppen  von  Bedingungen 
gegeben. 

(1)  Ist  ^  =  0,  so  ist  für  alle  Werthe  von  x  mit  Ausnahme  der- 
jenigen, die  zwischen  a;  =  +  c  liegen,  sowohl  t?  =  0  als  s  =  0. 

(2)  Ist  i  =  0,  so  ist  für  alle  Werthe  von  x,  die  zwischen  a?  =  +  c 
liegen,  v  =  9  (a:)  und  s  =  i>  (x). 
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Aus  der  ersten  Gruppe  ergibt  sich  nach  (7) 

af(-x)  +  ar(x)  =  0,    —f(—x)  +  r(x)  =  0. 

Daraus  folgt^  dass  für  alle  Werthe  von  a?,  die  nicht  zwischen  +  c 
liegen,  f{ — a;)  =  0  und  J?^(a?)  =  0  ist.  Aus  der  zweiten  Gruppe 
von  Bedingungen  erhält  man 

af(—  x)  +  aF'ix)  =  9  (a?),    —  f  (—  x)  +  F'ix)  =  t  (x). 

Folglich  ist 

af{—x)  =  ^[(p(x)  —  at(iß)},    aF{x)  =  \{q>{x)  +  a^(a;)} 

für  alle  Werthe  von  Xy  die  zwischen  +  c  liegen. 

Da  X  irgend  einen  willkürlichen  Abstand  bezeichnet,  so  bestimmen 
diese  Qleichimgen  die  Functionen  f{z)  und  P(ji)  för  alle  reellen  Werthe 


.*'' 


von  z  vollständig.  Schreibt  man  —  at-^x  anstatt  a;,  so  ist  f{at  —  x) 
Null,  wenn  at  —  x  nicht  zwischen  +  c  liegt.  Die  durch  diesen  Term 
dargestellte  Störung  beschickt  sich  daher  auf  den  mit  E' F  be- 
zeichneten Theil  des  Fadens,  wobei  die  Abscissen  x^^  x^  von  E\  F' 
zur  Zeit  t  durch 

a^  —  iTi  =  —  c    bez.     at  —  ar^  =  +  c 

gegeben  sind.  Diese  Werthe  von  a^^,  x^  zeigen,  dass  E'F  auf  der 
positiven  Seite  der  ursprünglichen  Störung  EF  liegt. 

Ebenso  ergibt  sich,  wenn  man  at -{- x  anstatt  x  setzt,  dass 
F(at  +  ^)  Null  ist,  wenn  at  -}-  x  nicht  zwischen  +  c  liegt.  Die 
durch  diesen  Term  dargestellte  Störung  beschränkt  sich  also  auf  den 
Theil  E*'F"  des  Fadens,  wobei  die  Abscissen  a^g,  x^  von  JS",  F'  durch 
a^  +  a:3  =  —  c,  a^  +  a?4=  +  c  gegeben  sind.  Man  sieht  aus  diesen 
Werthen  von  a;^,  x^^  dass  E"F'  auf  der  negativen  Seite  der  ursprüng- 
lichen Störung  liegt. 

Die  Werthe  von  f{fi)  und  E{£)  ergeben  sich  durch  Integration 
von  f{z)  und  F{z),  Die  beiden  Integrationsconstanten  reduciren  sich 
auf  nur  eine  in  dem  Ausdruck  für  %  und  diese  wird  durch  den  be- 
kannten Werth  von  %  an  einem  Punkt  der  Anfangsstörung  von  EF 
bestimmt.  An  jedem  Discontinuitätspunkt  ändern  sich  die  Integrations- 
constanten, ohne  dass  dabei  ein  plötzlicher  Wechsel  in  dem  Werth 
von  5  eintritt. 

§  615.  "Die  Bedingimgen  für  das  Vorkommen  einer  einzigen  Welle, 
Wenn  in  Folge  der  Anfangsstörung  Vq^=^  —  as^,  d.h.  9(aj)  =  —  ail}{x) 
wird,  so  ist  die  WeUe  F{at  -|-  a?)  =  0;  die  Störung  pflanzt  sich  daher 
nur  in  positiver  Richtung  fort  und  wird  zur  Z^it  t  durch 


470  Kapitel  XTTY.    Schwingungen  eines  gespannten  Fadens. 

t;  =  —  a5  =  f{at  —  x) 

dargestellt.  Ist  dagegen  die  Anfangsstörung  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  v^  =  as^j  so  rückt  die  Störung  nur  in  negativer  Richtung  fort 
und  wird  durch  v  =  a5  =  F\at  +  x)  dargestellt. 

§  616.  Ein  elastischer  Fadm^  der  so  ausgespannt  ist,  wie  in  §  612 
heschrieben  wwrde^  wird  nad^  einem  beliebigen  Gesetz  aber  nur  wenig  ge- 
stört; man  soU  die  Bewegungsgleichungen  finden. 

Wir  behalten  dieselbe  Bezeichnung^  wie  zuvor,  bei  und  (x\  ^,  /) 
seien  die  Coordinaten  von  P'.  Genau  auf  dieselbe  Art,  wie  in  §  574 
lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  aufstellen.  Da  die  Masse  eines 
Elementes  mdx  statt  mds  ist,  so  lauten  sie 

^av         d   (rpdaf\  ... 

»•l^-Ä(^IÖ cn 

"w-rA^w)  ■•■■■■•  (8), 

worin  ds'  die  Länge  des  Elementes  P^Q'  bezeichnet.  Ist  E  der 
Elasticitätsmodul,  so  haben  wir  nach  dem  Ho oke 'sehen  Gesetz 

Da  die  Störung  sehr  gering  ist,  so  sind  dy'jdSy  dz'jds'  sehr  klein 
und  dx'/ds'  nahezu  der  Einheit  gleich.  Die  erste  Gleichung  nimmt 
mithin  die  Gestalt  an 

a>«'     dT  ... 

^W  =  äi (^) 

und  die  Hooke'sche  Gleichung 

es  sind  dies  dieselben  Gleichungen,  wie  die  Gl.  (1)  und  (2)  in  §  612; 
so  dass  also  bei  nur  geringer  Störung  die  Längsbewegung  von  der 
seitlichen  unabhängig  ist. 

In  der  zweiten  Gleichung  kann  man  T  als  constant  ansehen,  da 
seine  kleinen  Variationen  mit  der  kleinen  Grösse  dy'/ds'  multiplicirt 
werden.  Man  kann  also  T  =  T^  setzen,  worin  Tq  =  E(1'  —  T)/l  ist. 
Daraus  folgt  nach  Gleichung  (4)  ds/dx  =  V/l  und  mithin  ds'  =  dx^ 
wobei  wie  früher  x^/V  =  x/l  ist.    Die  Bewegungsgleichung  wird  daher 

dt*        mV  dx*     ""^^      at>         ml   dx^*  w> 

je  nachdem  der  unausgedehnte  oder  der  ausgedehnte  Faden  als  Normal- 
zustand zu  Grunde  gelegt  wird. 

Die  dritte  Gleidiung  wird  ebenso  behandelt. 
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Die  Geschwindigkeit  einer  seitlichen  Schtvingung,  in  Einheiten  der 

Länge  des  tmausgedehnten  Fadens  aMsgedrii(M,  betr^  Die 

Zeit,  welche  die  Schwingu/ng  nöthig  hcU,  um  die  Länge  l  des  tmaus- 

gedehnten  Fadens  oder  V  des  ausged^nten  eurüdkmlegeny  ist  {mlV/T^^. 
Diese  Geschwindigkeit  ist  0war  von  der  Beschaffenheit  der  Störung  tm- 
abhängig,  aber  nicht  von  der  l^pannung  des  Fadens. 

Wenn  der  Faden  nur  wenig  elastisch  ist,  so  kann  man  in  der 
letzten  Formel  T  =  2  setzen.  Man  kommt  dann'*zu  den  Resultaten, 
die  aus  der  Lehre  vom  Schall  bekannt  sind. 

§  617.  Wir  machen  auf  einen  unterschied  zwischen  den  Bewegangsgleichnngen 
für  Längs-  und  seitliche  Schwingungen  aufmerksam.  Bei  den  ersteren  wurden, 
wenn  überhaupt  keine  seitlichen  Schwingungen  vorkamen ,  keine  Annäherungen 
gemacht,  so  dass  also,  wie  schon  gesagt  wurde,  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  in  §  612 
fSr  grosse  wie  kleine  Schwingungen  gelten.  Bei  den  letzteren  dagegen  wurde,  auch 
wenn  die  Längsschwingungen  unmerklich  sind,  angenommen,  ds'/dx  und  dx'/dx 
seien  so  nahezu  einander  gleich,  dass  man  das  eine  ffir  das  andere  setzen  kann. 
Bis  auf  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  ist 

dx"  dx  \    '^dx^'^  i  \dx,/  l  ' 

Wenn  der  Faden  ohne  merkliche  Längsschwingungen  oscillirt,  so  ist  ^  eine  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  und  da  die  Substitution  far  ds'/dx  auf  der  rechten  Seite 
von  (2)  gemacht  wird,  welche  bereits  die  kleine  Grösse  d^/da'  enthält,  so  ist  die 
Differentialgleichung  (6)  bis  auf  die  dritten  Potenzen  kleiner  Grössen  genau.  Wenn 
dagegen  der  Faden  gleichzeitig  mit  Längs-  wie  mit  seitlichen  Oscillationen  schwingt, 
so  ist  £j  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung;  die  seitlichen  %md  Längsschwingtmgen 
sind  also  nur  dann  unabhängig  von  einander,  wenn  man  die  QtMdrate  kleiner 
Grössen  vernachlässigen  hamn. 

§  618.  Es  gibt  zwei  Arten,  die  Bewegungsgleichungen  auf  wirklich  vor- 
kommende Fälle  anzuwenden.  Wir  wollen  zuerst,  um  dies  klar  zu  machen,  ein 
einfaches  Beispiel  nach  beiden  Methoden  auflösen  und  dann  einige  Bemerkungen 
über  die  Resultate  machen. 

Ein  elastischer  Faden,  welcher  die  unausgedeihnte  Länge  l  hat,  ruht  auf  einem 
vollkommen  glatten  Tisch;  seine  Enden  werden  an  zwei  Fw/ikten  A,  B'  befestigt^ 
deren  Abstand  V  grösser  als  l  ist.  Das  Ende  B'  wird  plötzlich  losgelassen;  man 
finde  die  Bewegimg. 

Die  Aaflösnng  mittelst  nnstetiger  Fnnctionen.  Behält  man  die  Bezeichnung 
in  §  612  bei,  so  wird  die  Bewegung  durch  die  Gleichung 

i  =  f(at  —  x)  +  F{at  +  x) 

dargestellt,  worin  £  die  Verschiebung  des  Massenpunktes  bezeichnet,  dessen 
Abscisse  in  dem  unausgedehnten  Faden  x  ist.  Die  Bedingungen  zur  Bestimmung 
von  f  und  F  sind  die  folgenden: 

1.  Wenn  a;  =  0,  ist  g  =  0  für  alle  Werthe  von  t. 

2.  Wenn  x^l,  ist  T  =»  0  und  daher  d^/dx  =  0  für  alle  Werthe  von  t 
8.  Wenn  <  «  0,  ist  |  =  rx  von  a;  ==  0  bis  rc  ==  I,  wobei  T  =  (r  -f- 1)  Z  ist. 
4.  Wenn  «  =  0,  ist  di/dt^O  von  «  =  0  bis  x^l. 

Aus  der  ersten  Bedingung  folgt,  dass  die  Functionen  F  und  f  gleich  sind, 

aber  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.    Aus  der  zweiten  Bedingung  ergibt  sich 

f\at-\'l)^  —  f\at^l),  so  dass    sich  also  die  Werthe  der  Function  f  mit  ent- 
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gegengesetzten  Vorzeichen  wiederholen,  wenn  die  Variabele  um  21  vergrössert 
wird.  Würden  wir  nun  die  Werthe  von  f\z)  fftr  alle  Werthe  des  /  von  £  ^^  z^ 
bis  z  =  Zq-\-21  kennen,  worin  z^  einen  beliebigen  Werth  hat,  so  wäre  die  Form 
der  Function  vollständig  bekannt.  Die  dritte  Bedingung  liefert  nun /*( —  x) — f{x)^=^rx 

und  die  vierte  /"( —  x)  =^f{x)  von  x=^0  bis  a;  =  Z.    Daher  ist  /'(a?)  =  —  -^r  von 

a;  =  —  Z  bis  a?  =  I.    Daraus  folgt,  dass  f\z)  —  —  j  r  ist  von  z«=^  —  l  bis  «  =»  Z, 

f(ß)'='Y  ^  ^^^  Z'^l  bis  z=^Sl  u.  s.  f.,  wobei  das  Zeichen  jedesmal  gewechselt 
wird,  wenn  die  Variable  durch  die  Werthe  I,  3Z,  61,  etc.  geht.  Wir  wollen  nun 
die  Bewegung  eines  runktes  P  des  Fadens  betrachten,  dessen  unausgedehnte 
Abscisse  x  ist.    Seine  Geschwindigkeit  wird  durch  die  Formel 

v/a  =.f(at  —  x)  —  f\at  +  x) 

bestimmt.  Da  o;  -<  2  ist,  so  hat  man  v/a  «»  —  yf-f-Y^"^^*  ^^^  Massenpunkt  be- 
ginnt daher  erst  dann  sich  zu  bewegen,  wenn  at-^-xs^l  ist.  Die  zweite  Function 
wechselt  nun  ihr  Zeichen,  und  man  hat  v/a  =  —  yr  —  -ö"*"™*  —  *"•  Der  Massen- 
punkt fährt  fort,  sich  mit  dieser  Geschwindigkeit  zu  bewegen,  bis  at  —  x=^l 
wird;  alsdann  wechselt  die  erste  Function  das  Zeichen  u.  s.  f.  AB  sei  der  un- 
ausgedehnte Faden  und  ein  Punkt  B  möge  von  B  ausgehen  und  sich  beständig 
längs  des  Fadens  und  wieder  zurück  mit  der  Geschwindigkeit  a  bewegen.  Man 
erkennt  dann  leicht,  dass  sich  P  in  Buhe  befindet,  solange  B  sich  auf  derselben 
Seite  von  P  befindet,  wie  das  lose  Ende  des  Fadens;  befindet  sich  dagegen  B 
auf  derselben  Seite  von  P,  wie  das  feste  Ende  des  Fadens,  so  bewegt  sich  P  ab- 
wechselnd mit  der  Geschwindigkeit  -j-ra.  Der  allgemeine  Charakter  der  Be- 
wegung ist  daher:  nachdem  das  Gleichgewicht  des  Fadens  bei  B  gestört  worden 
ist,  pflanzt  sich  eine  Welle  von  der  Länge  42  längs  des  Fadens  fort  und  der 
Punkt  P  beginnt  seine  Bewegung  erst,  wenn  ihn  die  Welle  erreicht;  die  Welle 
wird  bei  A  zurückgeworfen  und  kehrt  zurück. 

Graphische  Barstellwng,  Man  kann  die  Functionen  f  und  F  in  dieser  Lösung 
durch  discontinuirliche  Curven  ersetzen  und  die  Werthe  von  v  und  T  durch  Addition 
der  Ordinaten  erhalten. 

Wir  wollen  den  Faden  AB  nach  beiden  Seiten  bis  in  die  Unendlichkeit  ver- 
längern und  den  verlängerten  Theilen  solche  Anfangs  Verschiebungen  geben,  dass 
nach  der  Zerlegung  der  Bewegung  in  die  beiden  Wellen  X,  X',  die  in  entgegen- 
gesetzten Kichtungen  fortrücken,  die  Summe  der  Verschiebungen  bei  A  in  Folge 
einer  jeden  Welle  stets  Null  und  die  Summe  der  Spannungen  bei  B  eben&Us 
Null  ist.  Die  Bewegung  des  begrenzten  Theiles  J.^  ist  alsdann  genau  dieselbe, 
wie  wenn  A  festläge  und  B  frei  wäre. 

Wenn  der  Faden  von  der  Buhe  ausgeht,  so  ist  der  Werth  von  di/dt  An- 
fangs Null  und  wir  können 

^^f{x^at)  +  f{x  +  (^t) (A) 

setzen,  so  dass  also  die  beiden  fortrückenden  Wellen  gleich  sind.  Man  zeichne  nun 
zwei  zusammenfallende  Curven  auf,  die  sich  über  den  imendlich  grossen  Faden  er- 
strecken und  deren  Ordinate  |  die  halbe  anfängliche  Verschiebung  ist.  Alsdann  be- 
wege man  die  eine  von  ihnen  nach  rechts,  die  andere  nach  links  um  eine  Strecke 
gleich  at.  Die  Summe  der  Ordvnaten  dieser  beiden  Curven,  welche  einem  Funkt  P 
des  u/nausgedehnten  Fadens  entsprechen ,  ist  die  Verschiebimg  zur  Zeit  t.  Die 
Spa/nnung  hei  P  ist  dieser  Summe  wnd  die  Geschwindigkeit  hei  P  der  Differenz  der 
Ta/ngentery  der  Winkel  proportional^  weiche  die  Tangenten  an  die  Curven  mit  der 
X-Ajie  machen. 

Zwischen  A  und  B  ist  f(x)^='^rx  gegeben.  Auf  der  linken  Seite  von  A 
müssen  die  Ordinaten  der  Function  f{x)  denen  auf  der  rechten  Seite  von  A  gleich 
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sein  aber  entgegengesetzte  Voneichen  haben,  so  dass  die  Summe  der  Ordinaten, 
wenn  die  fortij^ckenden  Cnrven  sich  in  A  kreuzen,  Null  ist.  Auf  der  rechten 
Seite  von  B  müssen  die  Ordinaten  denen  auf  der  linken  gleich  aber  so  angeordnet 
sein,  dass  dijdx  d.  h.  die  Spannungen  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Die 
Curve  i^f{x)  mnss  daher  die  Gestalt  wie  in  der  oberen  Figur  haben. 

Nach  einer  Zeit  t,  die  kleiner  als  l/a  ist^  haben  sich  die  beiden  zusammen- 
fallenden Curven  getrennt  und   die  beiden  in  der  unteren  Figur  dargestellten 


-^^-"— JT 


-^^    Ji      B 


Formen  angenommen.  Die  durch  Addition  der  beiden  Ordinaten  erhaltene 
punktirte  Linie  AMN  stellt  den  Zustand  des  Fadens  zur  Zeit  t  dar.  Der  Theil 
AB  des  Fadens,  welcher  der  Projection  von  AM  auf  ihn  gleich  ist,  bleibt  in  der- 
selben Lage,  wie  zuvor,  mit  derselben  Spannung  und  ohne  Geschwindigkeit.  Der 
übrige  Theil  BB,  der  MN  gleich  ist,  hat  keine  Spannung,  weil  die  Tangente 
an  MN  parallel  zu  AB  ist.  Er  nimmt  femer  mit  der  Geschwindigkeit  ra  ab, 
weil  dies  der  Unterschied  zwischen  den  Tangenten  der  Winkel  ist,  die  LF  imd 
L'E'  mit  AB  machen. 

Zur  Zeit  t^=l/a  hat  M  den  Punkt  A  erreicht  und  fällt  MN  mit  AB  zu- 
sammen. Nachher  rückt  der  Punkt  M  längs  der  Geraden  AC  weiter,  wobei 
MN  stets  parallel  zm  AB  bleibt.  Zur  Zeit  t=^2l/a  wird  der  Zustand  des 
Fadens  durch  AC*  dargestellt;  jedes  Element  wird  daher  gleichmässig  zusammen- 
gedrückt und  hat  keine  Geschwindigkeit. 

Der  Fall,  in  welchem  der  Faden  keine  Anfangsspannung  hat,  aber  nicht 
vom  Zustand  der  Buhe  ausgeht,  lässt  sich  in  ähnlicher  Art  behandeln;  dabei  ist 
das  positive  Zeichen  zwischen  den  Functionen  in  der  Gleichung  (A)  durch  das 
negative  zu  ersetzen. 


§  619.    Die  Auflösung  mittelst  trigonometriseber  Reihen.    Man  nehme  wie 
zuvor  die  Gleichung 

^^f(at  —  x)  +  F(at  +  x) 

und  entwickle  jede  Function  nach  Vielfachen  von  Sinussen  und  Cosinussen.  Man 
erhält 

S  =  2:[^sin{n(at  — a;)  +  a}  +  Bsia{n(at  + x)  + ß]], 

worin  Z  die  Summirung  für  alle  Werthe  von  n  angibt  und  A,  B,  a  und  ß  Con- 
stanten bezeichnen,  die  in  jedem  Term  verschieden  sind  und  sich  passender  Weise 
als  Functionen  von  n  ansehen  lassen. 

Da  es  sich  um  eine  schwingende  Bewegung  handelt,  so  kann  man  annehmen, 
alle  Werthe  von  n  seien  reell  und  offenbar  auch,  ohne  der  allgemeinen  Gültigkeit 
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Eintrag  zn  thnn,  sie  seien  positiv.  Wir  haben  nicht  vor,  die  Umstände  zn  besprechen, 
unter  welchen  diese  Annahmen  correct  sind.  Darüber  findet  man  «das  Nähere  bei 
dem  Fouri er' sehen  Theorem.  Hier  können  wir  die  Annahmen  als  durch  das  Resultat 
gerechtfertigt  betrachten,  weil  wir  auf  diese  Art  allen  Daten  des  Problems  ge- 
nügen können. 

Die  vier  Bedingungen  des  Problems  setzen  uns  in  den  Stand,  die  Constanten 

zu  bestimmen.  Aus  der  ersten  ergibt  sich  p^a  +  Jk«,  B«=( —  1)*"^^  J.,  worin 
X;  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet  Durch  Entwickelung  findet  man  leicht,  dass 
man  £  die  Gestalt 

I »  2?(C  sin  nat  -f-  ^  cos  nat)  sin  nx 

geben  kann,  worin  C  und  D  als  Functionen  von  n  zu  betrachten  sind.  Aus  der 
zweiten  Bedingung  folgt  cos«Z  =  0,  daher  «?  =  ^(2*-}- *)*»  worin  ♦  irgend  eine 

ganze  Zahl  bezeichnet.  Die  Perioden  der  Hauptschwingungen  des  Fadens  (§  53) 
sind  daher  bei  richtigen  Anfangsstörungen,  wobei  ein  Ende  fest  und  das  andere 
lose  ist,  in  der  Form  4Z/(2t-fl)a  enthalten. 

Die  Anfangsstörung  wird  durch  die  dritte  und  vierte  Bedingung  gegeben. 
Man  hat 

^D  sin  na;  =  ra;,    2?Cn  sin  nrc  =  0 . 

Um  den  Werth  von  D  in  irgend  einem  Term  zu  finden,  multiplicire  man  die  erste 
Gleichung  mit  dem  CoefQcienten  von  D  in  diesem  Term  und  integrire  über  die 
ganze  Länge  des  Fadens  d.  h.  von  a;  =  0  bis  o; » 2;  §  398.    Man  findet 

i 


D-^^r  j  xemnxax  =  r  — ;^ 


ö 

i 

Die  übrigen  Tenne  verschwinden  sämmtlich,  dtLjsinnxsuxn'xdx^O  ist,  wenn 

0 

n  und  9i'  verschiedene  Zahlenwerthe  haben.    Dies  ergibt  sich  auch  aus  der  Regel 
in  §  398. 

Behandelt  man  die  zweite  Gleichung  auf  dieselbe  Art,  so  erhält  man  C  «■  0. 
Die  Bewegung  wird  mithin  durch 


^iSrsintiZ  ^  . 

g=   >  -= ^^  cos  nat  smnx 


^   l     n' 

bestimmt.  Setzt  man  nacheinander  für  t  seine  Werthe  1,  2,  3,  etc.  so  wird  die 
Gleichung,  ausführlich  geschrieben, 

Sri  f       ycat    .    nx       i         Snat  .    8nx  ,    i         bnat  .    hnax        ,    \ 

Diese  Reihe  für  £  ist  convergent  und  die  Annäherung  an  die  Bewegung 
wird  bereits  gross,  wenn  man  nur  die  ersten  Glieder  nimmt.  Wir  wollen 
z.  B.  alle  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  weglassen  und  zur  Yergleichung  mit 

dem  bei  der  ersten  Lösung  erhaltenen  Resultat  at^^^^  —  l  setzen.    Zeichnet  man  nun 

die  Curve  auf,  deren  Ordinate  — d^/dt  und  deren  Abscisse  x  ist,  so  ergibt  sich, 
dass  sie  der  Curve  gr=aO  für  kleine  Werthe  von  x  gleicht,  dann  mit  einem  In- 
flexionspunkt  in  die  Höhe  steigt  und  bei  der  Annäherung  des  o;  an  2  nahezu 
horizontal  wird.  Dies  stimmt  sehr  wohl  mit  dem  in  §  618  gefundenen  Resultat 
überein. 

§  620.  Untersucht  man  diese  Lösungen,  so  zeigt  sich,  dass  zwei  Arten  von 
Bedingungen  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen  vorhanden  sind. 
(1)  Die  Bedingungen  an  den  beiden  Enden  des  Fadens.    Sie  haben  das  Besondere, 
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dass  sie  für  alle  Werthe  von  t  beatehen.  (2)  Die  Anfangsbedingungen  der  Be- 
wegung. Sie  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  nicht  für  alle  Werthe  von  x  gelten^ 
sondern  nur  für  die  Werthe,  welche  in  einem  gewissen  durch  die  Länge  des 
Fadens  begrenzten  ümkrejs  liegen.  Die  erste  Gruppe  wird  benutzt,  um  die  Art 
zu  bestimmen,  auf  welche  sich  die  Werthe  der  Functionen  so  wiederholen,  dass  sie 
für  alle  die  Werthe  der  Variabelen,  welche  in  dem  Problem  vorkommen,  bekannt 
sind,  wenn  man  sie  in  einem  gewissen  begrenzten  Umkreis  kennt.  Die  zweite 
Gruppe  dient  zur  Bestimmung  ihrer  Werthe  in  diesem  begrenzten  Umkreis. 

Bei  der  zweiten  Art  der  Lösung  werden  die  willkürlichen  Functionen  durch 
eine  convergente  Reihe  harmonischer  Ausdrücke  ersetzt.  Nimmt  man  eine  begrenzte 
Anzahl  von  Termen  als  Annäherung,  so  erhält  man  eine  vollkommen  continuir- 
liche  Lösung,  deren  Anfangsbedingungen  sich  von  denen  des  gegebenen  Problems 
nur  wenig  unterscheiden.  Der  Unterschied  wird  um  so  kleiner,  je  mehr  Tenne 
der  Reihe  in  der  Auflösung  enthalten  sind. 

Wie  man  aus  einer  Vergleichung  der  beiden  Resultate  erkennt,  hat  jede 
Form  ihre  Yortheile.  Die  erste  bestimmt  die  Bewegung  durch  eine  einfache 
Formel.  Die  zweite  eignet  sich  besser,  wenn  die  harmonischen  Perioden  gesucht 
werden. 

Bei  beiden  Lösungen  sind  die  willkürlichen  Functionen  discontinuirlich. 
Diese  Discontinuität  tritt  bei  der  Lösung  in  §  618  offen  zu  Tag,  während  sie 
sich  in  §  619  in  der  Reihe  verbirgt.  Man  hat  den  Einwand  gemacht,  dass  bei 
der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  (§  612)  eine  mögliche  Discontinuität 
nicht  in  Erwägung  gezogen  wird  und  dass  man  deshalb  diese  Gleichungen 
nicht  ohne  weitere  Untersuchung  auf  Fälle  anwenden  könne,  bei  welchen  die  in 
der  Lösung  auftretenden  willkürlichen  Functionen  unstetig  sein  sollen.  Diese 
Frage  ist  viel  discutirt  worden;  wir  können  hier  nur  wenige  Bemerkungen  darüber 
machen.  In  De  Morgan's  Differential  Calculus^  Kap.  21,  S.  727  findet  man 
eine  kurze  Geschichte  des  Streites  zwischen  D^Alembert  und  Lagrange  und 
eine  Besprechung  der  Schwierigkeit.  Li  der  Micanique  Analytique,  Siconde  Partie^ 
S.  385  zeigt  Lagrange,  dass  man  den  Gebrauch  unstetiger  Functionen  vermeiden 
kann,  wenn  man  den  Faden  als  die  Grenze  eines  leichten  mit  Massen  beladenen 
Fadens  auf  die  in  §  402  beschriebene  Art  ansieht.  Poisson  macht  in  seinem 
Traüi  de  M^canique  andere  Vorschläge.  Man  lässt  jetzt  allgemein  den  Gebrauch 
unstetiger  Functionen  zu. 

Die  Discontinuität  der  Lösung  in  §  618  rührt  von  dem  Widerspruch  her 
zwischen  der  Bedingung  (2),  dass  T=0  für  x^'l  und  der  Bedingung  (8),  dass 
T  «=■  Er  von  a;  >=  0  bis  o; »» 2  sein  soll.  Dieser  Widerspruch  ist  aber  nur  scheinbar, 
weil  man  die  gegebenen  Anfangsbedingungen  durch  andere  ersetzen  kann,  die 
durchaus  unzweideutig  sind  und  sich  von  den  obigen  beliebig  wenig  unterscheiden. 
Ist  a  eine  endliche  beliebig  kleine  Grösse  derart,  dass  eine  Spannung,  die  kleiner 
als  Ea  ist,  vernachlässigt  werden  kann,  so  lässt  sich  die  Bedingung  (3)  durch 
eine  continuirliche  Function  i'^(p{x)  ersetzen,  worin  tp^x)  sich  von  r  um  weniger 
als  a  für  alle  Werthe  von  x  unterscheidet,  die  zwischen  a;»»0  und  a;  =  Z  —  ß 
liegen  und  dann  bis  Null  abnimmt,  wenn  x  von  x^^l  —  ß  bis  x^^^l  wächst.  Da 
man  ß  willkürlich  klein  annehmen  kann,  so  bleibt  die  obige  Lösung  bei  dieser 
Aenderung  der  Anfangsbedingungen  wesentlich  dieselbe.  Der  Unterschied  besteht 
darin,  dass  die  Spannung  und  die  Geschwindigkeit  statt  plötzlich  sich  nur  sehr 
schnell  in  der  kurzen  Zeit  ß/a  ändern.  Allerdings  ist  die  Art,  auf  welche  dieser 
rasche  Wechsel  vor  sich  geht,  nicht  bekannt,  dies  kommt  aber  lediglich  daher, 
weil  in  den  Anfangsbedingungen  keine  Bestimmung  darüber  getroffen  ist.  Geht 
man  zur  Grenze  über,  in  der  a  und  ß  klein  sind,  so  lassen  sich  die  neuen  Be- 
dingungen den  früheren  beliebig  nahe  bringen.  Einige  Beispiele  zu  solchen 
Aenderungen  findet  man  in  De  Morgan*s  Differential  Calculus,  S.  605—630. 

Aehnliche  Bemerkungen  gelten  für  die  Lösung  durch  trigonometrische  Reihen. 
Nach  dem  Fouri  er 'sehen  Satz  (§  619)  ist 


476  Kapitel  XUL.    Schwingongen  einee  gespannten  Fadens. 

Brl  i  .    nx       i    .    8«a?   ,    i    .    6nx        ^    ) 
rx  =  — ,-  {  Bin  777  —  -=  Bin  --j-  4-  --  sin  -—; etc. }  • 

Da  diese  Reihe  conyergent  ist,  so  wird  der  Anfangswerth  von  £  nur  wenig  ge- 
ändert, wenn  man  rx  dorch  die  ersten  n  Terme  der  Reihe  ersetzt,  Torausgesetzt, 
dass  n  so  gross  ist,  dass  es  dem  gewünschten  Grad  der  Ann&herung  entspricht. 
Ist  dies  geschehen,  so  werden  die  Anfangsbedingungen  yollkommen  continuirlich 
und  fahrt  die  zweite  Lösungsmethode  zu  einem  endlichen  Werth  von  £,  der  durch 
die  ersten  n  Terme  der  obigen  Reihe  dargestellt  wird.  Um  den  Grad  der  so  er- 
haltenen Ann&herung  zu  prüfen,  vergleiche  man  die  Resultate  einer  numerischen 
Berechnung^  die  Sir  G.  Airj  auf  S.  168  seiner  Treatise  on  Sound  angestellt  hat. 
Er  nimmt  an,  nur  acht  Terme  der  Fourier 'sehen  Reihe  würden  genommen  und 
vergleicht  die  Werthe  der  beiden  Seiten  der  Gleichung  für  die  neunzehn  Werth  e 
von  X,  welche  die  Länge  l  in  achtzehn  gleiche  Theile  zerlegen.  Nach  Division 
der  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  rl  erhält  er  für  die  beiden  Seiten  die 
folgenden  Zahlen: 

linke   1   „  .         0,  6,  11,  17,  22,  28,  SS,  89,  44,  60,  66,  61,  67,  72,  78,  88,  89,  94,  100. 

,  .    >  Seite 
rechte]  0,  6,  11,  17,  22,  28,  SS,  89,  46,  60,  66,  61,  67,  72,  77,  88,  89,  96,  100. 

Nach  Ohm  und  Helmhol tz  bemerkt  das  menschliche  Ohr  nur  einfache, 
liarmonisehe  Schwingtmgen.  In  der  That  führt  das  Ohr  eine  unbewusste  Eni- 
wickelung  der  Luftschwingungen  in  eine  Reihe  trigonometrischer  Terme  aus,  welche 
bei  unserer  Lösung  durch  den  Gebrauch  der  Fouri  er 'sehen  Reihe  nachgeahmt 
wird.  Diese  Entwickelung  ist  daher  nicht  ein  blosser  analytischer  Kunstgriff  zu 
Rechnungszwecken,  sondern  hat  in  der  Natur  eine  wesentliche  Bedeutung.  Siehe 
die  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  S.  86. 

§  621.  Die  beiden  Enden  eines  eUutischen  Fadens,  dessen  unausgedehnte 
Länge  l  ist,  sind  an  zwei  Punkten  befestigt,  welche  den  Abstand  V  von  einander 
haben.  Der  Faden  führt  seitliche  Schuoingungen  aus;  man  soll  die  Töne  ermitteln, 
die  er  hervorbringen  kann. 

Wenn  man  die  Gleichgewichtslage  des  Fadens  als  die  normale  annimmt, 
y  die  seitliche  Verschiebung  irgend  eines  Massenpunktes  und  nt  die  Masse  der 
Längeneinheit  des  unausgedehnten  Fadens  bedeutet,  so  ist  die  Differentialgleichung 

^ly_a.j?!y (1) 

worin  a*  «=»  T^V/ml  ist,  wie  in  §  616  gezeigt  wurde.  Da  die  Töne  gesucht  werden, 
die  hervorgebracht  werden  können,  so  benutzen  wir  die  Lösung  in  trigonometrischen 
Reihen.    Wir  setzen  also 

y^Z[Ä6m{n{at^Xi)+a]  +Bsm{n{at  +  Xi)  +  p}].    .    .    (2). 

Wenn  man  «1=0  setzt,  wird  für  alle  Werthe  von  t,  y  =  0,  daher  ist,  wie  in  §  619 

y==^I!(Cannat-{'DcoBnat)BianXi (3). 

Für  x^  «=  V  ist  wieder  y  =  0,  daher  nV  =^in,  worin  i  eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 
Mithin  ist 

_/^  .    inat  ,    ^       inat\   .    inXy^  ,., 

y=2;^Csm-|7-+l>cos-y-jsm-y^ (4), 

worin  S  die  Summirung  fOr  alle  Werthe  von  i  angibt,  welche  ganze  Zahlen  sind. 
Die  Bewegung,  welche  entsteht,  wenn  man  nur  die  Glieder  nimmt,  die  irgend 
eine  Periode  haben,  und  alle  anderen  weglässt,  heisst  ein  Ton.  Die  Töne,  welche 
irgend  ein  Instrument  hervorbringen  kann,  nennt  man  harmmiische  Obertöne.  Der 
specielle  Ton  aber,  welcher  die  längste  Periode  hat,  d.  h.  der  durch  $«»1  bestimmte, 
wird  der  Crrundton  genannt.   Die  Periode  des  Grundtons  ist  2  V/a.   Bezeichnet  man  sie 

mit  r,  so  sind  die  Perioden  der  harmonischen  Obertöne  der  Reihe  nach  r,  -^  r,  -r-T,  u.  s.  f. 

M  9 
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Die  Länge  der  entsprechenden  Wellen  findet  man  durch  Multiplication  der  Perioden 
mit  der  Geschwindigkeit  a.    Bezeichnet  l  die  Länge  der  Welle  des  Ghimdtons, 

so    ist    X^=2V    und    die   Länge  der  harmonischen  Wellen  X,    y^i   "t^*  u.  s.  f. 

Siehe  §  613. 

Die  Durchschnittspnnkte  des  Fadens  und  der  Geraden,  welche  die  festen 
Endpunkte  verbindet,  heissen  die  Knoten  und  die  von  der  Geraden  am  weitesten 
entfernten  Punkte  des  Fadens  die  Bäuche.  Setzt  man  y«=0,  so  erhält  man  die 
Knoten  sin inx^ß'^^ 0;  für  dy/doc^  «■  0  die  Bäuche  cos inx^/V ^^Q.  Der  Grundton 
hat  also  einen  Bauch  und  keinen  Knoten  zwischen  den  festen  Endpunkten.  Der 
nächste  harmonische  Oberton  hat  zwei  Bäuche  und  einen  dazwischenliegenden 
Ejioten  u.  s.  f.  Von  Wichtigkeit  ist,  (1)  dass  die  Lage  der  Bäuche  und  Knoten 
während  der  Bewegung  festliegt,  (2)  dass  die  Knoten  und  Bäuche  abwechseln, 
(8)  dass  der  Abstand  zwischen  einem  Knoten  und  dem  folgenden  Bauch  ein  Viertel 
der  Länge  einer  jeden  den  Ton  bildenden  Welle  beträgt,  wobei  die  Länge  auf 
dem  gespannten  Faden  gemessen  wird.    Siehe  §  433. 

In  den  meisten  Fällen,  in  denen  Fäden  als  schwingende  Körper  benutzt 
werden,  ist  die  Länge  des  gespannten  und  nicht  gespannten  Fadens  so  wenig  ver- 
schieden ,  dass  man  V  =  1  setzen  kann.  Die  Resultate  stimmen  dann  mit  den 
gewöhnlich  gebrauchten  überein.    Es  wird  dann  x^^^x. 

Die  Kla/ngfarbe  der  Töne.  Soll  der  Faden  einen  gegebenen  harmonischen 
Oberton  hervorbringen,  so  müssen  die  Anfangsbedingungen  so  sein,  dass  die 
Amplituden  aller  anderen  Töne  Null  werden.  In  der  Praxis  lässt  sich  dies^  Be- 
dingung nicht  erfüllen;  man  kann  nur  erreichen,  dass  die  Amplitude  des  be- 
absichtigten Tones  viel  grösser  wird  als  die  der  anderen.  Daraus  folgt,  dass 
jeder  Ton  von  einer  Anz^l  von  Hülfstönen  begleitet  ist,  deren  Perioden  von  der 
des  Tones,  den  man  hervorzubringen  wünscht,  verschieden  sind.  Werden  daher 
Töne  von  gegebener  Periode  auf  zwei  Instrumenten  von  verschiedener  Construction 
hervorgebracht,  so  können  sie  von  verschiedenen  Reihen  von  Hülfstönen  begleitet 
sein.    Man  sagt  dann,  die  Töne  hätten  verschiedene  Klangfarbe^), 


1)  Brook  Taylor  scheint  der  erste  gewesen  zu  sein,  der  die  Schwingungen 
eines  gespannten  Fadens  theoretisch  untersucht  hat.  Seine  Abhandlung  De  motu  nervi 
tensi  wurde  1713  von  der  Eoyäl  Society  gedruckt.  Mit  Hülfe  gewisser  allgemeiner 
Schlüsse  kam  er  zu  dem  Resultat,  dass  jeder  Punkt  des  Fadens  in  demselben 
Augenblick  durch  die  Axe  gehe,  welche  die  festen  Enden  verbindet.  Daraus  schloss 
er,  dass  in  irgend  einem  gegebenen  Augenblick  sowohl  die  Krümmung  als  die 
Geschwindigkeit  in  allen  Punkten  den  Ordinaten  proportional  sei.    Auf  diese  Art 

fand  er  die  Gestalt  des  Fadens  und  zeigte,  dass  die  Schwingungsdauer  {Wl/Jy 
proportional  sei,  worin  W  das  Gewicht,  l  die  Länge  und  T  die  Spannung  be^ 
deutet.  Der  von  Taylor  discutirte  Bewegungszustand  würde  heute  durch  die 
Gleichung  ys=^AfannxBm{nat'\'Oc)  dargestellt  werden. 

D*Alembert  besprach  in  zwei  Abhandlungen  (Berliner  Akademie,  1747) 
die  Taylor 'sehe  Lösung  und  bestritt,  dass  seine  Schlüsse  nothwendig  correct 
sein  müssten.  Er  gab  zwar  zu^  dass  Taylor  einige  richtige  Lösungen  entdeckt 
habe,  behauptete  aber,  die  allgemeine  Lösung  sei  noch  nicht  gefunden.  Er  suchte 
namentlich  zu  zeigen,  dass  es  ausser  den  von  Taylor  gefundenen  noch  eine  un- 
endlich grosse  Anzahl  anderer  Curven  gebe,  welche  ein  gespannter  Faden  bilden 
könne.  Er  kam  dann  zu  einer  Gleichung,  die  der  modernen  partiellen  Differential- 
gleichung der  Bewegung  äquivalent  ist  und  fand  ihr  allgemeines  Integral  mit  zwei 
willkürlichen  Functionen.  Auch  Euler  lieferte  verschiedene  Beiträge  zu  dem 
Gegenstand. 

D.  Bernoulli  fand  1763  (Berliner  Akademie)  sowohl  die  D'Alembert'sche 
wie  die  Euler'sche  Lösung  zu  complicirt  und  wies  nach,  dass  man  ihre  Resultate 
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Die  Besonanehöden.  Die  in  der  Luft  durch  einen  schwingenden  Faden  hervor- 
gerufenen  Töne  sind  im  AUgemeinen  so  schwach,  dass  sie  das  Ohr  nur  dann  ver- 
nehmen kann,  wenn  sie  rorher  durch  einen  Resonanzboden  oder  auf  andere  Art 
verstärkt  werden.  Bei  dem  Klavier  z.  B.  werden  die  Saiten  z¥rischen  zwei  Pflöcken 
gespannt,  die  an  dem  Resonanzboden  befestigt  sind.  Wenn  die  Saite  schwingt, 
bleibt  zwar  die  Spannung  an  jedem  der  beiden  Pflöcke  unverändert,  die  ComponenU 
aber  senkrecht  zu  der  die  Pflöcke  verbindenden  Geraden  macht  eine  regelmässige 
Aenderung  ihrer  Grösse  durch,  welche  dieselbe  Periode  wie  die  Saite  hat.  Diese 
Componente  der  Spannung  sucht  den  Resonanzboden  zu  biegen  und  verursacht  so 
eine  erzwungene  Schwingung  von  derselben  Periode. 

Die  äusseren  Kräfte.  Wenn  an  jedem  Element  des  Fadens  eine  beschleunigende 
Kraft  Y  angreift^  so  ändert  sich  die  Beweg^ungsgleichung  (1)  insofern,  als  auf  der 
rechten  Seite  das  Glied  Y  addirt  werden  muss.  Wir  suchen  zuerst  ein  particuläres 
Integral  z.  B.  y  =  3/i  auf  die  gewöhnliche  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen bekannte  Art.  Setzt  man  nun  2/  *=  2^i  -H  ^  i  ^^  nimmt  die  Gleichung 
wieder  die  Gestalt  (1)  an  mit  dem  einzigen  Unterschied,  dass  fj  für  y  steht;  die 
Lösung  wird  dann  so,  wie  früher,  bewerkstelligt.  Theoretisch  kann  man  ein  be- 
liebiges particuläres  Integral  wählen;  wenn  es  aber  den  näheren  umständen  des 
Problems  nicht  angepasst  wird,  so  müssen  die  nöthigen  Correctionen  an  dem 
Werth  von  ri  gemacht  werden  und  die  Lösung  kann  unter  Umständen  compli- 
cirt  sein. 

Wenn  Y  eine  Function  von  x  allein  ist,  so  setze  man  a^y^  =  —  CfY{dxy 

und  wähle  die  beiden  Constanten  so,  dass  y^  den  gegebenen  Bedingungen  an  dem 
Ende  des  Fadens  genügt.  Den  Werth  von  7\  liefert  dann  (4);  man  sieht  also, 
dass  die  Kraft  Y  zwar  die  Gleichgewichtslage,  um  welche  der  Faden  schwingt, 
aber  nicht  die  harmonischen  Perioden  ändert. 

Wenn  Y= /" sin |}a<  eine  Function  nur  von  i  ist,  so  haben  wir 

f 

Vi  ~ f-^ sin pa< -f-X sin {_p(a*  —  x)-\-l)-\-  3f  sin {|}(ai-f  rc) +  /«.}, 

p  et 

ri=^  2[Ä Bin [n{ai  —  x)  +  a]  +  B  sin {n{at  +  X)  +  ß}]  , 

Der  durch  n=^p  definirte  Term  ist  aus  der  27  ausgeschlossen,  weil  das  Auftreten 
von  Binpat  uns  zu  einer  anderen  Behandlung  dieses  Terms  zwingt.  Bedenkt  man, 
dass  für  rc  s»  0  und  x^^l^  y  =  0  ist,  so  ergibt  sich 


durch  Superposition  der  verschiedenen  Taylor'schen  Trochoiden  erhalten  kann. 
Dies  heisst  soviel,  als  die  Verschiebung  gleich  27J.  sin  no;  sin  na ^  machen.  Euler 
erwiderte  in  demselben  Band,  er  gebe  die  Einfachheit  der  Bernoulli^schen 
Lösung  zu,  zweifelte  aber,  dass  jede  Bewegung  in  eine  solche  Reihe  eingeschlossen 
werden  könne,  d.h.  er  bezweifelte,  dass  man  jede  Function  in  der  Fouri  er 'sehen 
Form  entwickeln  könne.  Dieser  Ansicht  scheint  auch  D'Alembert  gewesen 
zu  sein. 

Dass  selbst  Lagrange  seiner  Zeit  diese  Meinung  theilte,  geht  aus  seinen 
eigenen  Angaben  in  Art.  16,  Bd.  1  der  alten  Turiner  Memoiren,  1759  und  aus  den- 
jenigen D^Alembert's  in  seinen  Opuskeln,  Bd.  1,  S.  65  hervor.  In  Bd.  3  dagegen 
derselben  Memoiren  (1762 — 1765)  spricht  Lagrange  eine  andere  Meinung  aus  und 
gibt  den  jetzt  nach  seinem  Namen  genannten  Beweis  des  Fourier^schen  Theorems. 
Es  ist  von  Interesse,  dass  er  zu  diesem  Beweis  durch  die  Betrachtung  geführt  wurde, 
dass  sich  die  Curve  eines  massiven  Fadens  als  die  Grenze  eines  Polygons  ansehen 
lasse,  das  von  einem  leichten  mit  einer  unendlich  grossen  Anzahl  schwerer  Massen- 
punkte beladenen  Faden  gebildet  wird. 
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ri  =  S(C  sin  nat  -f-  J^  cos  nat)  sin  nx 


^*  l  cos --|}Z 

Befindet  sich  der  Faden  Anfangs  in  Buhe  und  in  einer  Geraden,  so  hat  man  nach 
der  Fourier^schen  Regel  D=»0  und 

r_       ^f         P 

worin  nl  «=  (2»  +  1) «  ist. 

Wenn  p  einem  der  Werthe  von  n  nahezu  gleich  ist,  so  wird  die  erzwungene 
Schwingung  vergrössert,  §  337.  Ist  die  Yergrösserung  beträchtlich,  so  kann  es 
nOthig  werden,  die  kleinen  Glieder,  welche  ri  enthalten  und  bei  der  Bildung  der 
Bewegungsgleichung  vernachlässigt  wurden,  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Wenn  pl  ein  ungerades  Vielfache  von  n  ist,  z.B.  (2t"4~l)^i  ^^  enthält 
der  Ausdruck  für  y  zwei  unendlich  grosse  Glieder.  Bringt  man  sie  auf  den  gleichen 
Nenner,  so  nehmen  sie  die  Gestalt  0/0  an.  Ermittelt  man  den  Werth  dieses  Ver- 
hältnisses und  setzt  (2i'-]-l)n^^n'l,  so  wird 

/ 
j^ SB  —  -    *  ,^ [sin n'at [ n' l-\-cos n'a5-n'(2a; — J) — 6  sin n'x }  +cos n'atainnX'^n'at]. 

Dazu  kommen  die  Terme  der  Complementärfunction  mit  Ausnahme  des  unendlich 
grossen  durch  n^=n'  definirten  Terms. 

Dieser  Werth  von  y  genügt  der  Differentialgleichung  (1)  und  den  gegebenen 
Bedingungen  an  den  Enden  des  Fadens  (^«»0  an  jedem  Ende),  auch  dann,  wenn 
alle  Terme  der  Complementärfunction  und  der  le^te  Term  in  dem  Coefficienten 
von  sin  n'a<  weggelassen  werden.  Die  übrigbleibenden  Terme  stellen  daher  die 
Bewefftmg  eines  gespannten  Fadens  dar,  an  dem  eine  seitliche  Kraft  angreift,  deren 
Periode  nickt  dieselbe  ist  wie  die  einer  freien  Schwingtmg,  wobei  der  Faden  An- 
fangs in  einer  Geraden  liegt  und  jedes  Element  eine  seitliche  Geschwindigkeit 
hat,  welche  dem  Anfangswerth  von  dy/dt  gleich  kommt. 

§  622.  Beispiele.  Beisp.  1.  Ein  schwerer  elastischer  Faden  AB^  dessen  un- 
ausgedehnte Länge  l  ist,  hängt  an  einem  Punkt  Ä  unter  der  Wirkung  der  Schwere. 
Wenn  £  die  verticale  Verschiebung  des  Punktes,  der  von  A  den  Abstand  x  bei 
nicht  ausgedehntem  Faden  hat,  und  a  die  in  Einheiten  der  unausgedehnten  Länge 
gemessene  Geschwindigkeit  einer  Welle  bezeichnet,  so  ist 

^.-«*|^i  +  i>.     daher    | g  +  ^  +  z'Cat-^c)- A««  +  «), 

worin  f{z)  sich  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  wiederholt,  wenn  z  um  21  ver- 
grössert  wird.  Wenn  der  Faden  Anfangs  nicht  ausgedehnt  und  in  Ruhe  ist,  zu 
beweisen,  dass 

ist,  worin  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  z  zwischen  —  l  und  0  liegt  und  das  untere, 

wenn  es  zwischen  0  und  l  liegt.     Daraus  leite  man  ab,  dass  die  ganze  Länge 

zwischen  l  und  l-\-gl^/a*  hin  und  her  schwingt. 

Man  nehme  die  andere  Form  der  Lösung  und  zeige,  dass  die  harmonischen 

42 
Perioden  «=  .^  .  .  ^.       sind,   worin  i  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Man  zeige 

'^       (2»-|-l)* 
auch,  dass 

sin 


/2t  -f  1  ^x\ 
gx*      glx      16^Z«y""\     2        l) 
^  2a*  "^  a"        Ä»a*-^ 


(^MTi^ 


i 
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ist,  worin  die  Summirung  sich  von  t  »>  0  an  bis  »=^00  erstreckt.  Man  beachte, 
dass  die  harmonischen  Perioden  von  g  unabhängig  sind. 

Beisp.  2.  Der  An&uigszustand  eines  Fadens,  dessen  Länge  in  beiden 
Richtungen  unendlich  gross  ist,  wird  durch  ^=:^f{x)  und  df/d^««  2^(2;)  bestinunt. 
Man  zeige,  dass  die  Verschiebungen  zur  Zeit  t  durch 

X — at 

gegeben  sind.  [Biemann*s  Partielle  Differentialgleichungen.] 

Beisp.  8.  Ein  Faden  AB  wird  mit  einer  solchen  Spannung  ausgedehnt,  dass 
die  Geschwindigkeit  einer  Welle  gleich  a  ist.  Das  eine  Ende  Ä  Hegt  fest,  während 
das  andere  B  nach  dem  Zwangsgesetz  y^^^G^pat  erschüttert  wird.  Wenn 
Ä  der  Coordinatenanfang  ist,  zu  zeigen,  dass  die  erzwungene  Schwingung 

^  sin  px 
y  f=^  O    .  ^  ,  sin  pat 

ist.  Wenn  der  Faden  von  der  Buhe  ausgeht,  und  Anfimgs  gerade  ist,  so  sind 
die  zusätzlichen  freien  Schwingungen  y  :=  ZM sin  mx  sin  ma< ,  worin  ml^^in  und 
Jlf(p«i«— »t««)«  — 2öi)/(— 1)*'  ist.  Das  Zeichen  S  giebt  die  Summirung  för 
alle  ganzen  positiven  Werthe  von  %  an. 

Ist  |}2  ein  Vielfaches  von  n,  wie  z.  B.  pl  =  %n,  so  enthält  der  Ausdruck  für 
y  zwei  unendlich  grosse  Terme.  Um  die  neue  in  der  Lösung  angenommene  Form 
zu  finden,  suchen  wir  den  Werth  des  Unterschiedes  (z.  B.  7)  dieser  Terme,  wie 
in  §  621  angegeben  wurde.    Man  erhält 

ZcosjpIY»»  G{^pxfiOfipat  -at-^-  cos  po?  sin  pat -o;} 

und  ein  Glied,  das  man  in  die  Complementärfunction  einschliessen  kann.  Die 
Losung  y^Y  genügt  der  Differentialgleichung  und  den  gegebenen  Bedingungen 
an  beiden  Enden  des  Fadens.  Sie  stellt  daher  eine  erzwungene  Schwingung  dar, 
während  die  übrigen  Terme  der  Reihe  ^Jlf  sin  ma;  sin  tnat  eine  freie  Schwingung 
ausdrücken,  §  826. 

Tyndall  beschreibt  in  seiner  Treatise  on  Saimd^  1867,  wie  man  die  Er> 
schütterung  eines  Fadens  experimentell  bequem  untersuchen  kann,  wenn  man  ihn 
an  das  eine  Ende  einer  tönenden  Gabel  befestigt. 

Beisp.  4.  Unendlich  lange  Fäden,  Man  leite  aus  Beisp.  3  die  Bewegung  ab, 
wenn  der  Faden  unendlich  lang  ist. 

Zu  diesem  Zweck  verlege  man  den  Coordinatenanfang  in  das  erschütterte 
Ende.    Setzt  man  l  —  x  statt  x  und  bedenkt,  dass  ml^^ix  ist,  so  erhält  man 

/                cos  p2  sin  px\   .        ^  ,   ^Cl  2  Gp  sin  mrc  sin  mat  ( —  1)' 
y~G[cc»px ^-J^j^pat+2j Hp'-m') 

Die  Länge  des  Fadens  ist  eigentlich  nicht  genau  gegeben;  er  soll  nur  unendlich  lang 
sein.  Man  kann  daher  annehmen,  entweder  p  2  sei  ein  unendlich  grosses  gerades  oder 

ein  unendlich  grosses  ungerades  Vielfache  von  ysr;  der  Unterschied  zwischen  den 

beiden  Werthen  von  l  ist  nur  die  endliche  Grösse  it/^p.  Um  nicht  Terme  be- 
stimmen zu  müssen,  deren  Nenner  Null  ist,  wollen  wir  den  letzteren  Werth  wählen. 
Da  sich  m  um  itß  vermehrt,  wenn  i  um  die  Einheit  wächst,  so  setzen  wir  dn  «b  n/L 
Aus  der  Summirung  wird  ein  Integral  und  man  erhält 

00 

^                              -~jr    .  sinwa;  sin  ma<  dm 
y^Gco^pxfsmpat —  /  —5 — -5 ....    (A). 


2Gp   /ai 


!»■ — p' 
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Der  Integrand  ist  zwischen  den  Grenzen  unendlich  gross,  da  aber  pl  ein. 

ungerades  und  ml  ein  gerades  Vielfache  von  -j  ^  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  nur 

der  Hauptwerth  des  Integrals  erforderlich  ist. 

Um  ihn  zu  finden,  benutze  man  zwei  Partialbrüche  und  setze  in  dem  einen 
g  —  jp  SB  u  und  in  dem  anderen  e  -^  p  =  u\    Man  erhält 

-f-  CO  -f"  * 

/cos  cß    ,  sin  Co  /  sin  cu  ,  sin  cp  ,  ,      . 

«  — JP  P      f       ^  p     ^-^    ^* 

OD  OD 

wobei  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  je  nachdem  c  positiv 
oder  negativ  ist.    Femer  ist 

—  &)  ir  —  cos  (a-\-h)g 


/sin  afr  sin  &2r      i    /cos(a  —  b)z 


P' 


de . 


OD 


Macht  man  die  nöthigen  Substitutionen,  so  wird 

y='Crmnp{at  —  x)  oder  0 , 

je  nachdem  es  grösser  oder  kleiner  als  x  ist. 

Nimmt  man  den  Ausdruck  (A)  fär  y,  ehe  derWerth  des  Integrals  eingesetzt 
ist,  ergibt  sich,  dass  die  Phase  der  erzwungenen  Schwingung  genau  der  erschüt- 
ternden Kraft  folgt  und  jede  freie  Schwingung  ihre  eigene  Periode  hat.  Nach  der 
Substitution  des  Integi'als  sind  die  freien  Schwingungen  mit  den  erzwungenen 
zusammengesetzt,  und  die  allgemeine  Wirkung  besteht  darin,  dass  die  Phase  des 
Endresultates  an  verschiedenen  Punkten  des  Fadens  verschieden  ist;  siehe  §  352. 

Man  hätte  dieses  Resultat  auf  einfachere  Art  erhalten  können,  wenn  man 
dasselbe  Verfahren,  wie  in  §  618,  angewandt  hätte,  jedoch  wäre  alsdann  die  Ab- 
sorption der  freien  Schwingungen  durch  die  erzwungenen  nicht  so  klar  hervor- 
getreten.   Wir  haben  nämlich 

y^f{at'-x)  +  F(at  +  x). 

Es  is  aber  föi  x=^0  und  fQr  alle  positiven  Werthe  von  <,  y^GBinpat;  daher 
GBmpat=^f{at)-\-F{at)  und  durch  Elimination  von  F 

y^f(at  —  x)  —  f{at  +  x)  +  Gßmp(at  +  x) (A). 

Femer  ist  für  <  =  0  und  för  alle  positioenWeirthe  von  x,  dy/dt  =  0  und  dy/dx  =»  0. 
Daraus  folgt  f{ —  a?)  =  0  und  fix)  «=  Gp  cos  p  05.  Setzt  man  daher  at':^x  für  rc, 
so  wird  fiflt  -f  a;)  =  (?  sin j?  (ai  +  ^) >  während  f{at  —  x)=^Gsmp{at  —  x)  oder 
Null  ist,  je  nachdem  at  —  x  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Es  ergibt 
sich  2/  sa  0  oder  gleich  G%mp{at  —  x\  je  nachdem  at  kleiner  oder  grösser  als  x  ist. 

Beisp.  6.  Wenn,  wie  in  Beispiel  (3),  der  Faden  von  der  Buhe  ausgeht,  das 
Ende  A  festliegt,  ^das  Ende  B  dagegen  nach  dem  Gesetz  y  ^  f{t)  erschüttert 
wird,  zu  beweisen,  dass 


y  = p-  2j  »(—!)•  sm -j- cos —^  /   JBec*-^  /  /•(Qcos— y-dt 


dt 


für  alle  Werthe  des  x  zwischen  0  und  l  mit  Ausschluss  des  letzteren  ist.  Man 
zeige  auch  durch  Anwendung  des  Fourier 'sehen  Theorems,  dass  sich  das  Resultat 
in  fieisp.  d  aus  dem  vorstehenden  ableiten  lässt. 
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Beisp.  6.  Das  Ende  0  eines  unendlich  langen  homogenen  Fadens  wird 
nach  dem  Gesetz  yt^^Ganpat  erschüttert  und  die  Anfangsbedingungen  sind 
durch  y  =  (p{x),  dyldi^^'t^{x)  fflr  alle  positiven  Werthe  yon  x  gegeben.  Man 
zeige,  dass  die  Bewegung 

ys:sCr  Bmpat  cos  px  4-  flC  sin  nat  -|-  D  cos  nat)  sin  nxdn^ 

0 

■jnJ)^'  ltp{x)  sin  nx  dx^ 
0  ^ 

OD 

Y  nnaC'^^  /  { '^  («)  —  ö^P^t  cos  px )  sin  nx  dx 

0 

ist. 

Die  Aufgabe  ist  nicht  vollkommen  bestimmt,  weil  der  Zustand  des  Fadens 
an  dem  unendlich  weit  entfernten  Ende  nicht  angegeben  wird.  Man  kann  an- 
nehmen, entweder  dieses  Ende  läge  fest  und  es  wäre  daher  ^  =  0  oder  es  wäre 
frei,  eine  der  Gleichgewichtsspannung  gleiche  Ejraft  greife  an  ihm  an  und  dy/dx 
sei  gleich  Null.  Die  Länge  des  Fadens  ist  in  einem  gewissen  Grad  willkürlich 
und  kann  so  gewählt  werden,  dass  entweder  cos|){s»0  oder  sinpI^O  ist.  Dies 
ist  dasselbe,  wie  cos  oo  »»  0  oder  sin  oo  =  0  zu  setzen.    Wir  nehmen 

y  =B  6r  sin pat  cos  px  -\-  Z(Ä  sin  na^  -j-  "^  ^^^  ^^^)  süoi  ^^ 

an.  Der  Term,  welcher  cosno;  enthält,  wurde  weggelassen,  weil  sich  y  für  alle 
Werthe  yon  ^,  wenn  rc »»  0  ist,  auf  den  ersten  Term  reduciren  muss.  Wählt  man 
C  so,  dass  «os|>Z  =  0  wird  und  macht  an  dem  unendlich  weit  entfernten  Ende 
y  =  0,  so  werden  die  Werthe  von  nl  gleich  in.  Setzt  man  dn=iyel  und  J.Z  =  jr (7, 
Bl  =  nD^  so  nimmt  der  Werth  von  y  die  oben  angegebene  Gestalt  an. 

um  D  zu  finden,  setze  man  t^=^0  und  y erfahre  so,   wie  in  §  399.    Es  wird 

I  q>  {x)  sianx  dx  =^  B I sin^ nx  dx  =  y«!). 
u  0 

Der  Werth  von  C  ergibt  sich  auf  dieselbe  Art. 

Beisp.  7.  Die  Endpunkte  A^  B  eines  Fadens  sind  befestigt;  einer  seiner 
Punkte  C  wird  um  die  Strecke  (7C»=2y  nach  der  Seite  weggezogen  und  die 
Bewegung  beginnt  vom  Zustand  der  Buhe  aus.  Man  zeige,  dass  zu  irgend  einer 
späteren  Zeit  der  Faden  die  Gestalt  dreier  Geraden  ÄL,  LM^  MB  hat. 

Helmholtz  hat  das  Problem  mittelst  trigonometrischer  Beihen  gelöst,  es 
ist  aber  auch  ein  gutes  Beispiel  für  die  in  §  620  beschriebene  graphische  Methode; 
man  vergleiche  Bayleigh*8  Theory  of  sound,  1894,  Art.  146.  Wenn  man  die  Figur 
aufzeichnet  und  das  Parallelogramm  AC'BD  vervollständigt,  so  sieht  man,  dass 
X,  M  von  C  ausgehen  und  auf  CAD,  C'BD  so  fortrücken,  dass  die  Componente 
der  Geschwindigkeit  eines  jeden  der  beiden  Punkte  parallel  zu  AB  gleich  ±  a  ist. 
Nach  der  Ankunft  der  Punkte  in  2)  wiederholt  sich  die  Bewegung. 

Beisp.  8.  Ein  schwerer  Faden  wird  vertical  an  seinem  einen  Ende  auf- 
gehängt und  dabei  keiner  seiner  Theile  ausgedehnt;  wenn  er  nun  der  Wirkung 
der  Schwere  überlassen  wird,  zu  beweisen,  dass  das  untere  Ende  so  schwingt, 
als  ob  eine  Beschleunigung  gleich  der  Schwere  an  dem  unteren  Ende  (wo  wir 
uns  die  Masse  concentrirt  denken)  angriffe,  welche  die  Richtung  nach.^dem 
Mittelpunkt  seiner  Bahn  hat.  [Smith's  Pri^.] 

Beisp.  9.  Ein  ausgedehnter  Faden  von  der  Länge  2  ist  an  zwei  gleichen 
Massen  M  befestigt.    Diese  sind  ihrerseits  an  Federn  von  der  Stärke  ^  angebracht. 
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die  seitliche  Schwingungen  sulassen.    Wenn  der  Faden  nnn  in  seinem  Mittelpunkt 
erschüttert  wird,  so  ist  die  Schwingnngsperiode  p  durch 

,    nl       pu,      2ytM 

matg  —  =  ^ 

^ pa      2«         p 

gegeben,  worin  m  die  lineare  Dichtigkeit  und  ma*  die  Spannung  des  Fadens  be- 
deutet. [Math.  Tripos,  1881.] 

Beisp.  10.  Ein  elastischer  Stab  yon  der  Länge  l  liegt  auf  einer  glatten 
Ebene  und  wird  seiner  Länge  nach  zwischen  lEwei  Pflöcken  zusammengedrückt, 
die  den  Abstand  V  von  einander  haben.  Der  eine  Pflock  wird  plötzlich  entfernt; 
man  zeige,  dass  der  Stab  den  andern  Pflock  grade  in  dem  Moment  yerl&sst,  in 
welchem  er  seinen  natürlichen  Znstand  wieder  erreicht,  und  alsdann  mit  einer 
Geschwindigkeit  weiter  rückt,  welche  dem  {l  —  V)/l*^^  Theil  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit einer  Längswelle  in  dem  Stab  gleich  kommt.  [Math.  Tripos,  1888.] 

Beisp.  11.  Ein  aus  einem  elastischen  Faden  gebildeter  Bing  von  der  Masse  M 
und  der  natürlichen  Länge  2nl  wird  um  einen  glatten  Ereiscylinder  gespannt; 
man  beweise,  dass  die  Zeit,  welche  eine  Längsschwingung  braucht,  um  den  Weg 
um  den  Cylinder  zurückzulegen,  von  der  Grösse  des  Cylinders  nicht  abhängt. 

Wenn  der  Bing  sich  im  Gleichgewicht  befindet,  werden  die  Enden  eines  zu 
dem  Centriwinkel  2  a  gehörigen  Bogens  des  Ringes  so  lange  zusammengezogen, 
bis  der  Bogen  seine  natürliche  Länge  wieder  erreicht  hat,  und  alsdann  die  Enden 
losgelassen.  Misst  man  0  yon  dem  Durchmesser  aus,  der  den  Winkel  2  a  halbirt, 
zu  beweisen,  dass  zu  irgend  einer  nun  folgenden  Zeit  die  Verschiebung  des  End- 
punktes des  entsprechenden  Bogens  aus  der  Gleichgewichtslage 


OD 


a  —  l       2        ^^sinn^sinnttcosnnt 

a      n — a    ^^  n' 

1 

ist,  worin  üf  Zo'  =»  2«^,  a  der  Radius  des  Cjlinders  und  B  der  Elasticitätsmodul  ist. 

[Math.  Tripos,  1886.] 
Der   erste  Theil   des   Problems   ergibt   sich   aus    dem   Satz   über  die   Ge- 
schwindigkeit einer  Welle  in  §  613.    Bei  dem  zweiten  Theil  führt  die  Differential- 
gleichung zu   £  sBZ3f  sin  n0  cos  n<o^    Die  Werthe  yon  3f  ermittelt  man  mit 
Hülfe  des  Fourier'schen  Theorems,  wie  in  §  619. 

§  623.  Mehrere  Fäden.  Drei  elasHsdie  Fäden,  AB,  BC,  CD,  von  verschie- 
denem McUerial  sind  hei  B  und  C  aneinander  befestigt  und  werden  in  einer  Geraden 
stoisd^en  den  beiden  festen  Punkten  A  und  D  atisgespannt.  Wenn  die  Massenpunkte 
des  Fadens  irgend  eine  Längsverschiebung  erhaUen  und  von  der  Ruhe  ausgehen,  die 
nun  folgende  Bewegnng  eu  finden^ 


1)  Das  Problem,  die  seitlichen  Schwingungen  eines  gespannten  Fadens  zu 
finden,  der  aus  zweiTheilen  yon  yerschiedener  Art  besteht,  scheint  zuerst  Pois so  n, 
Journal  de  V^&cöle  Polytechnique,  Bd.  11,  1820,  gelöst  zu  haben.  Poisson  weist 
darauf  hin,  dass  Euler  und  Bernoulli,  die  sich  yor  ihm  an  dem  Problem  yer- 
suchten,  nur  unyollständige  Resultate  erhalten  hätten,  Mimoires  de  PÜersbourg, 
1771  und  1772.  Der  Letztere  war  zwar  zu  einer  Gleichung  für  die  Perioden  ge- 
kommen, hatte  aber  die  Form  nicht  gefunden,  welche  der  Faden  zu  irgend  einer 
Zeit  während  der  Bewegung  annimmt.  Seine  Resultate  waren  in  einem  gewissen 
Grad  irrthümlich,  weil  er  die  Bedingung  nicht  hatte  stellen  wollen,  dass  die  beiden 
Theile  des  Fadens  eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  dem  Yerbindungspunkt 
haben  müssen.  Später  hat  sich  Bourget  in  den  Awnales  de  Vicöle  normale 
9up6rieure^    Bd.  4,    1867    mit    dem  Problem    beschäftigt    und    einige  Resultate 

31* 
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Ä  sei  der  Coordinatenanfang,  ÄD  die  Richtung,  in  welcher  x  gemessen  wird. 
Die  unausgedehnten  Längen  yon  AB,  BC^  CD  seien  2^,  2,,  l^;  E^^  JS*,,  E^  ihre 
Elasticitätscoefficienten  und  m^,  m,,  m,  die  Massen  ihrer  Längeneinheiten.  Der 
Kürze  wegen  sei  femer 

JS?!  =  Uli o^ •,    JE7,  =w,a,«,    ^j=f«ga,«. 

Die  übrige  Bezeichnung  sei  dieselbe,  wie  zuyor. 

Wßnn  der  Faden  im  Gleichgewichtszustand  zwischen  den  zwei  festen  Punkten 
A  und  D  ausgestreckt  ist,  sei  T^  seine  Spannung.  Li  dieser  Lage  sind  die  Ver- 
schiebungen der  Elemente  eines  jeden  Fadens  aus  der  Lage  des  unausgedefanten 
Fadens 

g,=  etc.  =  ^Z,  +  ^«,  +  ^(a:-Z,-g. 

Zur  Zeit  t  nach  der  Störung  des  Gleichgewichts  seien  diese  Verschiebungen 
bezügl.  Ii  4-  {/,  6,  +  £,',  6,  +  &'•    Man  erhält  dann  wie  in  §  619 

Ji'  =  27Iii  8in(niaj  +  -afi)co8i»jfl4t  j 

|,'  =  2?I/,  sin{nj(a;  — ZJ  +  üf,  }costi,a^<         l     .    .    .    .    (i)^ 

fj'  =  ZL^  sin  { Wj  (a;  —  Zj  —  ?,)  +  Jtfj }  cos  Wj  o,  t ) 

worin  27  die  Summirung  für  alle  harmonischen  Schwingungen  angibt.  Die  Terme, 
welche  sin  n^o^t,  sinn^o^t,  etc.  enthalten,  sind  weggelassen  worden,  weil  der 
Faden  von  der  Ruhe  ausgeht  und  d^^/dt^  ^SsV^^i  ^^*  daher  mit  ^  verschwinden 
muss. 

Zur  Vergleichung  der  Coef&cienten  derselben  harmonischen  Schwingungen 
muss  man  annehmen,  es  sei 

worin  p  die  Periode  der  harmonischen  Schwingung  angibt.  Für  die  Constanten 
gelten  die  Bedingungen 

für    a!=0,  x^l,,  «««i+^i  «=^  +  ^  +  ^1, 

s;=o,  fe'«!.',  1.'=!,',  |,  =  0, 


Sie  liefern 


Poisson's  corrigirt.  Er  bespricht  auch  die  Schwingungen  einer  gespannten  aus 
drei  verschiedenen  Theilen  bestehenden  Saite  und  gibt  eine  etwas  complicirte 
Regel  zur  Ermittelung  der  Perioden  an,  wenn  die  Saite  aus  n  verschiedenen 
Theilen  besteht.  Schliesslich  beschreibt  er  zehn  verschiedene  Experimente,  welche 
die  üebereinstimmung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  zeigen.  Diese  Versuche 
werden  dann  noch  einmal  in  Bd.  9  der  Annales  de  Vobservatoire  de  Paris,  1868, 
besprochen. 
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i,  sin  3f ,  =  Z»i  sin  (»4  ?i  +  -^i) 

X,  sin  wäf,  »  Xt)  sin  (fi|  7,  -f  M^ 
E^ n, X3  cos  M^^E^n^ X,  cos  (94 2,  -j-  ^s 
0  =- Xj  sin  (ti,  Zj  +  3f,). 
Daraus  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen  zur  Ermittelung  der  M-, 


«!■ 


LOst  man  sie  auf,  so  erhält  man 

Druckt  man  ti| ,  t^ ,  n,  durch  p  aus  und  substituirt,  so  wird 

. ^«     «L«»tg^tg?^tg^^ 


E^E^    «1         P<h        P^        P^ 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Periode  p  einer  Hauptschwingung.  In  ge- 
wissen Fällen   ist    sie  leicht  aufzulösen.     Ist  z.  B.  E^la^^^  EJa^^^  -^s/^t  ^^ 

findet  man  sofort  Zlla=^-^pi^  worin  t  eine  ganze  Zahl  ist    Oder  we4n 

ist,  so  hat  man  die  sämmtlichen  Perioden  unmittelbar.  In  anderen  Fällen  sind 
Annäherungsmethoden  zu  benutzen. 

§  624.  Wenn  die  Werthe  von  p  bekannt  sind,  so  bestimmen  die  vorstehenden 
Gleichungen  offenbar  alle  Constanten  mit  Ausnahme  von  X^.  Es  bleibt  daher 
für  jede  harmonische  Function  von  t  eine  Constante  unbestimmt.  Um  sie  er- 
mitteln zu  können,  muss  man  die  Anfangsbedingungen  zu  Hülfe  nehmen.  Wie 
dies  ausgeführt  wird,  ist  in  §  399  in^s  Einzelne  gezeigt  worden. 

Den  Gleichungen  lässt  sich  die  Gestalt  geben 

{j'=  ZF^  cos  nat^   6,'=  ZQ^  cos  nat^   {,'=  ZR^  cos  nat^ 

worin  P^,  ^^,  B^  die  Stelle  der  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (1)  des  vorigen 

Paragraphen  vertreten.  Die  erste  dieser  drei  Gleichungen  stellt  in  typischer 
Form  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  in  dem  Faden  AB  dar,  die  zweite  die 
Bewegung  eines  Massenpunktes  in  BC  etc.  Nach  §  899  kann  man  die  drei 
Gruppen  von  Multiplicatoren  typisch  durch 

m^dxP^y    tn^dxQ^y    m^dxB^ 

ausdrücken.    Die  Summirungen,  von  denen  in  §  399  die  Rede  war,  werden  hier 
Integrationen  und  erstrecken  sich  über  die  respective  Länge  der  drei  Fäden. 
Nimmt  man  nun  an,  im  Anfang  sei 

fii'=/",(«).   i,'-f,(»),   l,'=«/'8(«), 

so  findet  man 
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=  /  «4  dxl^  +  f  ^tdx(^+  I  m^  dxBl . 

0  h  h-hh 

Diese  Integrationen  lassen  sich  ansföhren,  wenn  die  Formen  von  f^  (re),  f^  (x) 
und  /a  (x)  gegeben  sind.  Auf  diese  Art  haben  wir  eine  weitere  Gleichung  zur  Er- 
mittelung des  L  erhalten,  welches  irgend  einem  Werth  von  p  entspricht.  Die 
Integration  auf  der  rechten  Seite  fahrt,  wie  man  leicht  sieht,  zu  dem  Besultat 

Eine  ähnliche  Formel  gilt  auch  bei  einer  beliebig  grossen  Anzahl  von  Fäden. 

§  626.  Beispiele.  Beisp.  1.  Wenn  die  drei  Fäden  seitliche  Schwingungen 
ausführen  und  a^,  o^,  a^  die  Geschwindigkeiten  einer  Welle  in  ihrer  liLngs- 
richtung  sind  und  in  Längeneinheiten  der  unausgedehnten  Fäden  gemessen  werden, 
zu  beweisen,  dass  die  Perioden  der  Töne  durch  die  Gleichung 

tg^i^   I  tgtii^,   .  tgn,^  ^        tgt4?^     tgw^^    tgw^?, 

«i^iW»  ^  «1  ^ 

bestimmt  werden,  worin 

tii  Ol  —  »40,  =  «jo.  —  2«/p 

ist.  Wenn  die  Anfangsstömng  gegeben  ist,  zu  zeigen,  wie  man  die  nun  folgende 
Bewegung  findet.  Die  Bedingungen  für  die  Verbindungsstellen  sind:  (1)  die 
Ordinaten  sind  für  jeden  Faden  gleich,  (2)  die  Tangenten  fallen  zusammen. 

Beisp.  2.  Zwei  schwere  Fäden  ÄB^  BC  von  yerschiedenem  Material  sind 
bei  B  miteinander  yerbunden  und  hängen  unter  der  Wirkung  der  Schwere  yon 
einem  festen  Punkt  Ä  herab.  Man  beweise,  dass  die  Perioden  der  verticalen 
Schwingungen  durch  die  Gleichung 

gegeben  sind,  worin  die  Bezeichnung  dieselbe  wie  bisher  ist.  Wenn  die  beiden 
Fäden  Anfangs  unausgedehnt  sind,  ihre  Länge  zu  irgend  einer  Zeit  zu  finden. 

Beisp.  3.  Zwei  Fäden  AB,  BC  aus  yerschiedenem  Material  sind  bei  £  an 
einem  materiellen  Punkt  yon  der  Masse  M  befestigt,  während  die  beiden  anderen 
Endpunkte  Ä  und  C  im  Baum  festliegen.  Wenn  die  Massenpunkte  des  Systems 
in  der  Längsrichtung  der  Geraden  Ä  C  schwingen,  zu  beweisen,  dass  die  Periode 
p  einer  flauptschwingung  eine  Wurzel  der  Gleichung 

,.2«      JBL       .    2«L    ,  E,       .    2«L 
M  —  =  -i  cotg — 3- J — ■  cotg — — 

P       <h  <hP'      «*  (HP 

ist,  worin  2|,  2,  die  unausgedehnten  Längen  der  Fäden,  J^^,  E^  ihre  ElasticiUlts- 
coefßcienten  und  a^,  o^  die  Geschwindigkeiten  einer  Welle  bezeichnen  und  diese 
letzteren  durch  Einheiten  der  unausgedehnten  Länge  für  die  Zeiteinheit  gemessen 
werden.  Die  Werthe  yon  p,  welche  man  erhält,  indem  man,  wenn  es  möglich  ist, 
die  Contangenten  gleichzeitig  der  Unendlichkeit  gleich  setzt,  sind  einzuschliessen. 
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Weim  das  System  kleine  Schwingungen  senkrecht  zu  der  Geraden  ÄG  aus- 
führt, so  liefert  dieselbe  Gleichung  die  Perioden,  wenn  man  S^  und  E^  durch 
Tg,  die  Spannung  des  Fadens  im  Gleichgewichtsznstande,  ersetzt. 

Beisp.  4.  Ein  Massenpunkt  ist  an  einem  festen  Punkt  mittelst  eines  elastischen 
Fadens  aufgehängt  und  führt  kleine  Schwingungen  in  verticaler  Richtung  aus. 
Wenn  man  annimmt,  der  Faden  sei  in  seinem  natürlichen  Zustand  gleichförmig 
und  Yon  geringer  endlicher  Masse,  zu  zeigen,  dass  die  Dauer  einer  kleinen 
Schwingung  ann&hemd  die  nämliche  ist,  wie  dann,  wenn  der  Faden  kein  Gewicht 
hat  und  die  Masse  des  materiellen  Punktes  um  ein  Drittel  der  Masse  des  Fadens 
yermehrt  wird.  [Smith's  Pri^.] 

Beisp.  6.  Em  Faden,  dessen  Endpunkte  fest  liegen,  schwingt  seitlich  mit 
der  Periode  p.  Wenn  eine  kleine  Masse,  welche  die  Abstände  Z|,  2,  von  seinen 
Enden  hat,  an  ihm  befestigt  wird,  zu  beweisen,  dass  die  Periode  in  dem  Yerhältniss 

l-\-6m.n*2nl^/pa  zu  1 

yergrössert  wird,  worin  c  das  Yerh&ltniss  der  angehefteten  Masse  zu  der  Masse 
des  Fadens  bedeutet.  [Donkin's  Acoustics]. 

Beisp.  6.  Zwei  Fäden  xÄ^  Aaf  sind  bei  Ä  verbunden;  man  beweise,  dass 
kleine  seitliche  Schwingungen,  die  von  x  nach  Ä  fortrücken,  bei  A  theils  reflectirt, 
theils  gebrochen  werden  und  dass  die  Verschiebungen  in  Folge  der  einfallenden, 
der  reflectirten  und  der  übertragenen  Schwingungen  sich  wie  1  -|-  ^  :  1  —  ft  :  2 
zueinander  verhalten,  worin  ft  das  Yerhältniss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
in  xÄ  zu  der  in  Äx'  bezeichnet.  [Math.  Tripos,  1846.] 

Sind  ijj,  1],,  923  ^^  ^^^  Yerschiebungen,  so  ist 

rii  =»  ZA  sin  { n (a *  —  a?)  +  « ) ,    iJi  =«  -2? J5  Bm{n{at-\-x)-\-ß}, 

IJ3  =-  Zu  sin  {n'  (a't  —  x)  +  y }  • 

Durch  Yergleichung  der  Glieder  von  derselben  Periode  erhält  man  na  ^=^  n'a\ 
Die  Bedingungen  am  Yerbindungspunkt  liefern 

•         ^i-h^.-^8,     Sx^dx      dx 
Daher  sind  a^  ß^  y  gleich  und  stehen  J.,  J9,  C  in  dem  angegebenen  Yerhältniss. 

Beisp.  7.  Zwei  gleichförmige  schwere  elastische  Balken  AB,  CD,  die  in 
jeder  Beziehung  gleich  sind,  werden  durch  einen  leichten  unausdehnbaren  Faden 
BC  verbunden.  Der  Balken  AB  liegt  ohne  Zwang  auf  einem  glatten  horizontalen 
Tisch,  während  OD  im  Zustand  der  Buhe  unter  der  Wirkung  der  Schwere  an 
einem  Faden  herabhängt,  der  bei  B  befestigt  ist  und  über  eine  glatte  BoUe  P 
an  der  Kante  des  Tisches  läuft.  Dabei  ist  PBA  eine  Gerade.  Man  unter- 
suche die  Bewegung  des  Fadens,  wenn  er  losgelassen  wird;  beweise,  dass  seine 
Spannung,  nachdem  sie  momentan  um  die  Hälfte  vermindert  worden,  constant 
bleibt,  und  dass  seine  Geschwindigkeit  gleiche  Zuwächse  in  gleichen  Intervallen 
erfährt.  [Math.  Tripos,  1876.] 

Die  physikalischen  Beziehungen  bleiben  dieselben,  wenn  man  annimmt,  die 
Stäbe  befänden  sich  in  einer  Geraden  auf  dem  Tisch  und  nur  an  CD  greife  die 
Schwere  an.  Das  Problem  wird  dadurch  ein&cher,  weil  die  Bolle  wegfällt. 
Damit  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  unverändert  bleibe,  bringe  man 
weiter  an  jedem  Massenpunkt  eine  Kraft  an,  die  der  Hälfte  der  Schwerkraft 
gleich  kommt  und  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkt.    Das  Resultat  ist,  dass 

an  dem  Stab  AB  die  Kraft  y^  in  der  Richtung  BA  und  an  CD  ebenfalls  ^g 

in  der  Bichtimg  CD  angreift.    Die  Auflösung  ist  dann  so  wie  in  Beisp.  1 ,  §  622. 
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Beisp.  8.  Ein  Massenpunkt  ist  an  dem  Mittelpunkt  eines  schweren  Fadens 
befestigt,  welcher  zwischen  zwei  festen  Punkten  auf  einem  glatten  horizontalen 
Tisch  auf  das  Doppelte .  seiner  LBuge  ausgedehnt  ist.  Die  nicht  ausgedehnte 
Länge  des  Fadens  ist  22,  sein  Modul  n-mal  und  das  Gewicht  des  Massenpunktes 
r-mal  so  gross  als  der  Modul  bez.  das  Gewicht  des  Fadens.  Der  Massenpun^  wird 
um  die  Strecke  II  nach  einem  der  festen  Punkte  hin  bewea^b  und  losgelassen, 
wenn  der  Faden  zur  Ruhe  gekommen  ist.  Man  zeige,  dass  genug  Bedingungen 
vorhanden  sind,  um  die  vier  willkürlichen  Functionen  yollständig  bestimmen  und 
gebe    an,    wie    sie    anzuwenden    sind.     Man    beweise,    dass    der    Massenpunkt 

22  /  — — \ 

während  des  ersten  Intervalls  —  die  Geschwindigkeit  lall  —  e    nj    hat,   worin 

a^sm2gnl  ist  und  die  Zeit  t  vom  Ruhezustand  aus  gerechnet  wird. 

[Caius  Coli.,  1871.] 
Beisp.  9.  Drei  Fäden  OA^  OB^  OC  von  demselben  Material  aber  verschie- 
dener Länge  sind  bei  0  vereinigt  und  werden  dadurch,  dass  sie  mit  festen  Punkten 
Äy  B,  C  verbunden  sind,  in  Spannung  gehalten.  Die  Winkel  J5  0C,  COA^  AOB 
seien  mit  a,  /?,  y  bezeichnet.  Man  zeige,  dass  die  Dauer  der  seitlichen  Schvnngungen 
der  verschiedenen  Töne,  wenn  0  frei  ist,  durch  die  Gleichung  für  T 

}/sin  a .  cotg  ä  Ti/r+  ]/sin  ß  •  cotg«  TJT+  j/sin  y  •  cotg«  Tg/T  =  0 

bestimmt  wird,  worin  T^,  T,,  T^  die  Dauer  der  Grundtöne  von  0-4,  OB,  OC 
bezeichnet,  wenn  0  festliegt.  [Math.  Tripos,  1884.] 

• 

Beisp.  10.   Drei  gleiche  und  ähnliche  gespannte  Fäden  J.0,  J30,  CO  werden 

bei  0  miteinander    verbunden    und    ihre    anderen    Endpunkte    an    drei    festen 

Punkten  A^B^C  befestigt,  welche  so  liegen,  dass  die  Winkel  AOB^  BOC,  COA 

einander  gleich  sind.    Die  Fäden  schwingen  in  der  Ebene  ABC;  man  beweise, 

dass  die  Gleichung 

a  cotg  Q  Vja  +  h  cotg  q  V/h  =  0 

die  Perioden  bestinmit,  worin  a  und  h  die  bez.  Geschwindigkeiten  einer  Längs- 
und einer  seitlichen  Schwingung  eines  der  Fäden,  V  die  ausgedehnte  Länge  und 
29r/p  eine  Periode  bezeichnet. 

Man  nehme  für  jeden  Faden  einen  besonderen  CoordinatenanÜEuig  A,  B  bez.  C. 
Da  jeder  sowohl  nach  der  Länge  als  nach  der  Seite  schwingt,  so  sind  die 
Schvnngungen  für  0-4. 

.          .            ^  sin  mx.                «           ^  sin  nx. 
gl  =  A.  cos  qt  — :jT ,     *2i  =  A  CÖ8  Q^  — p- » 

worin  Q  =  ma  =  nb  ist;  siehe  §§  612,  616.  Die  Schwingungen  der  übrigen  Fäden 
erhält  man  durch  Aenderong  der  Indices.  Da  die  Fäden  bei  0  aneinander  be- 
festigt wurden,  so  sind  die  Componenten  der  Verschiebungen  parallel  und  senk- 
recht zu  -4  0  einander  gleich.    Man  erhält  daher 

B^yi^A^-A^,  B^yi=^A,-A,,  5,>/3  =  ^-^,,  ^^-f^+^^O. 
Die  Längs-  und  seitlichen  Spannungen  7\,  T,  sind  bezügl. 

Da  die  Spannungen  in  der  allgemeinen  Lage  von  0  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
so  erhält  man  durch  dieselbe  Zerlegung 

V 
E  -j-m  cotg  otT  ==  —  T^n  cotg  nl\ 

Mittelst  der  in  den  §§  612,  616  angegebenen  Werthe  von  a  und  h  gelangt  man 
dann  zu  dem  gesuchten  Resultat. 
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Beisp.  11.  Ein  gleichförmiger  Faden  yon  der  Lftnge  2Z  ist  mit  der  Span- 
nung T  zwischen  zwei  festen  Punkten  ausgedehnt.  Man  beweise,  dass  die  Be- 
wegung des  Fadens,  wenn  er  anfänglich  durch  eine  Erafb  Y  an  einem  Punkt, 
der  den  Abstand  h  von  dem  einen  Ende  hat,  zur  Seite  gezogen  wird,  durch 


Y     ^^    .    tnh    .    tnx  cos  nt 
y  =  r—  •  ^,  sin  -zrr-  sin  --.; = — 


gegeben  ist,  worin  m  die  Masse  der  LBjigeneinheit,  a  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  Wellen  in  der  Längenrichtung  des  Fadens,  ^nls^ina  ist  und  die  Sum- 
mirung  von  «  =»  1  bis  i  «»  oo  geht. 

Die  Enden  des  Fadens  sind  an  zwei  Massen  befestigt,  yon  denen  jede  gleich 
M  ist  und  welche  durch  Federn  yon  der  St&rke  ft  an  ihrer  Stelle  gehalten  werden; 
in  der  Mitte  des  Fadens  ist  femer  die  Masse  M'  angebracht.  Wenn  M'  nach 
der  Seite  gezogen  wird,  zu  beweisen,  dass  die  Periode  der  Schwingungen  2n/pa 
ist,  worin  p  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird 

1>  tgi)Z  { Jtf'a«(ilfi)«a* -- ft) -.  2 T* )  —  r  { 2ilfi)«a»-~  2ft  +  3f y a* }  • 

[Math.  Tripos,  1885.] 

Nimmt  man  in  dem  zweiten  Theil  des  Problems  den  Mittelpunkt  zum 
Coordinatenanfang,  so  ist  für  den  Faden  auf  der  positiyen  Seite 

y  '='  (JP  cos  px  -\-  Q  an  px)  cos  pat 

Die  Bedingungen  sind 

(1)  M'd^y/dt*  =  —  2Tdy/dx  für  a?  «  0; 

(2)  Md^y/dt*  =  —  Tdy/dx  —  iiy  fCüc  x  ^  l 

Man  erhält  das  Resultat,  wenn  man  fär  y  substituirt  und  Q/P  eliminirt. 

Beisp.  12.  Superpositian,  Die  Enden  Ä,  B  eineq  Fadens  AHB  sind  an 
leichten  Ringen  befestigt,  die  sich  auf  glatten  einander  parallelen  Stäben  frei  be- 
wegen können.  Bei  J.,  £r,  B  greifen  Kräfte  senkrecht  zum  Faden  und  parallel 
den  Stäben  yon  der  Stärke 

X«Fcosxt+ (rsinx*,     Y^=  LcosXt-{- M  %mXt  bez.  Zs=Ä  cosfif  +  «S^^in  fi* 

an.  Man  zeige,  dass  zur  Zeit  t  die  nun  folgende  Verschiebung  eines  Punktes  P 
m  AB.  in  der  den  Kräften  entgegengesetzten  Richtung 

aX    cos  X ({  —  x)la '    aY    cos I (Z  —  Ä)/a •  cos  Xx/a  ,  aZ    cos {Lx/a 
"Tx  sin X l/a         '"IT  sin XI /a  ^5>  '  sin/itZ/a 

ist,  worin  T  die  Spannung  des  Fadens,  a  seine  Wellengeschwindigkeit  und  x^  A,  l 
die  natürliche  Länge  yon  AP,  AH,  AB  bedeutet.  [Math.  Tripos,  1886.] 

Um  den  Beweis  zu  führen,  betrachte  man  jede  Kraft  für  sich.  Nimmt  man 
zuerst  Y  und  sind  ri ,  r\^  die  seitlichen  Verschiebungen  zweier  Punkte,  yon  denen 
der  eine  in  dem  Faden  AH,  der  andere  in  HB  liegt,  und  welche  den  Abstand 
X  bez.  Xi  yon  A  bez.  B  haben,  so  sind  die  Bedingungen 

(1)  dn/dx  =  0,    dnjdx^  =  0  bei  ^  bez.  J5; 

(2)  n^nx    un<l     T(dn/Sx  +  dfiißx^)  =  r  bei  H. 

Hat  man  die  Verschiebung  in  Folge  yon  Y  gefunden,  so  erhält  man  die  in  Folge 
yon  Z,  indem  man  h  =i  l  setzt  und  Y,  X  mit  Z,  ft  yertauscht.  Die  Verschiebung 
in  Folge  yon  X  lässt  sich  dann  aus  der  für  Z  ableiten.  Superponirt  man  die 
drei,  so  ergibt  sich  das  gesuchte  Resultat. 

Beisp.  13.  Ein  Metallstab  passt  frei  in  eine  Röhre  yon  derselben  Länge  und 
yerschiedener  Substanz.    Die  Enden  des  Stabes  und  der  Röhre  sind  durch  gleiche 
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YoUkommen  starre  Scheiben  vereinigt,  die  symmetrisch  angebracht  sind.  Man  zeige, 
dass  die  Perioden  der  TOne,  welche  das  System  hervorbringen  kann,  und  die 
•einen  Knoten  in  der  Mitte  des  Systems  haben,  dnrch  2nl/x  gegeben  sind,  worin 
2Z  die  L9jige  des  Stabes  oder  der  Röhre  hedentet  nnd  x  eine  Wurzel  der  Gleichung 

2Mx  =8  ma  cotg  x/a  -(-  m'a  cotg  x/a' 

ist,  unter  Jf ,  m,  m'  die  Massen  einer  Scheibe,  des  Stabes  bez.  der  Bohre  und 
unter  a,  a'  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des  Schalles  in  der  Längsrichtung 
des  Stabes  und  der  Röhre  verstanden. 

Man  bespreche  die  speciellen  F&lle,  wenn  (1)  M  sehr  gross  und  (2)  wenn 
es  sehr  klein  ist,  femer  wenn  ma^^ma'  ist.  [Math.  Tripos,  1888.] 

Beisp.  14.  Die  Enden  eines  gleichförmigen  Stabes  von  der  Länge  l  sind 
durch  Federn  von  gleicher  Stärke  mit  zwei  festen  Punkten  verbunden,  die  den 
Abstand  l  von  einander  haben     Wenn  die  Längsschwingungen  des  Stabes  durch 

£  —  { P  sin  mx/l  +  Q  cos  mx/l }  sin  rt 

dargestellt  werden,  zu  beweisen,  dass 

(m'g*  —  Z"f**)  tg  f»  4-  2mgZ|»  «=  0 

ist,  worin  f»  die  Stärke  einer  jeden  der  beiden  Federn  und  q  das  Yerhältniss  der 
Spannung  zu  der  Ausdehnung  des  Stabes  bezeichnet.  [Math.  Tripos,  1880.] 

Beisp.  16.  Der  Widerstand  der  Luft.  Nimmt  man  an,  der  Widerstand  der 
Luft  gegen  die  Schwingungen  eines  Fadens  könne  durch  eine  an  jedem  Element 
angreifende  Kraft  dargestellt  werden,  welche  der  Geschwindigkeit  dieses  Elementes 
proportional  ist,  so  nimmt  die  Bewegungsgleichung  die  Gestalt  an 

dt^  ""     dx*     ^  dt' 

Man  soll  die  Wirkung  des  Widerstandes  untersuchen,  wenn  der  Faden  zwischen 
zwei  festen  Punkten  Ä,  B  ausgespannt  ist. 

Um  die  Gleichung  aufzulösen,  entwickele  man  {  in  eine  Reihe  von  reellen 

oder  imaginären  Ezponentialgrössen,  wie  £  «■  SMe^^*"^^'  und  substituire  in  die 
Differentialgleichung;  man  findet 

Daraus  erhält  man  für  jeden  Werth  von  h  zwei  Werthe  von  k;  bezeichnet  man 
sie  mit  j^Ä,  so  wird 

Aus  den  Bedingungen  des  Problems  folgt  £  »» o  fOr  x  =  0  und  x^^l  und  für  alle 

Werthe  von  t   Demnach  ist  -3f  =■  —  3f' ,  c*'  =  c""*'.    Nimmt  man  die  Logarithmen, 

so  ergibt  sich,  dass  alle  Werthe  von  k  imaginär  und  in  Ä;Z  =  iny —  1  enthalten 
sind.  Da  der  kleinste  Werth  von  k^^^  —  n*/l*  ist,  so  sind  auch  alle  Werthe  von 
h  imaginär,  wenn  der  Widerstand  so  gering  ist,  dass  f<^a7c/l  wird.    Setzt  man 

so  ist  qlsBsin  und 

£  =  e~~^*  2J{Ä  sin  pat  +  B  cos  pat)  sin  go; (A). 

Ist  der  Widerstand  so  gross,  dass  f^  an/l  wird,  so  sind  einige  Werthe 
von  ah  -^-  f  reell,  nämlich  dieg'enigen,  welche  durch  die  kleineren  Werthe  von  • 
bestimmt  werden.  Bezeichnet  q  einen  von  ihnen,  so  ist  q*  t=s  —  a^q*  -|-  f*  und 
die  entsprechenden  Terme  von  £  sind 

£  =  «~^'Z(^€^'+Be"^')sin5» (B), 

worin  f  grösser  als  g  ist. 
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Ans  den  Gleichungen  (A)  folgt:  (1)  bei  jedem  Ton,  den  der  Faden  hervor- 
bringt, wird  zu  irgend  einer  gegebenen  Zeit  die  Ausdehnung  der  Schwingung 
durch  dcni  Widerstand  um  denselben  Theil  ihres  ursprünglichen  Werthes  redu- 
oirt,  §  838;  (2)  die  Lage  der  Knoten  und  B&uche  (welche  durch  sin  ga;aO  bestimmt 
wird)  ist  die  n&mliche,  wie  die  für  keinen  Widerstand;  siehe  §  261;  (8)  da 

«y— — ji — f* 

ist,  so  wird  die  Höhe  des  hervorgebrachten  Tones  (§  618)  vermindert  und  werden 
die  tiefsten  Töne  am  meisten  verändert. 

Der  durch  (A)  dargestellte  typische  Term  kann  durch  zwei  Terme  von  der 

Form   e~^^  sin  (pat  ±  gic)   ausgedruckt  werden.     Jeder  von  ihnen  stellt   eine 
Welle  von  der  L&nge  %  »»  2«/^  und  der  (Geschwindigkeit  v  »»  pa/g.  dar;  §  618. 

Mithin  ist  «*  «a  a'  —  (9    )  '    ^^^^^^^  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  aller  Wellen 

durch  den  Widerstand  vermindert  wird;  ist  aber  /'klein,  so  ist  die  Verringerung, 
da  sie  von  dem  Quadrat  von  f  abh&ngt,  unbedeutend. 

Beisp.  16.  Die  Viscosüät.  Eine  Wirkung  der  Zähigkeit  besteht  darin,  dass 
sie  der  Compression  oder  Ausdehnung  eines  Elementes  des  Fadens,  dessen  Enden 
sich  mit  etwas  verschiedenen  Geschwindigkeiten  bewegen,  entgegenwirkt;  siehe 
§  868,  Beisp.  2.  um  dies  analytisch  darzustellen,  wollen  wir  annehmen,  die  Span- 
nung, welche  ein  ausgedehntes  Element  des  Fadens  ausübt,  sei  nicht  einfach  nur 
durch  das  Hook  ersehe  Gesetz  gegeben,  sondern  habe  noch  ein  Zusatzglied,  das 
der  relativen  Geschwindigkeit  der  Enden  des  Elementes  proportional  ist.  Diese 
relative  Geschwindigkeit  ist 

man  setze  also  ^ 

T-.^|i  +  2i^«^^. 
ox  '  oxot 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  T  in  die  Differentialgleichung  des  §  612,  so 
wird  die  Bewegungsgleichung 

worin  j&  =>  ma*  ist.    Liegen  nun  die  Enden  des  Fadens  fest,  zu  beweisen,  dass 

g  SB  ZtT^^*  (-4  sin  pat  +  B  cos  pat)  sin  q^x 

wird,  worin  ql  ^^  in  und  p*— «  g* —  q^F*/a*  ist. 

Daraus  leite  man  femer  ab,  dass  (1)  die  Lage  der  Knoten  und  Bäuche  durch 
die  Zähigkeit  nicht  beeinflusst  wird,  dass  (2)  der  Ton  um  so  schneller  erlischt, 
je  grösser  die  Anzahl  der  Knoten  ist,  wobei  der  Grundton  zuletzt  verschwindet, 
(8)  dass  die  Wellen  von  kurzer  Länge  merklich  schneller  durch  die  Zähigkeit  ver- 
tilgt werden,  als  lange  Wellen. 

Wenn  i  gross  ist,  so  hat  der  Faden  sehr  viele  Knoten  und  Bäuche  und  die 
relative  Geschwindigkeit  benachbarter  Massenpunkte  ist  grösser,  als  dann,  wenn 
nur  wenige  Knoten  vorhanden  sind.  Man  kann  daher  erwarten ,  dass  die  Zähig- 
keit einen  grösseren  Einfiuss  auf  die  Zerstörung  der  ersteren  Bewegungstypen,  als 
auf  die  der  letzteren  ausübt.    In  der  That  ergibt  sich,  dass  die  grossen  Werthe 

von  i  den  Exponenten  in  e~~'^^'  wachsen  lassen  und  wenn  t  gross  genug  ist,  dass 

p  imag^är  wird  und  der  Bewegungstypus  die  Form  Le~^*  mn  qx  annimmt;  siehe 
§  888,  Beisp.  2. 
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Beisp.  17.  Das  eine  Ende  Ä  eines  Fadens  liegt  fest,  während  das  andere  B 
nach  dem  Zwangsgesetz  ^  ^^  G  Bin  pat  erschüttert  wird.  Wenn  man  den  Wider- 
stand der  Luft  in  Rechnung  zieht  und  x  von  Ä  aus  misst,  zu  beweisen,  dass  die 
erzwungene  Schwingung  durch 

^  =  N{  c**  sin  {pat  -]-  qx  -\-  a)  —  e~"**  sin  {pat  -—  qx  -{-  cc)] 

dargestellt  wird,  worin  q* —  s*  =  |)*  und  a8q=^  fp  ist.    Femer  hat  man 

cotg  a  =  —  cotg  ql  •  tgh  al,    N*  (cosh  2sJ  —  cos  2g[Z)  =  4*  ö*. 

TS 

Setzt  man  in  dem  typischen  Term  der  Gleichung  (1),  Beisp.  15. 

80  erhält  man 

£  =  2;{JVe^^'+**  sin  (i)a*  ^  qx  +  a)  +  JVV'-"sin(poe  —  qx  +  «')}       (2), 

worin 

{ra  +  f)*—  p'a*«  a*(s*—  q*)  +  /"■    und    (ra  +  f)p  =  a«g 

ist  In  dieser  Form  der  Lösung  sind  die  Constanten  r,  s,  p,  q  ihrem  Wesen  nach 
reell.  In  dem  Beispiel  ist  £  «s  0  für  x  ^^  0  und  £  ss  6r  sin  pa^  für  x^=l,  daher 
^'  =  —  ^,  a'  =  of,  r  =  0.  Ausserdem  sind  noch  zwei  weitere  Gleichungen  vor- 
handen, die  man  erhält,  wenn  man  die  Coefficienten  von  sm  pat  und  cospa^ 
gleich  G  bez.  Null  setzt.    Sie  fähren  zu  dem  gesuchten  B>esultat. 

Da  die  Welle  die  Geschwindigkeit  v=pa/q  hat,  so  ergibt  sich,  wenn  man 
V  durch  p  und  f  ausdrückt,  dass  v*  —  a'  negativ  wird,  dass  also  die  Geschwindig- 
keit durch  Reibung  vermindert  wird,  i 

Wenn  die  Anfangsbedingungen  gegeben  sind,  so  addiren  wir  zu  der  er- 
zwungenen Schwingung  die  freien  Schwingungen,  welche  einem  an  den  Enden 
befestigten  Faden  entsprechen.  Sie  wurden  in  Beisp.  15  ermittelt  und  wir  müssen 
nur  p  anstatt  p  setzen,  um  die  Buchstaben  zu  unterscheiden.  Die  Werthe  von 
A  und  B  ergeben  sich  dann  mit  Hülfe  der  Fouri  er 'sehen  Regel.  In  schvrierigeren 
Fällen  nehmen  wir  die  Multiplicatoren  zu  Hülfe,  siehe  §  388. 

Die  FluthwelU.  Die  Gleichung,  welche  die  Längsbewegung  der  Fluthwelle 
in  einem  Fluss  oder  Kanal  von  gleichmässiger  Tiefe  angibt,  ist  mit  deijenigen 
identisch,  welche  die  Längsschwingungen  eines  Fadens  darstellt,  wenn  der  Wider- 
stand in  beiden  Fällen  sich  durch  Ifdi/dt  ausdrücken  lässt.  Auch  ist  die  Hohe 
der  Fluthwelle  der  Spannung  des  Fadens  proportional.  Das  Fallen  und  Steigen 
der  See  an  der  Mündung  des  Flusses  lässt  sich  daher  durch  eine  Spannung 
G^mpat  darstellen  und,  wenn  man  annimmt,  im  Abstand  l  von  der  Mündung  sei 
ein  Wehr  vorhanden,  so  kann  man  den  Ausdruck  für  £  bei  dem  Faden  benutzen, 
um  die  Höhe  der  Fluth  an  jedem  Funkt  des  Flusses  zu  finden.  Die  Constanten 
^,  N\  a,  a  sind  durch  die  Bedingungen  |=0  für  a;=0  an  dem  Wehr  und 
Edi/dx  =  Gsmpat  für  x=l  zu  bestimmen.  Das  schliessliche  Resultat  für  die 
Höhe  der  Fluth  findet  man  in  Airy's  Tides  and  Waves,  art.  838. 

§  626.  Der  Znsammenstoss  von  Stäben.  Beisp.  1.  Zwei  vollkommen  elastische 
Stäbe  ÄB^  CD  von  derselben  Gestalt  und  dem  nämlichen  Material  aber  der 
Länge  l^,  Z,  werden  in  dieselbe  Gerade  gelegt.  AB  wird  mit  der  Geschwindig- 
keit V  fortgeschleudert  und  trifiPb  CD,  das  sich  in  Ruhe  befindet;  beide  Stäbe 
haben  dabei  keine  Anfangscompression.  Es  sei  l^  kleiner  als  l^ ;  man  finde,  wann 
sich  die  Stäbe  trennen. 

Wir  nehmen  an,  die  Stäbe  seien  in  Berührung  miteinander^  wenn  der  Ab- 
stand zwischen  ihren  Enden  B^  C  dem  Abstand  der  Molekularwirkung  gleich 
wird.  Die  beiden  Stäbe  lassen  sich  nun  so  behandeln,  als  ob  sie  Theile  eines 
einzigen    Stabes    wären,    und    dabei    die    beiden  Theile,    so    lange    die  Stäbe 
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gegeneinander  drücken,  d.  h.  so  lange  die  Spannung  am  Berührungspunkt  negativ 
ist,  in  Berührung  blieben.  Sie  trennen  sich,  wenn  die  gemeinschaftliche  Spannung 
bei  B  und  C  positiv  wird.  Sobald  dies  eintritt,  beginnen  die  Stäbe  sich  als  ge- 
trennte EOrper  zu  bewegen;  ihre  gegenseitige  Action  kann  aber  von  Neuem  an- 
fangen, wenn  diese  Bewegung  die  Enden  B  und  C  wieder  in  den  Abstand  der 
Molekularwirkung  bringt. 

Das  Problem  des  Zusammenstosses  von  Stäben  hat  Cauchy,  Acadimie  des 
Sciences,  1827  und  Bülletin  des  Sciences  de  la  SocOU  Phthmathigue ,  1826  und 
Poisson,  TraiU  de  Mecamque,  1833,  Bd.  2,  behandelt.  In  lAouviU^s  Journal, 
Bd.  12,  1867  befindet  sich  ein  langer  Aufsatz  von  140  Seiten  von  Saint-Yenant, 
in  welchem  er  ausführlich  auf  die  Bedingungen  der  Trennung  eingeht.  Diese 
grossen  AutoriiAten  weichen  in  der  Auslegung  ihrer  Resultate  und  speciell  bei 
der  Angabe  der  Bedingungen,  unter  denen  die  Trennung  stattfindet,  beträchtlich 
von  einander  ab. 

P  sei  irgend  ein  Punkt  eines  der  beiden  Stäbe  und  v  seine  Geschwindigkeit. 
Ist  s  die  Dilatation  oder  Ausdehnung  eines  Elementes  bei  P  pro  Längeneinheit, 
so  ist  nach  §  612,  S'^di/dx  und  ebenso  auch  ««=  T/J&.  Man  hat,  wenn  x  von  A 
nach  D  hin  gemessen  wird, 

17  B  9  (ai  —  x)  '\-  'ip  {at  '\-  x)j    as  =  —  q>{at  —  «)  +  -^  (at  +  x). 

Um  q>  und  'ip  zu  finden,  benutzen  wir  die  folgenden  Bedingungen:  (1)  für  t  =  0 
ist  t?  «=  F  von  aj  =  Obisaj  =  ii,  t7  =  0  von  a;=ii  bi8ic  =  ii+^»  «  =  0  von  x  =  0 
bis  a;  =s  ij  4-  ^  I  (2)  fEb:  a;  =■  0  ist  immer  «  «  0  und  ebenso  für  ä  =  Ij  -|-  Z, . 

Es  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Functionen  <p  und  ^  dieselben  sind  und  dass 
die  Curve  y  ».  qp  (o;)  aus  einer  Reihe  endlicher  Geraden  besteht,  deren  Längen  ab- 
wechselnd 2  \  und  2  2,  gleichkommen,  während  die  Ordinaten  —  V  bez.  Null  sind. 
Sie  werden  in  dem  Diagramm  dargestellt;  die  y-Aze  theilt  das  System  symmetrisch. 


J'^'  E'    J>'    J3'  JL  BC     n     JE  J^  '      "'q  " 

Mit  Hülfe  dieser  Figur  kann  man  den  Bewegungszustand  eines  Punktes  P 
im  Abstand  x  von  A  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  leicht  ermitteln.  Man  trage  AP' 
gleich  ^P  in  negativer  Richtung  auf  und  lasse  zwei  Punkte  B^  B'  von  P  bez. 
P*  ausgehen  und  beide  mit  der  Geschwindigkeit  a  in  positiver  Richtung  vor- 
rücken. Die  Gleichungen  zeigen,  dass  zu  der  Zeit  t  nach  dem  Anfang  des  Zu- 
sammenstosses 

V  bei  P  =  der  Ordinate  von  B*  -|-  der  Ordinate  von  12, 

as  bei  P  —  —  der  Ordinate  von  JB'  4-  der  Ordinate  von  B 
ist. 

Um  SU   bestimmen,   wann   sich  die   Stäbe    trennen,    muss   man   ausfindig 

machen,  wann  die  gemeinschaftliche  Spannung  bei  B  und  C  verschwindet  und 

positiv  wird.    B  und  B*  mögen  also  von  B  und  B'  ausgehen;  zuerst  sind  die 

Ordinaten  für  Ä  und  Ä'  gleich  Null  bezügl.  y  F.  Nach  der  Zeit  a«  =  2/^  er- 
reicht B'  den  Punkt  B  und  seine  Ordinate  wird  dann  Null.  Da  \  kleiner  als  l^ 
ist,  so  hat  der  Punkt  B  noch  nicht  E  erreicht,  wenn  DE  ^^m  BD  ist,  und  seine 
Ordinate  ist  noch  immer  Null.  Sowohl  v  als  s  werden  daher  in  diesem  Augen- 
blick an  dem  Berührungspunkt  B  Null. 
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Die  Bildpunkte  B^*  und  H^  iigend  eines  Massenpunktes  des  Stabes  AB 
liegen  offenbar  immer  zwischen  B*  und  B\  wenn  also  B'  den  Punkt  B  erreicht, 
so  befinden  sich  die  Büdpunkte  eines  jeden  Massenpunktes  des  Stabes  auf  BE. 
Man  überzeugt  sich  daher  leicht,  dass  in  diesem  Augenblick  sowohl  o  als  9  ffir 
jeden  Punkt  des  Stabes  AB  Null  ist  und  Null  bleiben  muss,  bis  der  Punkt  B^  der 
von  B  oder  C  ausging,  in  E  ankommt. 

Der  Yon  C  abgehende  Punkt  B  aber  langt  zu  der  durch  at »  2Z,  gegebenen 

Zeit  in  J?  an  und  seine  Ordinate  wird  dann  gleich  y  V.   Die  Spannung  bei  C  wird 

nun  positiy  und  die  Geschwindigkeit  —  F;  aus  beiden  Ursachen  bewegt  sich  also 

das  Ende  C  von  dem  Ende  B  hinweg.  Die  Spannung  und  Geschwindigkeit  bei 
B  würden  sofort  ähnlichen  Aenderungen  unterliegen,  wenn  die  St&be  in  Be- 
rührung blieben.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall.  Da  das  Ganze  von  A\m  B  isL 
diesem  Augenblick  ohne  Geschwindigkeit  und  ohne  Spannung  ist,  so  bleibt  das 
Ende  B  in  Buhe. 

Das  Resultat  ist:  (1)  die  Stäbe  stossen  während  der  Zeit  22|/a  gegeneinander; 
(2)  sie  bleiben  in  Berührung,  aber  ohne  aufeinander  zu  wirken,  während  der  zii> 
sätzlichen  Zeit  2(^  — 2|)/a;  (8)  der  Stab  CB  trennt  sich  alsdann  yon  AB  und 
lässt  ihn  im  Zustand  der  Buhe  ohne  Spannung  in  irgend  einem  Theil  zurück. 

Haben  die  Stäbe  yerschiedene  Anfangsgeschwindigkeit,  wie  z.  B.  F^  und  F, , 
so  kazm  man  den  zweiten  Stab  dadurch  zur  Buhe  bringen,  dass  man  jedem 
Massenpunkt  beider  Stäbe  eine  F,  gleiche  und  entgegengesetzte  Geschwindigkeit 
ertheilt.  Die  Ergebnisse  ändern  sich  nicht;  nur  hat  schliesslich  ABy  anstatt  in 
Buhe  zu  bleiben,  die  Geschwindigkeit  F,. 

Bei  dem  Zusammenstoss  der  beiden  Stäbe  ist  die  ganze  BewegnngsgrOsse 
MV  Yon  dem  einen  auf  den  anderen  übertragen  worden,  dessen  Schwerpunkt  sich 
daher  mit  der  Geschwindigkeit  y\ll^  wegbewegt.    Auch  die  lebendige  Kraft  ist 

auf  den  zweiten  Stab  übergegangen,  yon  der  ein  Theil  --MV^l^/l^  in  die  lebendige 

Kraft  der  Translation  und  der  Resty3f  F'(l  —  hih)  ^  die  Energie  (kinetische 

und  potentielle)  der  inneren  Schwingung  yerwandelt  wurde.  Diese  innere  Energie 
wird  Null,  wenn  die  beiden  Stäbe  gleich  lang  sind. 

Es  empfiehlt  sich,  die  in  der  Theorie  erhaltenen  Resultate  mit  dem  Gesetz 
für  den  Zusanmienstoss  zu  yergleichen,  das  Newton  aus  Beobachtungen  ab- 
geleitet hat;  Bd.  1,  Art.  179.  Da  bei  dem  Zusammenstoss  scheinbar  lebendige 
Kraft  yerloren  geht,  so  sind  die  Stäbe,  auch  wenn  festgesetzt  worden  war,  dass  sie 
elastisch  sein  sollen,  in  der  Newton'schen  Formel  als  unyollkommen  elastisch  an- 
zusehen. Setzt  man  in  seiner  Formel  u  »O,  so  wird  der  Coefficient  e  offenbar 
gleich  2|/2|.  Man  beachte,  dass  er  nicht  lediglich  yon  dei;  Beschaffenheit  des 
Materials  der  beiden  Stäbe  abhängt. 

Beisp.  2.  Zwei  elastische  Stäbe  AB,  CD  yon  der  Länge  2|,  2,;  der  Masse 
Üfi ,  M^  und  der  Anfangsgeschwindigkeit  V^ ,  F,  aber  ohne  anfängliche  elastische 
Formänderung  stossen  in  derselben  Geraden  ABC  gegeneinander.  Wenn  A  der 
Coordinatenanfang  ist,  zu  zeigen,  dass  die  Verrückungen  fOr  die  beiden  Stäbe 

_  M^  F^-flf,F,       ^  M^  gl  ^^  2  sm(pya^)Bec*{p\/a^)cos(j>x/a^)siapt 

_3f,F^4-3f,F,  y   3f,at  V2  8in(j?Z,/(^)Bec'(pVa,)cos(pa/a,)8inpt 

**™     M^+M^     '"""^   »       «^    Z,    -^p«      itfi8ec»(pyai)+3f,sec«(pya,)      ' 

^tg^  +  ^tg^«0 
sind,  worin  £  die  Summirung  för  alle  durch  die  dritte  Gleichung  gegebenen 
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Wertiie  Yon  p  angibt  und  o^,  o,  die  Winkelgeschwindigkeiten  in  den  beiden 
Stäben  sind.  [Saint -Yenant.] 

Zu  entsprechenden  Ausdrücken  kommt  auch  Poisson  in  dem  von  ihm  unter- 
suchten Fall. 

Beisp.  3.  Zwei  St&be  ÄB^  CD  von  der  Länge  2^,  2,  und  der  Geschwindig- 
keit F|,  F,  stossen  in  derselben  Greraden  zusammen  und  in  dem  Moment  der 
Berührung  sind  die  Spannungen  der  St&be  Es^  bezüglich  Es^,  Man  zeige,  dass 
die  beiden  SiAbe  sich  entweder  sofort  trennen  oder  eine  Zeit  lang  in  Berührung 
bleiben,  je  nachdem  F,-|-a«,  grosser  oder  kleiner  als  F^ — as^  ist.     [Saint -Yenant.] 

Beisp.  4.  Zwei  St&be  von  der  L&nge  l^ ,  2,  treffen  sich  und  bewegen  sich  im 
Moment  der  Berührung  mit  der  Geschwindigkeit  F^,  F,  und  haben  die  Dilata- 
tionen Sj,  s,  gleichförmig  über  ihre  Längen  yertheilt.  Wenn  Vi:iz^hy  ^iH~^^s 
positiv  und  die  beiden  Werthe  des  ersten  Ausdrucks  grösser  als  der  zweite  sind, 
zu  beweisen,  dass  die  St&be  während  der  Zeit  22^/a  widereinander  stossen  und 
ohne  Reaction  während  der  Zeit  (2, —  22|)/a  in  Berührung  bleiben,  wenn  2,  grösser 
BÜB  21^  ist  und  sich  alsdann  trennen,  wenn  s,  negativ  ist.  Bei  positivem  s,  da- 
gegen drücken  sie  wieder  während  der  Zeit  22|/a  gegeneinander;  ihre  Reaction 
setzt  für  die  Zeit  (2,  —  22|)/a  aus  und  dann  trennen  sie  sich. 

§  627.  Die  Energie  der  F&dentlieile.  Man  soll  die  Energie  eines  Theües  eines 
schwingenden  Fadens  finden.    Die  Bezeichnung  sei  dieselbe  wie  in  den  §§  612,  616. 

Was  die  potentielle  Energie  anlangt,  so  ist  die  bei  der  Ausdehnung  des 
Fadens  von  seiner  unausgedehnten  Länge  dx  zu  seiner  ausgedehnten  Länge  ds' 
verrichtete  Arbeit  nach  Bd.  1,  §  B$S  gleich 


i^-^)-'- 


Finden  die  Schwingungen  nur  der  Länge  nach  statt,  so  ist  ds'  =^  dn;  -|-  <2£  und 
diese  Arbeit  • 


i-SÖ'-- 


Sind  dagegen  Schwingungen  nach  der  Länge  und  nach  der  Seite  vorhanden,  so 
hat  man  z  i  ^  /v  ^ 

(ds'y = {dxy + {d^y = (da^).  j  i  +  (^  ^j  ] , 

weil  man  in  dem  zweiten  Glied,  da  y'  klein  ist,  a!  ^^xV/l  setzen  kann.  Man  er- 
hält daher 

dx"    ^dx^  «  2'\daj/  ' 
Die  bei  der  Ausdehnung  des  Elementes  verrichtete  Arbeit  ist  also 

4^iii+Tf(©'r--H*ßi)ViT.i(g)>., 

weil  Edi/dXfBa  T  ist  und  man  in  dem  zweiten  Glied  die  Gleichgewichtsspannung 
Tq  für  die  variabele  Spannung  T  setzen  kann,  wenn  nur  die  Quadrate  kleiner 
Grössen  beibehalten  werden. 

■ 

Die  kinetische  Eneigie  ist 

>(§)■+ ®>«. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  einer  Welle  der  Längsschwingung  a  ist  und  die  einer 
Welle  der  seitlichen  Schwingung  &,  so  ist  die  ganze  Energie  des  Elementes  dx 

i(-(ii)+(^)>-'+ii"(^)'+{¥)')-. . 
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Man  8oU  die  Intensität  einer  Beute  von  Wellen  finden,  die  durch 

£  —  ZÄ  sin {n{at  —  x)  -\-  a] 
dargestellt  werden. 

Wenn   die   Wellen   durch   einen  einzelnen  Term  gegeben  sind,  findet  man 

durch  Substitution  die  in  der  L&nge  dx  enthaltene  Energie 

ist.    Man  beachte,  dass  Ana  der  Coefficient  des  trigonometrischen  Terms  in  dem 

Ausdruck  für  d^/dt  ist.    Die  Intensität  einer  Welle  wird  daher  dwrch  yinC*  ge- 

messen,  worin  m  die  Masse  der  Längeneinheit  und  C  die  Amplitude  der    Ge- 
schwindigkeit des  Massenpunktes  ist. 

Wenn  man  alle  Glieder  in  dem  Ausdruck  für  |  berücksichtigt,  so  ist  bekannt- 
lich nach  §  74  die  ganze  Energie  die  Summe  der  Energien,  welche  den  einzelnen 
Gliedern  zu  verdanken  sind.  Aber  auch  ohne  diesen  Paragraphen  erkennt  man, 
dass  die  Zusatzterme,  welche  durch  die  Quadrirung  der  durch  di/dx  und  d^/dt 
dargestellten  Summirungen  eingeführt  werden,  sämmtlich  trigonometrisch  sind. 
Wie  in  §  73  erklärt  wurde,  wird  die  Intensität  durch  die  über  eine  lange  Zeit 
erstreckte  mittlere  Energie  gemessen.  Man  findet  das  Mittel,  indem  man  nach  t 
integrirt  yon  t  ^=  0  bis  t  ^=^  x^  durch  r  dividirt  und  dann  x  sehr  gross  macht. 
Die  trigonometrischen  Glieder  yerschwinden  ohne  Unterschied,  wenn  x  gross  ist, 
und  es  ergibt  sich,  dass  die  Energie  der  ganzen  Beihe  die  Summe  der  Energien 
der  einzelnen  Glieder  ist. 

Beisp.  Wenn  der  Faden  zwischen  zwei  festen  Punkten  ausgespannt  ist,  so 
hat  man  £  =  C sin  no;  sin  (na ^-fy)}  'w^orin  nl  ==  »ir  ist;  man  beweise,  dass  die 
ganze  Energie  durch   --mld^IlC^n^  ausgedrückt  wird. 

Prof  Donkin  hat  in  seinem  Treatise  on  Acoustics,  1870,  S.  128  die  Energie 
eines  Fadens  durch   eine   geistreiche  Anwendung  der   Subtraktionsmethode   ge-  . 
funden. 

§  628.  Die  Sehwlngongen  der  St&be.  Ein  dünner  gleichförmiger  gerader 
Stab,  an  dessen  beiden  Enden  Kräfte  angreifen,  befindet  sich  im  Gleichgewicht  und 
mcuM,  wenn  er  gestört  wird,  kleine  Schwingungen  in  einer  Ebene,  Man  soU  die 
Bewegungsgleichungen  aufstellen. 

Die  Linie,  welche  durch  den  Schwerpunkt  eines  jeden  senkrecht  zu  dem 
Stab  geführten  X^uerschnittes  geht,  heisst  seine  Aze.  Die  Aze  AB  in  der  Gleich- 
gewichtslage sei  die  a;-Aze  und  die  Ebene  der  Schwingungen  die  ^y -Ebene.  D  sei 
die  Dichtigkeit  des  Stabes,  m  die  Fläche  eines  senkrecht  geführten  Schnittes  und 
cak*  das  Trägheitsmoment  dieser  Fläche  für  eine  Gerade,  welche  durch  seinen 
Schwerpunkt  geht  und  senkrecht-  auf  der  Schwingungsebene  steht. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Axe  des  Stabes;  der  endliche  Theil  PB  ist  unter 
der  Wirkung  der  umgekehrten  Effectiykräfte  und  der  an  den  Enden  P  und  B  an- 


q     Ä 


greifenden  Kräfte  im  Gleichgewicht,    x  sei  die  Abscisse  von  P  in  der  Gleich- 
gewichtslage, (^  H~  { I  ^)  B^^^  Coordinaten  zur  Zeit  t 
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Die  Action  des  einen  Theiles  AP  auf  den  anderen  PB  werde  zerlegt  (1)  in 
die  beiden  Kräfte  X  und  F,  die  bei  P  parallel  den  Azen  angreifen  und  (2)  das 
Paar  X,  das  positiv  in  der  Richtung  genommen  wird,  welche  der  Bewegung  der 
Uhrzeiger  entgegengesetzt  ist.  Ebenso  mögen  die  Eräfte  an  dem  Ende  B^  welche 
an  einer  Masse  M  angreifen,  an  die  B  befestigt  ist,  in  die  Componenten  X^,  Y^, 
Z>|  zerlegt  werden.  Die  Beactionen  auf  den  Theil  PB  des  Stabes  sind  dann  —  X^, 
—  Y^  und  —  L^.  Im  Gleichgewichtszustand  ist  sowohl  Y  als  Y^  Null  und  X 
sowohl  wie  X^  gleich  —  T,  wenn  T  die  gegebene  Spannung  des  Stabes  bezeichnet. 
Während  der  Bewegung  sind  daher  Y  und  Y^  kleine  Grössen  und  unterscheiden 
sich  X  sowohl  als  X^  yon  T  um  kleine  Grössen. 

^ü  sei  ein  Element  der  Axe  des  Theiles  PB  des  Stabes,  wenn  er  sich  im 
Gleichgewicht  befindet  und  Q^B^  seine  Lage  zur  Zeit  t.  Die  Coordinaten  yon 
Q  und  Q^  seien  (a;^,  0)  bez.  {a\  -hli«*  1i)  ^^<^  ^i  ^^i  ^^^  kleine  Winkel,  den  die 
Tangente  2ai  Q^B^  mit  der  x-Ajlq  macht.  Man  betrachte  die  Massenpunkte,  die 
in  einem  elementaren  Stück  des  Stabes  enthalten  sind,  welches  von  zwei  zxx  QB 
senkrechten  Ebenen  begrenzt  wird.  Die  linearen  EfiPectivkräfte  sind  Doidxi^" 
und  Da^dxrii\  worin  die  Accente  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  bezeichnen. 
Man  nimmt  gewöhnlich  auch  an,  die  Winkelbewegungsgrösse  um  eine  Aze,  die 
durch  den  Schwerpunkt  senkrecht  zur  Schwingungsebene  geht,  sei  Däxak^^ff^. 

Nimmt  man  nun  die  Momente  für  den  endlichen  Stab  PB  um  die  momen- 
tane Lage  Ton  P,  so  wird 

/{ 1."(«i  +«.-«-{)-  !,"(%  -V)+  *V."  }<oDdx, 

=  L-L,-T,(l-x-i)  +  X^(h-fi), 

worin  l  und  h  die  Coordinaten  von  B  zur  Zeit  t  sind  und  die  Grenzen  des  Inte- 
grals Ton  x^==^x  bis  x^  =  l  gehen.  Da  alle  mit  griechischen  Buchstaben  be- 
zeichneten Grössen  klein  sind,  so  yemachlässigen  wir  ihre  Producte.  Bedenkt 
man  femer,  dass  Y^  klein  und  X^  nahezu  gleich  —  T  ist,  so  erhält  man 

i  i 

L  —fmni\^  —  «) ^^^  —ftok^flfi'Ddx^  —  i^  —  r,(J  —  o;)  —  T(h  —  ij)  —  0    (1), 

X  X 

wie  sich  auch  schon  aus  der  Figur  ergibt. 

Nach  einem  Satz  der  Statik  kann  man  X  =  ^t  ^/q  setzen ,  worin  q  der 
Krümmungsradius  bei  P,  F=k*{Ea-\-  T)  und  E  eine  Constante  ist,  welche  Ton 
dem  Material  des  Stabes  abhängt  und  gewöhnlich  Young's  Elasticitätsmodulus 
genannt  wird.  (Man  yergleiche  die  Note  zu  §  631  an  dem  Ende  des  Buches.) 
Das  Moment  L  in  der  Gleichung  (1)  ist  in  positiver  Richtung  genommen  worden; 
wir  setzen  daher,  weil  der  Stab  sich  gerade  zu  strecken  sucht,  L=^  —  F/q  . 

Da  wir  die  Quadrate  kleiner  Grössen  weglassen,  so  schreiben  wir 

9      dx      dx* 
Differenzirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  x  und  bedenkt,  dass  L^^  T^,  2,  T 
und  h  Ton  x  unabhängig  sind,  so  wird 

i 

X 

wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man  sich  an  den  Satz  in  der  Integralrechnung  er- 
innert, nach  welchem 

i  i 


'-ßip,,)dz ^(x.x)+/h^ 


«  X 
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Durch  wiederholte  Differentiation  nach  x  erh&lt  man 

ox*  ot^  cx^dt*  '      dx*  ^  ' 

Zerlegt  man  parallel  zu  der  x-  und  y-Aze,  so  findet  man  auf  dieselbe  Art 

f^''mDdx^  =  X~  X, ,       Jni'^J^dx^  «  r~  Fl , 

worin  die  Grenzen  von  x^=^x\A%  x^mm^l  gehen.    Differenzirt  man,  so  wird 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man  auch,  wenn  man  die  Kräfte,  die 
an  einem  einzelnen  Element  bei  P  angreifen,  betrachtet. 

Da  09 A;'  sehr  klein  ist,  so  kann  man  die  Glieder,  in  denen  es  auftritt,  ver- 
nachlässigen, wenn  es  nicht  mit  E  zu  multipliciren  ist.  Den  dritten  Term  in 
Gleichung  (3)  pflegt  man  daher  wegzulassen.  Wenn  der  Stab  in  seiner  Gleich- 
gewichtslage nicht  ausgedehnt  ist,  so  hat  man  auch  T=0.  Treten  diese  Ver- 
einfachungen ein  ,  so  nimmt  die  Gleichung  (8)  die  Gestalt 

an,  worin  a*  =  i*J&/2)  ist. 

Die  Theorie  der  seitlichen  Schwingungen  von  Stäben  hat  Poisson  in  seiner 
Abhandlung  über  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  elastischer  Körper  auf- 
gestellt, Memoirea  de  VAcademie  des  Sciences^  Vol.  VIII;  siehe  auch  seinen  TraiU 
de  Micanique,  Vol.  II,  Art.  618.  Der  Term,  welcher  oak'^'^"  enthält,  findet  sich 
bei  Poisson  nicht  vor;  er  wurde  von  Clebsch  in  seiner  Elasticitätstheorie  an- 
gegeben; man  sehe  auch  Donkin's  Acoustics,  1870. 

§  629.  Wenn  die  Differentialgleichung  (5)  integrirt  wird,  so  sind  die  willkür- 
lichen Functionen  oder  Gonstanten,  die  auftreten,  mittelst  der  Bedingungen  an 
den  Enden  und  der  Anfangsbewegung  zu  bestimmen. 

An  dem  Ende  B  ist  x  =  l  und  die  Integrale  in  den  beiden  Gleichungen  (1) 
und  (2)  yerschwinden.  Bedenkt  man  femer,  dass  die  Glieder,  welche  <^"  und  T 
enthalten,  wegzulassen  sind,  so  werden  diese  Gleichungen  für  x==^l 

*'^»g+i.  =  o,    t«s«,g-r,=o (6). 

Diese  beiden  Resultate  kann  man  auch  ohne  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  leicht 
erhalten.  Es  sei  CB  das  letzte  Element  des  Stabes  und  BC  =  8.  Femer  seien 
Q^  Q*  die  Krümmungsradien  bei  B  und  0;  nimmt  man  dann  die  Momente  um  C 
und  bedenkt,  dass  der  Stab  nahezu  grade  ist,  so  wird 

-^  +  Xi  +  ri«  =  0; 
es  ist  aber  nach  dem  Taylor 'sehen  Theorem 


p        p         dx  \q/ 


Substituirt  man  und  setzt  die  Potenzen  von  8  gleich,   so  ergeben  sich  die  Glei- 
chungen (6)  sofort. 

Ist  das  Ende  B  frei,  so  ist  X^  »0,   Fj  =0;  die  Bedingungen  (6)  werden 
daher 

|!5.o,    14-0  für  0,-1. 

cx*  CX^ 
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Ist  das  Ende  B  an  einen  Punkt  der  a;-Axe  befestigt,  so  ist  zwar  L^  =0, 
7j  aber  kann  einen  beliebigen  Werth  haben;  die  Bedingungen  sind  daher 

Ist  dagegen  das  Ende  B  so  befestigt,  dass  nicht  nur  der  Punkt  B  sondern 

auch  die  Tangente  in  B  festliegt,  so  sind  die  Bedingungen  i}  b»  o,  ^ «»  0  fdr  X'^l. 

Die  Reactionen  bei  B  ergeben  sich  dann  aus  den  Gleichungen  (6). 

Ist  das  Ende  B  frei,  aber  eine  endliche  Masse  M  starr  an  ihm  befestigt, 
so  setzen  wir 

dt*'       »""     at^ 

worin  MK*  das  Tr&gheitsmoment  der  Masse  und  h  den  Werth  Ton  ij  für  op  s»  2 
bezeichnet.     Setzt  man  'tff  für  dri/dx,  so  sind  die  Endbedingungen  für  ijs=A 

dx*  oxdt*  ox*  dt* 

Ist  die  Masse  ein  materieller  Punkt,  so  setze  man  Null  statt  k*. 

Befindet  sich  die  Masse  M  in  irgend  einem  Punkt  C  des  Stabes  zwischen 
A  und  £,  so  behandle  man  jeden  der  Theile  AC^  CB  für  sich  und  yerfahre  so, 
wie  bei  dem  entsprechenden  Problem  für  Fäden.  Der  Hauptunterschied  besteht 
darin,  dass  (1)  auf  der  einen  Seite  der  Masse  das  Paar  X|,  auf  der  anderen  das 
Paar  L^  auftritt,  und  dass  (2)  der  Steifigkeit  des  Stabes  wegen  der  Werth  von 
dri/dx  auf  beiden  Seiten  der  Masse  gleich  sein  muss. 

§  630.  Beisp.  1.  Die  Schwingungen  eines  Stabes  zu  finden,  dessen  beide 
Enden  frei  sind. 

Die  Bewegungsgleichung  ist 

'^+-'a^«-<' (^)» 

Es  sei 

1] «  27  (P  sin  ni«a*«+^  cos  m"a"t) (2); 

P  und  Q  sind  dann  Functionen  Ton  x,  welche  den  Gleichungen 

l^.—'J'-o.      |^-«^«-o (») 

genügen;  mithin  ist 

P«  ^  sin  mo;  +  J5  cos  ma:  +  yÄCe™'  — «-"")  + yZ(«^* +  «-"•')     (4). 

An  jedem  Ende  ist  d*nß^^  =  0  und  d*nl^^^  —  <>•    I>ie8  gibt  für  a;  =  0,  ^  =»  H 
und  B=^K  und  fSa  x^^l 

^  (2  sin  m  /  —  c"* '  +  «- "")  —  ^  (  «"* '  +  «~  *" '  —  2  cos  m  0  , 

B  (2  sin  mZ  +  e*"' —  «-"»O -=  ^  (2  cos  w2  —  e™' —  e-'^O- 
Eliminirt  man  B/A^  so  wird 

y(c'"'  +  «"*"0co8»»'  — l^-O (6). 

Die  Gleichung  für  Q  führt  offenbar  zu  demselben  Resultat. 

Bezeichnen  titj,  m,,  etc.  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5),  so  sind  die  Perioden 
der  möglichen  Schwingungen  des  Stabes  2n/m^*a*y  23r/fn,'a',  etc.  Dies  stinmit 
mit  dem  von  Poisson  gefundenen  Resultat  überein. 

32* 
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Man  erkennt  leicht,  dass  man  dem  Ausdrack  für  yj  die  Form 

« 

fl^  £X^(L %m m*aH  +  M cos m^aH) (6), 

X^  ==  (c"*'  +  «■"''*'  —  2  C08  ml)  (sin mx  +  ~  c"*'  —  \-  c~*"') 

+  (2  8inwl  — e^ '  +  «-"*')  (cos  wa!  +  ye^'  + |c-""*')      •     ■    (7) 

geben  kann,  worin  £  die  Sammirung  fOr  alle  Werthe  von  m,  die  der  Gleichung  (6) 
genügen,  angibt  und  L,  M  zwei  unbestimmte  Constanten  sind. 

Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  festgeklemmt,  also  so,  dass  die  Endpunkte 
sowohl  als  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  festliegen,  so  sind  die  Endbedingungen 
9I=»0  und  dy/dx  =^0,  Verfährt  man,  wie  oben,  so  gelangt  man  offenbar  zu 
derselben  Gleichung  für  m.  Die  Schfwingtmgapenoden  eines  an  beiden  Enden  fest- 
geklemmten geraden  Stabes  sind  daher  dieselben  wie  die  eines  an  den  Enden  freien  Stabes. 

Wenn  die  AnfangsTerhältnisse  der  Bewegung  durch  ri^=^ip{x)  und  i]'  =  ^  {sc) 
gegeben  sind,  so  lassen  sich  die  Werthe  von  L  und  M  durdbi  die  Methode  der 
Multiplicatoren  ermitteln.  Man  denke  sich,  die  Werthe  von  ri  f&r  alle  Elemente 
des  Stabes  seien  in  aufeinander  folgenden  Horizontalreihen  niedergeschrieben; 
nach  §  399  wird  dann  der  richtige  Multiplicator  zur  Lostrennung  der  Yerticalreihe 
mit  cos  m'a't  durch  den  Typus  DdxX^  dargestellt.  Man  erhält  daher  nach 
§398 

ß,{x)X^dx^Mfxldx,       ßp{x)X^dx^La^m^fx?^dx  .    .    (8), 

worin  die  Grenzen  aller  Integrale  a;  =  0  und  x  =  l  sind. 

Ist   y^^LX  irgend  ein  Integral  der  Differentialgleichung  m*-=-^*»y,   ao 

kann  man  das  Integral  fX^dx  yon  x==^Xq  bis  o;  =«  o:  finden  und  durch  die  Werthe 

Yon  X,  X\  X'\  X'"  an  den  Grenzen  ausdrücken,  wobei  die  Accente  Differential- 
quotienten nach  X  bezeichnen.  Um  dies  auszuführen,  multipliciren  wir  die 
Differentialgleichung  mii^  y  und  integriren.    Es  ist  dann 

m*rydy"'—J*y^dx=^0; 
daher 

worin  Y^^^Cy^dXy  Y^^^Jy'^dx  ist.  Darauf  multiplicire  man  die  Differential- 
gleichung mit  if  und  integrire.     Man  erhält 


daher 


*ß/dy''--yi/ydx^O; 


worin  a  eine  Constante  bedeutet,  welche  dem  doppelten  Werth  der  linken  Seite 
far  die  untere  Grenze  gleichkommt.    Integrirt  man  noch  einmal,  so  wird 


Diese  Gleichungen  bestimmen  7,  und  T^.    Man  findet 

^T^^^Jl^dx a(a?-a;o)  +  »»*[3yy'"-yy']^     •    •     •     (12). 

Ebenso  ergeben  sich  durch  Multiplication  der  Gleichung  mit  y"  und  y"  die 
Werthe  von  T^  '^ß/^dx  und  T,  ^J^"^dx.  Biest  Methode  lässt  sü^  auf  GUi* 
chwngen  von  beliebigem  Grad  anwenden. 
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Die  Gleichung  (12)  mit  Substitution  des  Werthes  von  a  aus  (10)  hat  Lord 
Bayleigh  in  seiner  Tlkeofy  of  Sou/nd  Art.  164  gegeben;  er  hat  sie  freilich  auf 
andre  Art  gefunden.  In  den  meisten  Fällen  lässt  die  Gleichung  (12)  sich  sehr 
vereinfachen,  da  die  Constanten  in  dem  Werth  Ton  X  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  man  einige  Differentialquotienten  von  y  an  den  Enden  des  Stabes  gleich 
Null  setzt.    Sind  beide  Enden  frei,  so  ist  an  jedem  Ende  y''s=o,  j^'^s^o,  daher 

^fX^dx^^la^  und  aus  (10)  geht  henror,  dass  der  Werth  Ton  2'  an  jedem  Ende 
—  a  ist.  Sind  beide  Enden  festgeklemmt,  so  ist  ^fx^dx  =  —  2  a,  worin  —  a  den 
Werth  Ton  m*X"*  an  jedem  Ende  angibt. 

Beisp.  2.  Man  zeige,  dass  die  Schwingungsperioden  eines  graden  Stabes, 
der  an  dem  einen  Ende  festgeklemmt,  cm  dem  anderen  frei  ist,  durch 

±  (««' +  e-"»»)  cos  wZ  +  1  =  0 
bestimmt  werden.  [Poisson.] 

Beisp.  3.  Die  Querschnitte  zweier  Btäbe  haben  gleichen  Flächeninhalt;  der 
Querschnitt  des  einen  ist  ein  Kreis,  der  des  anderen  ein  gleichseitiges  Dreieck. 
Man  beweise,  dass  die  Quadrate  der  Perioden  ihrer  entsprechenden  Töne  sich  wie 

23V  zu  3|/3  verhalten. 

Beisp.  4.  Wenn  die  Gleichung  d*u/dt*-{-d*u/dx*='0  und  die  Werthe  von 
u  und  du/ dt  für  alle  Werthe  von  o;  für  f  =  0  gegeben  sind,  u  als  Function  von  t 
und  X,  von  x=^  —  cx)  an  bis  x  »=  oo,  zu  finden. 

Ein  elastischer  Draht,  der  in  der  einen  Richtung  unbegrenzt  ausgedehnt  ist, 
wird  an  seinem  einen  Ende  durch  eine  Klemmschraube  festgehalten.  Wenn  eine 
Reihe  einfacher  seitlicher  Wellen,  welche  sich  in  der  Längsrichtung  des  Drahtes 
fortpflanzen,  an  der  Klemmschraube  zurückgeworfen  wird,  zu  zeigen,  dass  die 
zurückgeworfenen  Wellen  dieselbe  Amplitude,  wie  die  einfallenden  haben,  dass 
ihre  Phase  aber  um  ein  Viertel  einer  Wellenlänge  beschleunigt  ist.  Wie  verhält 
es  sich,  wenn  das  Ende,  statt  festgeklemmt  zu  sein,  frei  ist? 

[Math.  Tripos,  1879  und  Rayleigh's  Theory  of  Sownd,  Art.  192.] 

Beisp.  6.  Zwei  gleiche  und  ähnliche  elastische  Stäbe  AC,  BC  sind  bei  C 
unter  einem  rechten  Winkel  durch  ein  Gelenk  verbunden,  während  ihre  anderen 
Enden  festgeklemmt  sind.  Der  eine  schwingt  seitlich,  der  andre  in  der  Längs- 
richtung; man  beweise,  dass  die  Perioden  2nl*/P6*  sind,  worin  0  sich  aus 


1  + 


^      ,  ^  .  /sinö      ,  ^  ^8uihe\gl     ^S^f*      ^ 

cos  $  cosh  $  4- 1  — ;r—  cosh  ö  —  cos  ö  — ;r—  1  ^  cot  —V  =  0 
^  \  e  e    /  f^        gl 


ergibt,  während  l  die  Länge  eines  jeden  Stabes  und  /",  g  zwei  von  dem  Material 
abhängige  Constanten  bezeichnen. 

Beisp.  6.    Die  Enden  A^  B  und  ein  Punkt  C  eines  Stabes  A  CB  liegen  fest. 
Wenn  2n/m*a^  eine  Periode  darstellt,  zu  beweisen,  dass 

sinm(I|4-^)  sinh  m{li-\-l^) 


ean  ml^ '  sm  ml^      sinh  m^- sinh  m{| 

ist,  worin  AC^^l^^  CB  =  l^  gesetzt  wurde. 

Da  1]  und  d^ri/dx^  bei  B  Null  sind,  so  erhält  man 

12,  =  {  -4  sin  m{x  —  ^)  +  -ff  sinh  m{x  —  /,) }  sin  m^aH , 

wobei  C  der  Goordinatenanfang  ist.  Den  entsprechenden  Ausdruck  für  ijj  findet  man, 
wenn  man  darin  — \  statt  l^  schreibt.  Bei Cist  ri^  und  y].  Null,  dr\^ldx=^diii^ldx^ 
und,  da  das  Paar  bei  C  dasselbe  für  jeden  Stab  ist,  d^rii/dx*  =  d*fi^/dx^.  Diese 
Bedingungen  führen  zu  dem  obigen  Resultat. 
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Beisp.  7.  An  dem  Mittelpunkt  eines  dünnen  gleichfönnigen  elastischen 
Stabes  von  der  Länge  21  and  der  Masse  P,  dessen  Enden  der  Lage  und  Richtung 
nach  festliegen,  ist  eine  Masse  P/n  befestigt.  Man  beweise  (1),  dass  die  sym- 
metrischen seitlichen  Schwingungen  durch 

ri  — » £X(L  sin  m^a^t  +  3f  cos  m^a^t) , 

sinh  mx  —  sin  mx      cosh  mx  —  cos  mx 

cosh  ml  —  cos  m l        sinh  ml-\-  sin  m l 

bestimmt  werden,  worin  x  von  einem  der  beiden  Enden  nach  dem  Mittelpunkt  ^u 
gemessen  wird;  (2)  dass  m  der  Gleichung 

ml{l  —  cosh  m2<  cos  fnZ)  =  n (cosh  mJ*  sinmZ-l-  siiihml-  cosmQ 

genügt;  (8)  wenn  das  System  durch  die  Masse  P/n  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
indem  diese  mit  der  Geschwindigkeit  V  rechtwinkelig  in  seinem  Mittelpunkt  wider 
den  Stab  stösst  und  dann  an  ihm  angeheftet  bleibt,  dass  die  seitliche  Ver- 
schiebung zur  Zeit  t,  ri=^  2XL  sin  m^a^t  ist,  worin  L  an  Stelle  des  Ausdrucks 

2  V  (cosh  ml  •  cos  ml  —  1)  (cosh  ml  —  cos  ml)  (sinh  tnZ  -|-  sin  ml) 

m'a*  (cosh  ml  •  cos  m/  —  1)'  +  ♦*  (cosh  ml  —  cos  ml)^ 

steht. 

[Math.  Tripos,  1895.] 

Wie  die  beiden  ersten  Theile  des  Problems  aufzulösen  sind,  ist  bereits  er- 
klärt worden.  Bei  dem  dritten  Theil  benutze  man  die  Methode  der  Multipli- 
catoren.  Anfangs  ist  fBr  alle  Punkte  des  Stabes  und  für  den  Massenpunkt  i]  =»  0, 
während  dri/dts==^0  für  jeden  Punkt  des  Stabes,  für  den  Massenpunkt  dagegen 
«r  V  ist.  Wendet  man  das  in  §  399  angegebene  Verfahren  auf  den  Ausdrucl^ 
für  1]  an,  so  erhält  man 

worin  Qdx  die  Masse  des  Elementes  dx,  X^  den  Werth  yon  X  für  x^l  be- 
zeichnet und  die  Grenzen  Ton  0  bis  l  gehen.«  Daraus  ergibt  sich,  nachdem  man 
integrirt  hat,  das  gesuchte  Resultat. 

Beisp.  8.  Die  Perioden  der  Schwingung  eines  elastischen  Stabes  AB  zn 
finden,  dessen  Enden  J.,  B  festliegen. 

Setzt  man  b*  =  {Em  +  T)/(oD,  a*  •=  T/cdD,  so  wird  die  Bewegungsgleichung 
eines  elastischen  Stabes,  wie  er  in  §  628  besprochen  wurde, 

dt^^"^  dx'    "  dx^dt^    "*  aa:»-"- 

Sie  stimmt  mit  der  Gleichung  überein,  die  Donkin  in  seinen  ÄcousUcs,  Art.  178, 
gibt;  vergleiche  auch  Clebsch.    Die  Endbedingungen  sind 

dx*       aV  cx^  OXCt*        oaJJ  CX 

Substituirt  man  fi^^A<^*%inmt^  so  erhält  man  die  quadratische  Gleichung 

fe'ft'r*  —  (a»  —  ifc*«!*)  r'  —  m«  «  0 
und  bezeichnet  man  ihre  Wurzeln  mit  r*=« — |)',  r'esg*,  so  ergibt  sich 

fl=^[A sin px-^B  cos px 4-  S sinh q^x-^  K cosh gx] sin mt^ 

wozu  noch  ein  ähnliches  Glied  mit  cosmt  kommt.  Wir  bemerken,  dass  q^  grösser 
oder  kleiner  als  p'  ist,  je  nachdem  a'  grösser  oder  kleiner  als  ib'm'  ist.  Da  die 
Rotationsträgheit  gewöhnlich  klein  ist,  so  hat  A;'m'  nur  bei  sehr  grossem  m  keinen 
kleinen  Werth.    A;'&'   dagegen  ist  nicht  nothwendiger  Weise  klein,   da  es  den 
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Factor  Eo)  -f-  T  enthält.  Bei  einem  steifen  Stab  ist  E  und  bei  einem  straff  an- 
gezogenen Faden  (wie  bei  einer  Clayiersaite)  ist  T  gross. 

Liegen  die  Enden  J,  B  des  Fadens  fest,  so  hat  man  an  jedem  Ende  97 »  0, 
d^fi/dx*=^0.    Diese  Bedingungen  führen  zu  ti^^  Ä  sin  px  omni,  worin 

und  BUkpl^nO  ist. 

Beisp.  9.  Ein  Stab  Ton  der  Länge  21  ist  zwischen  zwei  festen  Fimkten  Ä 
und  B  ausgedehnt  und  an  seinem  Mittelpunkt  ist  ein  Massenpunkt  M  angeheftet. 
Man  beweise,  dass  die  symmetrischen  Schwingungen  durch 

rismpCx  —  T)      mahq(x  —  T)\    . 

n  =  L\ — ^-^ =-^ i^ — j-^i  smmt 

l    pcoapl  qcoBql     i 

dargestellt  werden,  worin  —  p'  und  q*  (d.  h.  die  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung in  Beisp.  8)^  wenn  man  den  Coordinatenanfang  im  Mittelpunkt  annimmt, 

durch  die  Gleichung 

ig pl      tgg?^  2ft  j?«  +  g« 

p  q        Ml    p^q^ 

yerbunden  sind,  in  welcher  fi  die  Masse  des  Stabes  bezeichnet. 

Beisp.  10.  Ein  Stab  AB  tnacht  seitliche  Schwingungen  ohne  Spcmmmg'^  man 
hite  die  Bewegungagleichitng  und  die  Endbedingtmgen  aus  den  Lagrang e'schen 
allgemeinen  Gleichungen  ab. 

Der  Stab  werde  in  n  Elemente,  jedes  von  der  Länge  l  getheilt  und  ^ 

^0 »    ^1  ^    ^2 »    •  *  • j    Vn 

seien  die  Ordinaten  der  n-|- 1  Endpunkte;  siehe  §  402.  Jedes  Element  wirkt  auf 
das  nächste  in  der  Reihe  durch  einen  Druck  X,  eine  Scheerkraft  Y  und  ein  Paar 
L^  —  F/q  ein  und  dabei  ist,  wenn  man  unter  fj^  die  trennende  Ordinate  versteht, 

Q^^dx^"  l* 

Es  seien  femer  X^,  T^^  L^,  X^^  Y^^  L^  die  an  den  Enden  Ä ,  B  angreifenden 
Kräfte  und  Paare,  wie  in  §  628. 

Da  die  Ordinate  des  Schwerpunktes  eines  jeden  Elementes  y(^«~I~^4-i) 

ist  und  die  lebendige  Kraft  der  B>otation  yemachlässigt  wird,  so  erhält  man 

worin  £  die  Summirung  Ton  «»»O  bis  s^^n  —  1  angibt.  Nach  Bd.  1 ,  §  349  ist 
femer  die  Arbeitsfunction 

-r  -^0  — i r  ^oVo  1 

worin  £  die  Summirung  Ton  «»  1  bis  «»n  —  1  yerlangt.  Die  Lagrange *8che 
Gleichung  fQr  die  Ordinate  ri^  lautet 

Bedenkt  man,  dass  ij^  in  zwei  Termen  von  T  und  drei  Termen  von  U  vor- 
kommt, so  erhält  man  nach  Division  mit  €9 Dl 
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5iT(^*+i  +  ^^«  +  ''— i) ^-j V ^ 

+ ^1 }• 

In  der  Grenze  ffir  Z««-0  wird  daraus 

a««        D  aa;»a«*' 

Um  die  Endbedingongen  zn  finden,  betrachte  man  die  letzte  Ordinate  i}^ 
und  setze  «x^n;  in  dem  Ausdruck  für  XJ  ezistiren  dann  die  beiden  Terme  nicht, 
welche  ''i^a.x  ^^<^  ^«4-s  enthalten.  Lässt  man  sie  aus  der  Lagrange 'sehen 
Gleichung  ffir  r\^  weg  und  schliesst  die  Terme  mit  L^  und  Y^  ein,  so  wird 

und,  wenn  man  mit  l  multiplicirt  und  2  3=0  setzt, 

Schliesslich  betrachte  man  die  Ordinate  ri^^i-  Setzt  man  s^^n  —  1  und 
bedenkt,  dass  der  Term  mit  ii^^j  in  dem  Ausdruck  für  U  nicht  existirt,  so  wird 
die  Lagrange'sche  Gleichung 


+ 


K^T 


Addirt  man  sie  zu  der  Lagrange'schen  Gleichung  für  i]^  und  nimmt  die 
Gbrenze,  so  hat  man 

Die  Bedingungen  an  dem  anderen  Ende  des  Stabes  ergeben  sich  durch  Symmetrie. 

§  631.  Beisp.  1.  Die  natürliche  GestaU  eines  dünnen  unausdeihnbaren  Stabes 
ist,  wenn  er  sich  in  Ruhe  befindet,  ein  Kreisbogen;  der  Stab  macht  kleine  Schwingungen 
um  diese  GestaU.  Wenn  der  Bogen  ein  vollständiger  Kreis  ist,  gu  beweisen,  dass 
die  Perioden,  2«/p,  durch  9"(i'+ 1)  =  «•■(♦'• — !)■  gegeben  sind,  worin  i  irgend 
eine  ganze  Zchi  und  a  eine  Constante  bedeutet,  welche  von  der  Biegsamkeit  des 
Stabes  abhängt.  Ist  der  Bogen  kein  vollständiger  Kreis  und  sind  seine  beiden 
Enden  frei,  gu  zeigen,  dass  man  ihn  bei  passenden  Anfangsbedingungen  sgmmefyristh 
um  seinen  Mittelpunkt  m4t  einer  Periode  2n/Q  schwingen  lassen  kann,  wenn  der 
Centfiwvnket  26,  der  zu  dem  Bogen  gehört,  der  Gleichung 

tg»6  *  tgwjö  "'  tgn^e 

genügt,  in  welcher  n\  n^',  n,'  die  reellen  oder  complexen  Wurzdn  der  cubischen 
Gleichung  ax{x  —  !)•  =  (a;  +  ^)q^  bezeiüinen. 

Man  leite  daraus  den  Poisson'schen  Äusdru>ck  für  die  Schwingungsperioden 
eines  graden  Stabes  mit  freien  Enden  ab. 

X,  Y,  L  seien  die  Spannung,  die  Scheerkraft  und  das  Biegungsmoment  an 
irgend  einem  Punkt  P  des  Stabes;  sie  sind  sämmtlich  kleine  Grössen  ron  der- 
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selben  Ordnung  wie  die  Schwingnng.  Die  ungestörten  und  die  gestörten  Coordi- 
naten  von  P  seien  a,  0,  bez.  a{l-\-u),  6  +  qt.  Die  Bewegungsgleicbungen  werden, 
wenn  man  die  Quadrate  kleiner  Grössen  yemachlässigt: 

worin  m  die  Masse  der  Längeneinheit  angibt  und  das  Paar  L  wie  in  §  628  ge- 
messen wird.  Sind  p  und  q  das  Verbältniss  der  Verlängerung  und  der  Krtunmungs- 
Termehrung  zu  ihren  ungestörten  Werthen  fOr  ein  Element  des  Stabes  bei  P,  so 
findet  man  (siehe  die  Note  an  dem  Ende  des  Buches) 


P^-^  +  u,   q  —  [^+sed' 


Da  der  Stab  unausdehnbar  ist,  so  hat  man  p^=0  und  nach  einem  Satz  in  der 
Statik  L  =  —  Eq.  Eliminirt  man  X,  T,  L  und  u  aus  diesen  Gleichungen,  so 
erhält  man  die  lineare  Gleichung 

(1  —  ^1)  d^ip/dt^  «  «*«(**  +  1)«9 , 

worin  9  für  d/dd  steht  und  a  =*  E/ma*  ist. 

Um  sie  aufzulösen,  setze  man  tp  =»  Z3f  sin  ^t  sin  (nß  -\-  b).  Durch  Substitution 
dieses  Ausdrucks  reducirt  sich  die  Gleichung  auf  Q*{n*  +  l)="an"(n*  —  1)*. 

Ist  der  Kreis  Tollständig,  so  müssen  die  Werthe  von  q>  sich  stets  wieder- 
holen, wenn  0  um  2«  yergrössert  wird  und  n  muss  daher  eine  ganze  Zahl  sein. 
Ist  er  dagegen  unvollständig,  so  unterliegt  der  Werth  von  n  keinen  weiteren  Be- 
schränkungen, als  dass  zwischen  g  und  n  die  obige  Gleichung  bestehen  muss. 
Daraus  folgt,  dass  jedem  Werth  von  g  drei  Werthe  von  n  entsprechen  und  tp  also 
die  Form 

9  =  2;8in(p«-f  J){3f  sin  (nÖ  +  e)-fiJfi  sin  (niö-fei)  + Jtf,  sin  («,04-«,)} 

annimmt.  Die  in  der  Aufgabe  angegebene  Bedingung  erhält  man  dadurch,  dass 
man  X,  T  und  L  an  jedem  Ende  des  Stabes  verschwinden  lässt. 

Die  Schwingungen  eines  vollständigen  Kreises  hat  Lord  Bayleighin  seinem 
TreaUse  on  Sound,  Vol.  I,  Art.  233  in  einer  von  der  vorstehenden  abweichenden 
Art  untersucht.  Die  Gleichung,  welche  q  in  Termen  der  ganzen  Zahl  i  liefert, 
schreibt  man  Hoppe  zu,  der  sieinGrelle*s  Journal,  Bd.  13,  1871  veröffentlichte. 

Beisp.  2.  Die  natürlich  OeOaU  eines  Stabes  ist  ein  Kreis  vom  BaditM  a  und 
der  Stab  ist  sotookl  ausdehnbar  wie  biegsam;  man  sott  die  kleinen  Schwingungen  finden. 

Man  betrachte  den  elementaren  Theil  des  ungestörten  Stabes,  welcher  von 
zwei  zu  seiner  Axe  senkrechten,  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  P,  Q 
gehenden  Ebenen  begrenzt  wird.  Macht  man,  wie  gewöhnlich,  die  Voraussetzung, 
dass  diese  Ebenen  auch  dann  noch  normal  auf  der  Axe  stehen,  wenn  die  Krümmung 
vergrössert  worden  ist,  so  ergibt  sich,  dass  die  unausgedehnten  Längen  der  Fasern 
des  Elementes,  welche  auf  beiden  Seiten  von  PQ  liegen,  der  unausgedehnten  Länge 
von  PQ  nicht  gleich  sind,  sondern  auf  der  convexen  Seite  länger,  auf  der  con- 
caven  kürzer  sind.  E  sei  Toung*s  Elastidl&tsmodul,  m  der  Flächeninhalt  des 
Querschnittes  bei  P,  mk*  das  Trägheitsmoment  für  eine  durch  seinen  Schwerpunkt 
gehende  und  auf  der  Biegungsebene  senkrechte  Axe  und  a  der  ungestörte  Radius 
der  Axe  des  Stabes.  Durch  Integration  ergibt  sich  dann,  dass  die  resultirende 
Spannung  X  aller  den  Querschnitt  m  kreuzenden  Fasern  und  ihr  Biegungsmoment 
L  durch 

X  =  Emp  —  E ^  q^Ap  —  Bq, 
a  a" 
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gegeben  sind,  worin  p  und  q  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  dem  letzten  Beispiel^ 
haben.  Ebenso  erhält  man  die  potentielle  Energie  der  Fasern  einer  Elementar- 
länge ds  des  Stabes 

dV:==\d8{Äp^  +  Bq^; 

von  dieser  Gleichang  machen  wir  übrigens  bei  der  folgenden  Lösung  keinen  Gre- 
brauch.    Sie  wird  in  der  Note  am  Ende  dieses  Buches  bewiesen. 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  X  und  Z  in  die  dynamischen  Gleichungen 
des  Torigen  Paragraphen  und  eliminirt  Y,  so  findet  man 

ma*^^Ä9p,    ma»^  =  B(«»+l)g--4p, 

worin  9  fOr  d/dd  steht.  Da  die  Werthe  von  p  und  q  in  dem  Yorigen  Beispiel 
gegeben  wurden,  so  hat  man  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  9  und  u  ab- 
leiten lassen,    um  sie  aufzulösen,  setze  man 

9  =  2?ilf  sin(p<+  f)  sin(n6  -|-  *)i    **  =  £Nem((ft-\- i)cos  (nö  -|-  «)• 
Substituirt  man  und  eliminirt  M/N  wie  gewöhnlich,  so  wird 

w'aV*  —  waV'  { -1  (n«  +  1)  +  JB(n»  —  1)' }  +  ^-B«"  (♦»'  —  1)"  =  0. 

Wenn  die  ungestörte  Gestalt  des  Stabes  ein  vollständiger  Kreis  ist,  so  kann 
n  jede  ganze  Zahl  sein  und  die  beiden  Perioden,  nämlich  2n/Q,  die  jeder  ganzen 
Zahl  entsprechen,  sind  durch  die  vorstehende  Gleichung  gegeben.  Hat  der  Stab 
aber  die  Form  eines  Bogens,  so  unterliegt  n  lediglich  der  Beschränkung,  dass  es 
mit  p  durch  diese  Gleichung  verbunden  ist.  Jeder  Term  in  den  Ausdrücken  fSb: 
qp  und  u,  die  durch  irgend  einen  Werth  von  q  bestimmt  werden,  hat,  wie  in  dem 
vorigen  Beispiel,  drei  ihm  entsprechende  Werthe  von  n  und  enthält  daher  drei 
Glieder  von  der  Form  M  sin  {nO  +  e). 

Aus  den  Bedingungen,  unter  welchen  X,  Y  und  L  an  jedem  Ende  des 
Stabes  Null  werden,  ergibt  sich,  dass  p,  q  und  dg  an  denselben  Punkten  ver- 
schwinden müssen.  Sie  bestimmen,  wie  in  dem  letzten  Beispiel,  e,  c^,  £,  die 
Verhältnisse  üf^/üf ,  M^/M  und  liefern  eine  Gleichung,  die  q  mit  der  Länge  des 
Bogens  verbindet.  Die  thatsächlichen  Werthe  von  p  und  n  sind  jetzt  bekannt; 
dagegen  bleiben  in  den  Reihen  für  <p  und  u  die  beiden  Constanten  M  und  i  in 
jedem  Term  noch  unbestimmt.  Da  jedem  Werth  von  n  zwei  durch  die  quadratische 
Gleichung  bestimmte  Werthe  von  q  entsprechen,  so  kann  man  jeder  dieser  Reihen 
die  Gestalt 

geben,  worin  n,  £,  e'  bereits  gefunden  worden  sind.  Die  Verhältnisse  zwischen  den 
Constanten  in  den  beiden  Reihen  sind  auch  schon  gefunden  worden ;  es  bleiben  also 
nur  noch  die  vier  Constanten  in  jedem  zusammengesetzten  Term,  nämlich  üf,  M\ 
{:,  £"  zu  ermitteln.  Man  erhält  sie  mit  Hülfe  des.  Fourier^schen  Theorems,  wenn 
die  Anfangswerthe  von  9,  dq>/dty  u  und  du/ dt  für  alle  Werthe  von  6  be- 
kannt sind. 

Eine  andere  Auflöswng.  Vertiüirt  man,  wie  in  §  630,  Beisp.  10,  so  lassen  sich 
die  Schwingungen  auch  mittelst  der  Lagrange'schen  Gleichungen  finden.  Wir 
theilen  den  Stab  in  n  Elemente,  von  denen,  ein  jedes  zu  dem  Centriwinkel  dO=^l 
gehört.  Die  Masse  eines  Elementes  ist  dann  mal.  Die  Coordinaten  der  n-j-l^ 
Enden  der  Elemente  seien  (y^,  Uq),  (qp^,  t«j),  etc.,  (qp^,  u^.  Nimmt  man  die  Ge- 
schwindigkeit des  Schwerpunktes  und  vernachlässigt  die  lebendige  Kraft  der 
Rotation,  so  erhält  man 

2T  =  mal  .  ^  ■^{(«;+,  +  «;)«+ (Vi+i  +  vi)'}. 
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worin  £  die  Snmmirung  Ton  «=>0  bis  8=^n  —  1  angibt  und  die  Aceente  Diffe- 
rentiationen nach  t  bedeuten. 

Wir  betrachten  dann  zunächst  die  Arbeitsfunction;  an  jedem  der  Ver- 
bindungspunkte (9^,  tt|),  etc.,  (9^_2f  ^»— i)  ^^  Kräfte  vorhanden,  die  Span- 
nungen hervorrufen,  während  die  Enden  (qp^,  u^),  (9^,  uj  frei  sind.    Die  Arbeit 

einer  jeden  ist  der  Arbeit  deijenigen  Kraft  gleich,  welche  ein  Element  ds  aus- 
dehnt und  diese  ist  bekanntlich 


Femer  hat  man 


-4-äö"»  +  '* ? +  **•• 

Setzt  man  d8=»al,  so  wird 

worin  27  die  Summirung  von  8»»1  bis  s^^n  —  1  verlangt.     Um  die  zwei  Be- 
wegungsgleichungen zu  erhalten,  substituire  man  diese  Functionen  in 

±dT^,dV_         d  dT  ^dV  _^ 
dtdfp^'^dtp,'^    '     dtduj'^du,^    ' 

Bedenkt  man,  dass  9^  in  zwei  Termen  von  V  und  u^  in  vier  Termen  auf- 
tritt, so  erhält  man  nach  der  Division  mit  al 

+  ¥[— F^ +  «.+1; +  *(,!?- 4-  ijl^-^!^ |i +  u.j 


+-ify ji +«,_ij-o 

Für  2  «B  0  redudren  sich  diese  Gleichungen  offenbar  auf 


(B). 


m 


-•"+'*  gi+-)+*Äfö+")+»f^+-)-»- 


Sie  sind  die  gesuchten  Bewegungsgleichungen. 

um  die  Bedingungen  an  den  Enden  zu  erhalten,  betrachte  man  die  Goordi- 
naten  9^,  u^^ .  Setzt  man  «=an,  so  fehlen  die  Glieder,  welche  9,j.i»  **,_Lit  <*,4.2 
enthalten,  in  dem  Ausdruck  f&r  V.  Lässt  man  sie  aus  den  Gleichungen  (A)  und 
(B)  weg,  so  wird 
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d     a 


_«_(«,  + «^_j)+_j _ +  »,_^j_0. 

Multiplicirt  man  mit  2  oder  {*  und  geht  zur  Orenze  Aber,  so  erUIt  man 

i>  — 0.  «  —  0. 

Schliesslich  betrachte  man  die  Coordinate  w,_x-    Setzt  man  s  =  n  —  1, 

läset  den  Term  in  (B)  weg,   welcher  w,^.]  enthält  und  addirt  den  Best  zu  der 

obigen  Lagrange'schen  Gleichung  fBr  «  ,  so  ergibt  sich 


d 


+  *  V"i*~  +  V  V i* "*■  —V 

+  |t(^ ji +««-»j-o- 

Durch  Hnltiplication  mit  2*  und  Uebergiuig  zur  Grenze  wird  daraus 


Kapitel  XIV. 

Die  Bewe^ng  einer  Membran. 

Die  seitlichen  Schwingungen  einer  ebenen  Membran. 

§  632.  Wir  wollen  nun  eine  ebene  Membran  zum  Gegenstand  unserer  Be- 
trachtung machen,  die  überall  gleichmässig  ausgedehnt  ist  und  deren  Grenzen 
entweder  festliegen  oder  gegebenen  Bedingungen  unterworfen  sind.  Ihre  Ebene 
sei  die  xy -Ebene.  Die  Membran  werde  so  gestört,  dass  ihre  Massenpunkte 
parallel  zur  jer-Axe  etwas  verschoben  werden.  Sie  wird  dann  Ideine  Schwingungen 
um  die  a;y- Ebene  ausfahren.  Die  Gesetze  fQr  diese  Schwingungen  wollen  wir 
jetzt  finden. 

a>  sei  die  Verschiebung  eines  Massenpunktes  P  zur  Zeit  t,  dessen  Coordinaten 
im  ungestörten  Zustand  rc,  y  sind.  Ist  dxdy  eine  Elementarfläche  bei  dem  Punkt  P, 
so  sei  Qdxdy  ihre  Masse;  wenn  die  Membran  homogen  ist,  so  bedeutet  also  q 
die  Masse  der  Flächeneinheit.  Da  die  Schwingungen  transversal  stattfinden,  so 
ist  die  Effectivkraft  an  dem  Element 

Qdxdyd^w/dt*, 

m 

Betrachten  wir  nun  die  Action  quer  über  eine  Seite,  z.  B.  dy,  der  Elementar- 
fl&che,  so  kann  sie  in  dem  allgemeinen  Fall  einer  Lamelle  aus  einer  Kraft  und 
einem  Paar  bestehen.  Da  aber  eine  Membran,  wie  ein  Faden,  auf  beliebige  Art 
gefaltet  werden  kann  und  eine  Kraft  nur  ihrer  Länge  nach  ausüben  kann,  so  muss 
das  Paar  Null  sein  und  die  Kraft  in  der  Berührungsebene  wirken.  Da  femer  die 
Membran  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  ausgedehnt  ist,  so  wirkt  diese  Kraft 
senkrecht  zu  der  betreffenden  Seite.  Wir  wollen  sie  durch  Tdy  darstellen;  T 
heisst  alsdann  die  Spannung  in  Bezug  auf  die  Längeneinheit,  manchmal  kürzer 
auch  nur  die  Spannung^). 

Die  Actionen  quer  über  die  beiden  der  y-Axe  parallelen  Seiten  des  recht- 
winkligen Elementes  hat  man  parallel  zur  g-Axe  zu  zerlegen.  Die  Gomponenten 
sind  offenbar 


dw      _ ,    (dw  ,    d*w   .  \ 


dl/D 
Die  Resultante  der  beiden  Gomponenten  ist  T-^-^  dxdy.    Ebenso  findet  man  die 

Resultante  der  beiden  Actionen  quer  über  die  der  a;-Axe  parallelen  Seiten  gleich 


1)  Eine  vollständigere  Discussion  dieser  Principien  der  ElasÜcitätstheorie 
findet  man  in  den  Ligons  sur  la  ihdorie  maÜUmaUgue  de  rHacUciU  des  carps 
solides  von  G.  Lam^.  Die  im  Text  angegebene  Bewegungsgleichung  hat  zuerst 
Poisson  in  seinem  Memoire  sur  l'^quüibre  et  le  fnowoememt  des  corps  dlastiques  in 
Bd.  8  der  Mimoires  de  Vlnstitwt,  1828  aufgestellt.  Auch  die  Schwingungen  einer 
rechteckigen  Membran  (§  6d5)  hat  er  zuerst  besprochen. 


/ 
/ 
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T  -^—^  dx  dy .  Nimmt  man  diese  Resultanten  zusammen  und  setzt  sie  den  EffecÜT- 
kräften  gleich,  so  erhält  man  die  Bewegungsgleichung 

^J^^^Kd^'  +  W/ 

§  633.  Da  man  die  Coordinatenaxen  durchaus  beliebig  wählen  kann,  wenn 
sie  nur  rechtwinklig  zu  einander  sind,  so  muss  diese  Gleichung  för  jede  Richtung 
der  Axen  gelten.  Wird  die  Membran  auf  schiefwinklige  Axen  bezogen,  die  den 
Winkel  e  miteinander  machen,  so  ist  die  Bewegungsgleichung,  wie  sich  leicht 
zeigen  lässt, 

§  634.  um  ein  Integral  der  Bewegungsgleichung  zu  erhalten,  bedenke  man, 
dass  es  der  Membran,  von  den  Grenzen  abgesehen,  möglich  sein  muss  so  zu 
schwingen,  als  ob  sie  aus  einer  Reihe  nebeneinander  geleg^r  Fäden  bestände, 
deren  Länge  irgend  einer  festen  Richtung  parallel  ist.  a  sei  der  Winkel,  d^i 
diese  feste  Richtung  mit  der  a;-Axe  macht.  Setzt  man  dann  T=m^Q^  so  ist  eine 
Lösimg  der  Gleichung  sicherlich 

«7  B=s  f(x  cos  tt-\-yaisi.cc  —  mt)-\-  F{x  cos  tt-^-yema-}-  mt\ 

worin  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet  und  /*,  F  zwei  willkürliche  Fimctionen 
bezeichnen,  die  stetig  oder  unstetig  sind,  wie  in  §  620  erklärt  wurde.  Jede  der 
beiden  Functionen  mit  einem  gegebenen  Werth  Ton  a  stellt  eine  Welle  dar,  welche 
sich  in  der  durch  a  definirten  Richtung  mit  einer  Front  fortpflanzt,  die  stets  der 
Geraden  x  cos  a-^-yainu^^O  parallel  ist.  Eine  ToUständigere  Lösung  erhält  man 
dann  durch  Summirung  für  alle  Werthe  von  a. 

Da  es  sich  um  schwingende  Bewegungen  handelt,  so  ist  es  Tortheilliafter, 
die  Functionen  f  und  .F  in  Sinusse  und  Cosinusse  zu  entwickeln.  Für  eine  Haupt- 
schwingung allein  ist  w^  P6isipmt-\-  Q  cos pmi,  worin  man  P  und  Q  eine  der 
beiden  gleichwerthigen  aber  mit  yerschiedenen  Constanten  behafteten  Formen 
geben  kann: 

£{ Ä  sinjp(a; cos u -\- y  an  a)  ■■{'  B co%p{x cos a'\'yBma)} 

-j-  2{Csmp{x cos a  —  t/ sin a)  +  -D cos p (x cos u  —  y  sin a) } 


=  ^^  ^B  (P*  '^  ")  ^8  (*S"^  «) 


Die  positiven  Werthe  von  a  sind  in  der  ersten  Zeile,  die  negativen  in  der 
zweiten  enthalten.  Daraus  folgt,  dass  £  die  Summirung  für  alle  positiven  Werthe 
von  a  verlangt. 

§  636.  Die  reckteekige  Membran.  Die  S<^w>ingungen  einer  homogenen  recht- 
winkligen Membran  zu  finden,  deren  vier  Chremen  festliegen. 

OÄCB  sei  die  Membran  und  die  Seiten  OA,  OB  die  x-  und  j^-Axe.  Es 
sei  femer  OJL  =  a,  OB^^^^h,  Wir  haben  dann  eine  solche  Lösung  zu  finden,  die 
(1)  U7  =ss  0  macht,  wenn  o;  =  0  und  wenn  X'^a  ist,  unabhängig  von  allen  speciellen 
Werthen  von  y ;  (2)  die  w  fOr  y  =  0  und  ffir  y  =»=  &  zu  Null  macht,  unabhängig 
von  jedem  speciellen  Werth  von  x.  Eine  solche  Lösung  kann  man  ohne  Weiteres 
aus  der  allgemeinen  in  §  634  gegebenen  Form  auswählen,  nämlich 

w  =  SL  sin  {px  cos  a)  sin  {py  sin  a)  coa  pmt 
und  einen  ähnlichen  Ausdruck,  der  sinjpm^  enthält.    Darin  muss 

2)acoBaBsfgv,    phfnsLa^^i'% 
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sein,  worin  i  und  i'  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten.    Die  Perioden  (nämlich 
2n/pm)  werden  daher  durch 


©'-(^)*+{iT 


bestimmt. 

Es  erscheint  nun  fraglich,  ob  diese  Lösung  vollkommen  allgemein  ist  oder 
nicht.  Sie  genügt  der  Bewegungsgleichung  und  allen  Grenzbedingungen.  Wenn 
man  zeigen  kann,  dass  sie  auch  den  Anfangsbedingungen  der  Membran  genügt, 
so  schliesst  sie  zweifellos  jeden  Fall  ein.  Die  Anfangsverrückung  sei  to  =»  9  (x,  y) ; 
setzt  man  ^=>0,  so  wird 

qt  {x^  y)  ra  2L  sm sm  — ^ 

für  alle  Werthe  von  x  und  y,  die  kleiner  als  a  bez.  5  sind.  Nach  einer  Verall- 
gemeinerung des  Fouri  er 'sehen  Theorems  ist  aber  eine  solche  Entwickelung  stets 
möglich.    Die  Lösung  ist  daher  ToUkommen  allgemein. 

Beisp.  Das  Gewicht  W  einer  rechteckigen  Membran  und  ihre  Spannung 
T  in  Bezug  auf  die  Längeneinheit  sind  bekannt.  Man  zeige^  dass  der  tiefste  Ton 
hervorgebracht  wird,  wenn  die  Membran  ein  Quadrat  ist  und  dass  die  Periode 

des  Tones  alsdann  {2W/gT)^  ist.  Die  Periode  hängt  also  von  dem  Flächen- 
inhalt nicht  ab.  [Poisson*s  Theorem.] 

■ 

§  636.  Wenn  die  Schwingungsperiode  einer  rechteckigen  Membran  durch 
einen  Werth  von  p  gegeben  ist,  so  sind  alle  möglichen  Schwingungsarten  in 
der  Form 


£Lsm sin— =-^   cospmt 


enthalten,  wozu  noch  ein  ähnlicher  Term  mit  am  ptnt  kommt.    In  dieser  Form 
stellen  %  und  i'  beliebige  ganze  Zahlen  dar,  welche  der  Gleichung 


Ü)+(t)"-«)' 


genügen. 

Wenn  zwei  Gruppen  von  Werthen  der  i  und  «'  der  vorstehenden  Gleichung 
genügen,  so  verhalten  sich,  wie  man  leicht  sieht,  die  Quadrate  der  beiden  Seiten 
wie  zwei  ganze  Zahlen.    Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  hat  jede  Schwingung 

die  Form 

•  •/ 

t^x  .    t  icy  ._.  .■■-#.  .V 

,  tosssm sm  — —- (i  cos  pm*  +  i  smpmQ 

und  enthält  nur  zwei  Constanten,  nämlich  L  und  L\    In  diesem  Fall  ist  jede 
Schwingung  eine  Hauptschwingung  und  alle  Perioden  sind  verschieden. 

Wenn  aber  verschiedene  Gruppen  von  Werthen  der  %  und  i*  in  derselben 
Periode  auftreten,  so  kommen  mehr  als  zwei  Constanten  in  dem  Ausdruck  für 
jede  Schwingung  vor.  In  diesem  Fall  kann  offenbar  die  Membran  auf  ver- 
schiedene Art  so  in  Schwingung  versetzt  werden,  dass  die  Perioden  dieselben 
sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Lagrange^sche  Gleichung (§  67),  welche  die  Perioden 
der  Uauptschwingungen  liefert,  eine  Anzahl  gleicher  Wurzeln  hat. 

§  687.  Die  KnofterUinien  sind  solche  Linien  auf  der  Membran,  die  während 
der  ganzen  Bewegung  in  ihrer  Gleichgewichtslage. bleiben.  Wenn  die  Periode  so 
beschaffen  ist,  dass  in  der  Schwingung  nur  eine  Gruppe  von  Werthen  der  i  und  i' 
auftreten,  so  sind  die  Knotenlinien  für  diese  Schwingung  selbstverständlich  durch 


f 

/ 
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sin sin  — r^  =  0 

a  0 

definirt..  Diese  Werthe  von  x  oder  y  machen  den  Goefficienten  von  cospmt  so- 
wohl als  den  von  «mpmt  zu  Null.  Die  Enotenlinien  sind  daher  Gerade,  die  den 
Seiten  parallel  laufen.  Gibt  es  aber  Terschiedene  Gruppen  der  %  und  t",  welche 
dasselbe  p  ergeben,  und  sind  die  Anfangsbedingungen  derart,  dass  die  ent- 
sprechenden Coefficienten  in  den  Coefßcienten  yon  cospmt  und  sinpmt  in  dem- 
selben Yerh&ltniss  zu  einander  stehen,  so  sind  die  Enotenlinien  durch  die  Gleichung 

ZL  sin sm  — ^-^  =  0 

a  0 

definirt.  Sie  können  sehr  verschiedene  Gestalt  haben,  welche  von  der  Anzahl  der 
Terme  in  der  Reihe  und  von  den  wiUkürlichen  Werthen  abhängt,  welche  man 
den  durch  den  Buchstaben  L  dargestellten  Coefßcienten  beilegen  kann.  Lam^ 
gibt  in  seiner  Elasticitätstheorie  eine  kurze  Skizze  derselben;  eine  andere  Zerlegung 
findet  man  in  Biemann's  partiellen  Differentialgleichungen.  Sie  bemerken  beide, 
dass  eine  Enotenlinie  die  Diagonale  xja-^^ylh  ist,  wenn  man  nur  zwei  Terme 
der  Reihe  von  der  Form 


^    .    xitx  .    %  ny      ^    .    %  nx  .    tny 

L  sm sm  — —  —  i  sm sm  — ^  =  0 

a  0  ah 

beibehält.  Die  ganzen  Zahlen  t  und  %'  sind  dabei  in  den  beiden  Tennen  v^- 
tauscht.  Da  aber  auch  der  Gleichung,  welche  diese  ganzen  Zahlen  mit  dem  ge- 
gebenen Werth  von  p  verbindet,  genügt  werden  muss,  so  hat  man 

(.-/a)«  +  (»76)»  =  (.-ya)'  +  («76)», 

woraus  a=«&  folgt.    Das  Rechteck  muss  daher  ein  Quadrat  sein. 

Man  kann  daraus  ableiten,  dass  die  Schwingungen  einer  Membran,  deren 
Umfang  ein  gleichschenkliges,  rechtwinkliges  Dreieck  bildet,  durch 


_-.r.    %nx  .tny       .    tnx  .    tnyl 

2äL   sm sm  — -  —  sm sm  — -   cos pmt 

L        o  a  a  a  J 


mit  einem  ähnlichen  Term,  der  sinpm^  enthält,  bestimmt  werden,  worin  i  und  t" 
ganze  Zahlen  bedeuten,  die  durch  die  Gleichung  t'  -\~i'*=^  iflPl^Y  verbunden  sind, 
und  wo  a  die  Seite  des  Quadrates  ist.    Siehe  Lord  Rajleigh^s  Sownd, 

Beisp.  1.  Zu  beweisen,  dass,  wenn  die  Quadrate  über  den  Seiten  einer  recht- 
eckigen Membran  nicht  in  dem  Verhältniss  irgend  zweier  ganzen  Zahlen  zu  einander 
stehen,  die  Enotenlinien  den  Seiten  parallele  Grade  sein  müssen. 

[Poisson's  Theorem.] 

Beisp.  2.  Wenn  die  Seiten  einer  rechteckigen  Membran  derart  sind,  dass 
zwei  Gruppen  der  Werthe  von  i  und  t  dieselbe  Schwingungsperiode  liefern,  so 
lässt  sich  durch  richtige  Anfangsbedingungen  bewirken,  dass  eine  Enotenlinie 
durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  der  Membran  geht. 

§  638.    Beisp.    Eine  von  einem  gieiehseitigeii  Dreieck  begrenzte  Menibrai. 

Eine  Membran  wird  von  einem  gleichseitigen  Dreieck  begrenzt  und  diese  Grenzen 
liegen  fest.  Wenn  £,)},(  die  Dreieckscoordinaten  eines  Punktes  innerhalb  des 
Dreiecks  sind  (siehe  Bd.  1,  S.  16),  durch  wirkliche  AusfOhrung  der  Substitution  zu 
zeigen,  dass  der  Bewegungsgleichung  durch 

-^    .    ini  .    inti  .    ini 
io  =s  ZL  sm  -=—  sm  — —  sm  -r:-^  cos  pmt 
n  n  n 

genügt  wird,  worin  p  »>  2iin/h  ist.  Dabei  bedeutet  h  die  Höhe  des  Dreiecks  und 
i  irgend  eine  ganze  Zahl. 
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Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satz  der  Trigonometrie,  dass  die  Summe  der 
Producte  der  Cotangenten  dreier  Winkel,  deren  Summe  iie  ist,  wenn  man  die 
Cotangenten  zu  je  zweien  zusammennimmt,  der  Einheit  gleich  kommt. 

Es  ist  dies  übrigens  nicht  die  allgemeinste  Form  der  LOsung,  weil  wir  nur 
eine  unabhängige  willkürliche  ganze  Zahl,  nämlich  t,  haben.  Man  kann  daher 
nicht  allen  möglichen  Anfangswerthen  von  w  genügen. 

In  Lama 's  Elasticitätstheorie  wird  gezeigt,  dass  ein  allgemeinerer  Ausdruck 
für  die  Periode 

p  =  (2«/Ä)(»»  +  i'»  +  .-»')5 
ist.    Er  enthält  die  beiden  willkürlichen  ganzen  Zahlen  i  und  i\ 

%  639.  Beisp.  1.  Belastete  Membran.  In  einem  Punkt  einer  gleichfSrmigen 
rechteckigen  Membran  mit  den  Seiten  a  und  h  und  der  Masse  M  wird  eine  endliche 
Masse  (t  befestigt;  die  Coordinaten  des  Punktes  sind  k,  k,  auf  die  Seiten  als 
Axen  bezogen.  Man  zeige,  dass  die  Perioden  (27t/pm)  der  kleinen  transversalen 
Schwingungen  durch 

inh  .  ^t'nk 

Bin* 


sm* sin' 


"(S+Q-"' 


gegeben  sind,  worin  21  die  Summirung  fOLr  alle  Werthe  der  ganzen  Zahlen  i 
und  »'  verlangt  und  m,  wie  früher,  das  Verhältniss  der  Spannimg  zur  Dichtigkeit 
der  Membran  bezeichnet. 

Um  den  Beweis  zu  führen,  nehme  man  an,  die  Masse  {i  sei  über  eine  kleine 
Fläche  aß  vertheilt.  W  sei  die  Yerrückung  dieser  kleinen  Fläche  znr  Zeit  t. 
Die  Sunmie  der  Componenten  der  Spannungskräfte  um  den  Umfang  der  Fläche 

herum  ist  gleich  {i  -jr^-  =  —  -B.    Wir  haben  daher  die  Bewegimg  einer  Membran 

zu  finden,  an  der  eine  periodische  Kraft  JR  in  einem  gegebenen  Punkt  ^,  k  an- 
greift. Wir  wollen  diese  einzelne  Kraft  durch  eine  continuirliche  Kraft  Zdxdy 
ersetzen,  die  an  jedem  Punkt  der  Membran  angreift^  so  dass  also 

Z  =«  ZG  sin  (inx/a)  sin  {i'ny/h) 

ist.  Da  Z  ^uf  der  ganzen  Membran  mit  Ausnahme  der  unmittelbaren  Nachbar- 
schaft des  Punktes  ^,  k  verschwindet  und  an  diesem  Punkt  Zaß  ===  fid*W/dt*  ist, 
so  hat  man  nach  dem  Fouri  er 'sehen  Theorem 

d^W  .    inh  .    tnk       i  ^    , 

—  a  -TTT  8in sm  — =—  =  —  Gab, 

^  dt*  a  6         * 

Die  Bewegungsgleichung  der  Membran  wird  jetzt 

Um  sie  aufzulösen,  setzen  wir  wt=f(x^  y)  cos  ptnt. 
Durch  Substitution  ergibt  sich  nach  Theorem  in  in  §  265 

.    %%x  .    i'ny  .    inh  .    i'nk 
sm sm  —=-^  sm  —  sm 


M   f(x,y)      '^ a  bah 


-C^+S-' 


Die  Form  der  Function  /*,  die  irgend  einem  Werth  von  p  entspricht,  ist  damit 

Bouth,  Bjnamik.  Ü.  83 
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ermittelt.    Setzt  man  rc  =  ^,  !/  =  ^i  so  erhält  man  eine  Gleichung,  aus  der  sich 
p  ergibt. 

Eine  andere  Lösung  findet  man  in  der  Note  am  Ende  des  Buches. 

Beisp.  2.  Eine  rechteckige  Membran  Ton  der  Masse  M  schwingt  mit  einer 
Periode  {2n/pfn)  derart,  dass  nur  eine  Gruppe  von  Werthen  der  i  und  »'  mit 
diesem  Werth  Ton  p  zusammen  auftreten.  Eine  kleine  Last  von  der  Masse  ^ 
wird  in  einen  Punkt  (fi,  k)  gebracht;  man  beweise,  dass  die  neue  Schwingungs- 
periode {2n/qm)  durch 


gegeben  ist.  Dies  folgt  aus  dem  Resultat  des  letzten  Beispiels;  denn  nur  ein 
Nenner  auf  der  rechten  Seite  ist  klein.  Vernachlässigt  man  alle  anderen  Glieder 
mit  Ausnahme  dieses  einen,  so  erhält  man  die  neue  Schwingungsperiode. 

Beisp.  8.  Eine  Membran  yon  der  Masse  M  wird  von  zwei  concentrischen 
Kreisen  begrenzt,  deren  Radien  a  und  b  sind,  und  ihre  Dichtigkeit  Tarürt  um- 
gekehrt wie  das  Quadrat  des  Abstandes  yon  dem  Mittelpunkt.  Die  Periode  P 
einer  symmetrischen  Schwingung  ist  durch 

gegeben,  worin  q  =  in  ist,  wenn  beide  Grenzen  im  Raum  festliegen.  Wenn  aber 
nur  die  äussere  Grenze  im  Raum  festliegt,  während  die  innere  an  einen  Ring  Ton 
der  Masse  fi  geheftet  ist,  so  ergibt  sich  q  aus  der  Gleichung  ^  tg  g «»  M/ft. 

Ist  das  Verhältniss  a/b  nicht  sehr  gross,  so  lässt  sich  die  Membran  als 
nahezu  homogen  ansehen,  wobei  die  inneren  Theile  um  ein  Geringes  dichter  als 
die  äusseren  sind. 

Beisp.  4.  Man  zeige,  dass  sich  die  Gleichung  zur  Ermittelimg  der  Schwingungs- 
perioden einer  belasteten  Membran  in  der  Form 

M  1    ^TT  a  sinqp^6in9(a  —  Ä)  .  ^i'nk 

fi  Ap*     4^J '^(p  sinqpa  b 

schreiben  lässt,  worin  £  die  Summirung  für  alle  Werthe  der  ganzen  Zahl  i' 
verlangt  und  9>'=s|>*  —  n*i**/b^  ist.  Man  findet  dieses  Resultat,  indem  man 
coBq{n  —  x)  in  eine  Reihe  von  Cosinussen  entwickelt,  wobei  q  keine  ganze  Zahl 
ist.    Man  erh&lt 

cos  X        cos  2x    ,  1        « cos  q('jt  —  x) 


1— gf«   '  2«— g*  '  2g'  2qaiaqn 

Die  Entwickelung  gilt  von  x  =  0  bis  x^=yc,   beide  eingeschlossen.     Setzt  man 
rcsO,  subtrahirt  und  schreibt  2y  anstatt  x^  so  wird 

sin*  y        sin*  2  y  «  sin  gy  •  sin  g  («  —  y) 

1  — g*   '~2*  — g*  2g  sin  gar 

Das  Resultat  ergibt  sich  dann  leicht  aus  Beisp.  1. 

§  640.  Beisp.  Die  Membran  nnter  dem  Einfloss  einer  gegebenen  perlodisehen 
Kraft.  Eine  rechteckige  Membran  wird  durch  die  Coordinatenaxen  und  die 
Geraden  x  =  a,  y  =b  begrenzt.  Eine  endliche  beschleunigende  Kraft  greift  an  dem 
Punkt  (^,  A;)  an  und  wird  durch  A  sin rt  dargestellt.  Man  zeige,  dass  die  er- 
zwungene Schwingung  durch 

.    inh   .    iitk   .    %7tx  .    %ny   . 

,  _      sm sm  — r—  sm sm  —^-^  sm  rt 

4JL  "^         g b g  b 

^"~M^  /t*      ♦'*\ 
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gegeben  ist,  worin  £  die  Summirung  fOx  alle  Werthe  der  positiven  ganzen  Zahlen 
i  und  i*  angibt. 

Die  freien  Schwingungen  wurden  in  §  636  gefunden.  Nimmt  man  sie  zu 
der  erzwungenen  Schwingung  hinzu  und  nimmt  an,  die  Membran  gehe  Ton  der 
Buhe  im  Gleichgewichtszustand  aus,  so  erhält  man 

IT  =  SP  (sin  rt Bmpmt) , 

worin  P  den  CoefQcienten  Ton  sinr^  in  der  erzwungenen  Schwingung  bezeichnet. 

Daraus  lässt  sich  die  Wirkung  einer  Kraft  ableiten,  welche,  wie  die  Momentan- 

kraft,  nur  sehr  kurze  Zeit  thätig  ist,    r  sei  sehr  gross  und  die  Kraft  ji  sinrf  wirke 

nur  die  kurze  Zeit  Ttjr.    Ist  F  die  der  Membran  mitgetheilte  BewegungsgrOsse, 

so  hat  man  F=fA%mrtdt^  worin  die  Grenzen  von  *  =  0  bis  t^^^n/r  gehen. 

Es  wird  daher  ¥^=^Ajr.    Substituirt  man,  so  ergibt  sich,  für  ein  sehr  grosses  r 

^STT  .    tflPÄ   .    i'nk  .    iitx  .    t"«vf      flinr*  .  sinomt)     2F 

tc  =  /,  sm sin  — r—  sin sm  — r-^  ( !  •  -rs^  • 

^mJ  a  b  a  b     {         r      *       pm     }     M 

Die  Bewegung  zur  Zeit  t^^n/r  wird  daher  durch 

dw       'VT  .    iith   .    i'nk  .    inx  .    %icy   4JP 
^  o.«         sm— ,— Bin sm       ^ 


_       dw       ^TT  .    i«J 


b  a  b       M 

bestimmt. 


Die  Bewegung  der  nicht  homogenen  Membran. 

§  641.  Wir  haben  vor,  in  diesem  Abschnitt  zu  zeigen,  wie  man  mittelst 
der  Theorie  der  conjugirten  Functionen  die  Bewegung  gewisser  nicht  homogener 
Membranen  aus  den  Bewegungen  homogener  Membranen  ableiten  kann.  Die  ent- 
sprechenden Theoreme  für  ein  Netzwerk  von  Massenpunkten  findet  man  kurz  in 
§  421  angegeben. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  die  Sätze  über  die  conjugirten  Functionen 
entwickeln,  welche  wir  später  nöthig  haben,  und  untersuchen  in  dem  nächsten 
Paragraphen  ihre  Anwendung  auf  die  Bewegung  der  Membranen. 

Wenn  zwei  Veränderliche  £,  i}  mit  ^,  y  durch  die  Relation 

verbunden  siud  und  f  eine  beliebige  reelle  Function  bedeutet,  so  mögen  |,  tj  con- 
jugirte  Functionen  genannt  werden. 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  einmal  nach  x  und  y  und  setzt  die  CoefQ- 
cienten der  imaginären  Grösse  einander  gleich,  so  erhält  man  das  bekannte  Resultat 

di      dn      di      ^dji 
dx     dy^    dy         dx 

Da  auch  x  +  y V—  1  =  F(J^  -\-  nV—  l)  ist»  so  ergibt  sich  auf  dieselbe  Art 

dx      dy        ,    dy  dx 

Man  kann  femer  durch  eine  einfache  Transformation  der  Variabelen  zeigen,  dass 

§i)'+(ii)-((iir+(iirii(iir+(ii)*i. 

d^,d^_  [dy  ,d2w\  [idiy,idjy\ 

cx^'^  dy*'^  \di*'^  dn*)  \\cxl  '^\dyl  1 


ist. 

33  • 
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Da  man  x,  y  und  £,  ij  in  dieser  Formel  vertauschen  darf,  so  erhält  man  leicht 


i©"+(|irii(H)'+©-i 


Wir  haben  auch  einen  geometrischen  Satz  nöihig.  Wir  wollen  uns  zwei 
Diagramme  aufgezeichnet  denken,  Ton  denen  sich  jedes  auf  ein  System  recht- 
winkliger Axen  bezieht.  In  dem  einen  seien  £ ,  i]  die  Coordinaten  eines  Punktes, 
den  wir  17  nennen  wollen,  in  dem  anderen  rr,  y  die  Coordinaten  eines  Punkt-es, 
der  P  heissen  mag.  Von  den  beiden  Punkten  sagt  man,  sie  entsprächen  sich. 
In  dem  einen  Diagramm  sind,  unter  a  und  h  Constante  verstanden,  die  durch 
£  =  a,  7\  =  h  definirten  geometrischen  Orte  den  Azen  parallele  Geraden.  In  dem 
anderen,  in  welchem  £  und  ij  als  die  oben  angegebenen  Functionen  von .  x  und  y 
betrachtet  werden,  sind  diese  Orte  im  Allgemeinen  gekrümmte  Linien.  Ebenso 
stellt  die  Gleichung  f}=>  9 (£)  zwei  sich  entsprechende  Curven  dar,  in  jedem  Diagramm 
eine.  Wenn  die  Tangenten  an  diese  Curven  in  den  entsprechenden  Punkten  IT 
und  F  die  Winkel  b  und  e  mit  der  a;-Axe  machen,  so  ist  tg£  =  df2/^£  und 
igc^^dy/dx.  Durch  P  ziehe  man  die  Curve  ij=«5,  worin  b  seinen  richtigen 
Constanten  Werth  hat  und  die  Tangente  an  diese  Curve  mache  den  Winkel  A 
mit  der  x-Axe.  Bezeichnen  nun  Indices  die  partiellen  Differentialquotenten  nach 
X  und  y^  so  wird  ti  -\-7i^tgA^=0.    Man  hat  auch,  wie  oben  bewiesen  wurde, 

,     _djn    ^x^^  +  ^y<^y    —  tg^-f  tge 

^'"d^^ijx  +  i^dy'^  1  +  tgAtge 

ist,  so  ergibt  sich  s^^e  —  A.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Winkel,  den 
zwei  beliebige  Curven,  die  sich  in  P  schneiden,  miteinander  tncuihen,  dem  Winkel 
zwischen  den  entsprechenden  Curven,  die  sich  in  U  treffen,  gleich  ist.  Mit  anderen 
Worten:  Sich  entsprechende  Winkel  sind  gleich. 

Ziehen  wir  zwei  einander  entsprechende  Netzwerke,  in  jedem  Diagramm  eines, 
und  sind  die  Maschen  eines  jeden  unendlich  kleine  Dreiecke,  so  folgt  aus  der 
Gleichheit  der  Winkel,  dass  die  Netzwerke  an  den  entsprechenden  Punkten  einander 
ähnlich  sind.  Die  Verjüngung  bez.  das  Verhältniss  der  Netzwerke  ist  jedoch  über 
die  ganzen  Diagramme  nicht  dasselbe. 

Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  femer,  dass  die  durch  {  =  o,  ij  ==  6 
definirten  Curven  sich  in  jedem  Diagramm  unter  demselben  Winkel  schneiden. 
Sie  schneiden  sich  daher  rechtwinklig. 

%  642.  Man  nehme  an ,  die  Bewegung  einer  homogenen  Membran  sei  be- 
kannt, die  unter  gegebenen  Grenzbedingungen  seitliche  Schwingungen,  wie  z.  B. 
tr  =  9  (S,  ?j,  t),  ausführt,  und  w  sei  die  Verschiebung  eines  Punktes,  dessen  Coordi- 
naten (g,  rj)  sind.    Dieser  Werth  von  w  genügt  dann  der  Gleichung 

n  ^'^  —  t(^*^  I  ^*^\ 
^  dt*  ~    \ai«"^  dn*/' 

worin  Dq  die  Dichtigkeit  und  T  die  Spannung  der  Membran  angibt. 

x^  y  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  anderen  Membran,  über 
welche  man  derart  Sand  gestreut  und  an  ihr  befestigt  hat,  dass  der  Sand  mit 
der  Membran  schwingt.  Die  Dichtigkeit  D  dieses  nicht  homogenen  Mittels  sei 
durch 

D^'^Kdx)  ~^\dy/ 
gegeben.    Die  Bewegungsgleichung  dieser  neuen  Membran  ist  dann 
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Da  aber  |,  tj  bekannte  Functionen  von  rr,  y  sind,  so  erhält  man  durch  Substitution 
in  die  Gleichung  w^=^<p(j^,  r},  t)  die  neue  Beziehung  to=^'tff(x,  y,  t),  welche  die 
Auflösung  der  Bewegungsgleichung  der  neuen  Membran  ist. 

Auf  diese  Art  wird  die  Bewegung  der  neuen  Membran  aus  derjenigen  der 
ersten  mit  den  entsprechenden  Grenzbedingungen  abgeleitet. 

§  648.  Im  Allgemeinen  hat  man  die  wirkliche  Bewegung  der  Membran 
nicht  nOthig,  sondern  nur  ihre  möglichen  Schwingungsperioden  und  Enotenlinien. 
Wir  bemerken^  dass  die  beiden  Membranen  dieselben  Schwingungsperioden  und 
sich  entsprechende  Enotenlinien  haben. 

§  644.  Bei  dieser  Transformation  ist  darauf  zu  achten,  dass  nur  ein  Punkt 
einer  jeden  Membran  einem  einzigen  Punkt  der  anderen  Membran  in  der  in 
Betracht  gezogenen  Fläche  entsprechen  darf.  Lässt  man  dies  aus  dem  Auge,  so 
können  sich  Schwierigkeiten  bei  der  Auslegung  ergeben. 

§  646.  Die  neue  Membran  ist  selbstverständlich  nicht  homogen;  man  könnte 
daher  einwenden,  die  hier  in  Betracht  gezogenen  Fälle  kämen  in  der  Anwendung 
nicht  Tor.  Wenn  jedoch  die  Dichtigkeit  über  die  Membran  hin  nicht  sehr  veränder- 
lich ist,  so  stellen  die  B«sultate  nahezu  die  Bewegung  einer  homogenen  Membran 
dar.  Zugleich  muss  man  bedenken,  dass  diese  Resultate  nicht  lediglich  An- 
näherungen, sondern  genaue  Lösungen  der  Gleichungen  sind.  Eine  solche  Lösung, 
wenn  sie  mittelst  eines  einfachen  Verfahrens  erzielt  wird,  ist  oft  einer  lang- 
wierigen Annäherung  vorzuziehen,  auch  wenn  es  scheint,  als  ob  die  letztere 
directer  anzuwenden  wäre. 

Man  kann,  um  ein  einfaches  Beispiel  anzuführen,  die  Schwingungen  einer 
homogenen  losen  schweren  Kette,  die  an  zwei  festen  Punkten  hängt,  nur  mittelst 
sehr  umständlicher  algebraischer  Annäherung  finden.  Nimmt  man  aber  an,  die 
Kette  sei  nicht  homogen,  so  lässt  sich  eine  genaue  Lösung  der  Gleichungen  finden. 
Sie  fährt  nahezu  zu  denselben  Biesultaten,  wie  die  Annäherungen  bei  einer  homo- 
genen Kette.    Siehe  §  607. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  die  Bewegung  einer  homogenen  Membran,  die  von 
zwei  Bradienvectoren  und  zwei  Kreisbogen  begrenzt  wird.  Sie  lässt  sich  zwar  mit 
Hülfe  der  Besserschen  Functionen  ausdrücken;  gibt  man  der  Membran  aber 
die  richtige  Dichtigkeit,  so  kann  sie  durch  gewöhnliche  Sinusse  und  Cosinusse 
dargestellt  werden.  Das  ist  bei  weitem  einfacher,  als  die  Lösung  in  BesseFschen 
Functionen  und  erleichtert  überdies  das  Verständniss  der  Beschaffenheit  der 
Bewegung. 

§  646.    Man  kann  das  Vorhergehende  auch  geometrisch  ausdrücken. 

Man  betrachte  zunächst  eine  nicht  homogene  Membran  mit  einer  beliebigen 
festliegenden  Grenze,  die  nach  den  Gesetz  to=="if)(x,  y,  t)  schwingt,  worin  w  die 
Verschiebung  des  Punktes  P  bedeutet,  dessen  Cartesische  Coordinaten  x,  y  sind. 
Man  zeichne  auf  der  Membran  zwei  Systeme  von  Curven  auf,  deren  Gleichungen 
f{x^  y)  =  {  Tind  F{x^  y)='fi  sind,  worin  J  und  ij  zwei  Parameter  darstellen.  Die 
Curven  sollen  so  sein,  dass,  wenn  die  Parameter  |,  7}  um  einen  constanten  Zuwachs 
c^g-Bcr  oder  dij  =  a  zunehmen,  die  beiden  Curvensysteme  die  Membran  in 
Elementarquadrate  theilen.  Dass  die  entsprechenden  Zuwächse  von  £  und  ri  gleich 
sein  müssen,  wenn  die  Curven  Quadrate  bilden  sollen,  folgt  aus  dem  Satz,  dass 
die  kleinen  sich  entsprechenden  Figuren,  welche  auf  zwei  Membranen  nach  der 
Methode  der  conjugirten  Fimctionen  gebildet  werden,  einander  ähnlich  sind.  Es  lässt 
sich  übrigens  auch  aus  den  in  §641  erwähnten  Relationen  ableiten.  Ist  AB  CD  ein 
solches  Quadrat,  so  ziehe  man  durch  einen  Eckpunkte,  eine  Parallele  zur  a;-Axe  und 
fälle  von  den  beiden  anliegenden  Eckpunkten  Lothe  BM  und  D^  auf  diese  Parallele. 
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Man  erhält  so  zwei  gleiche  Dreiecke  ÄBM,  ÄDN;  die  Seiten  in  jedem  Dreieck 
sind  dabei  die  dx  und  dy,  die  durch  Variation  Ton  |  allein  und  dann  von  y] 
allein  erzeugt  werden.    Daraus  folgt,  dass 

^-^dl^JLdr,      und      -^_d,  =  -g|dS 

ist.     Aus  §  641  ergibt  sich  daher,  dass  di=^dri  ist. 
Der  Flächeninhalt  eines  dieser  Quadrate  ist 


Da  die  Dichtigkeit  D  durch 


(dx^  dy  __  dx_  dy\  ^, 
\di  dri      €71  dV 


gegeben  ist,  so  bleibt  die  Masse  eines  jeden  Elementarquadrates  immer  dieselbe. 

Zunächst  betrachte  man  dann  die  entsprechende  homogene  Membran.  Man 
ziehe  auf  der  Membran  der  x-  und  ^-Axe  parallele  Geraden  in  dem  Abstand  a 
voneinander  so,  dass  jede  Gerade  einer  der  Curven  entspricht,  welche  auf  der  nicht 
homogenen  Membran  gezogenen  sind.  Man  ziehe  femer  eine  neue  Grenzlinie, 
welche  diese  Geraden  unter  denselben  Winkeln  schneidet,  unter  welchen  die 
Grenze  der  nicht  homogenen  Membran  die  entsprechenden  Curven  trifft. 

Die  Bewegungen  dieser  beiden  Membranen  sind  dann  an  den  entsprechenden 
Punkten  die  nämlichen.  Man  kann  annehmen,  eine  jede  sei  durch  ti?  =  '^  (jc,  y,  t) 
gegeben,  je  nachdem  man  w  durch  £,  t]  oder  durch  x^  y  ausdrückt. 

§  647.  Man  beachte,  dass  die  beiden  Membranen  in  solcher  Beziehung  zu- 
einander stehen,  dass  die  Massen  der  sich  entsprechenden  Qtiadrate  auf  der  nicht 
homogenen  und  der  homogenen  Membran  einander  gleich  sind.  Die  Massen  der 
Membranen  sind  daher  im  Ganzen  dieselben,  nur  verschieden  vertheilt 

%  648.    Aehnliche  Sätze  gelten,  wenn  man  von  einer  nicht  homogenen  Mem- 
bran zu  einer  anderen  übergeht;  da  dieser  Fall  aber  nichts  Neues  bietet  und  nicbt- 
80  einfach,  wie  der  eben  besprochene  ist,  so  brauchen  wir  nicht  näher  auf  ihn 
einzugehen. 

§  649.  Nachdem  man  auf  der  Membran  die  beiden  orthogonalen  Curven- 
Systeme  f{x,  y)  =  J,  F{x,  y)  =  ^  aufgezeichnet  hat,  worin  J  und  ij  Constante  sind 
und  beide  Functionen  der  Laplace 'sehen  Gleichung  genügen,  kann  man  eine 
dritte  Gruppe  von  Curven  ziehen,  deren  Gleichung 

(i)'+(il)"-S!)+©'— -- 

ist.     Sie  sind  selbstverständlich  die  Curven  constanter  Dichtigkeit. 

Eine  Curve  constanter  Dichtigkeit,  welche  durch  irgend  einen  Punkt  geht, 
schneidet  die  beiden  Curven  der  zwei  orthogonalen  Gruppen,  die  durch  denselben 
Punkt  gehen,  unter  Complementärwinkeln.  Es  lässt  sich  mm  zeigen,  dass  sidi 
die  Sinusse  dieser  Winkel  wie  die  Krümmungsradien  der  beiden  Curven  in  diesem 
Punkt  verhalten. 

Um  dies  zu  beweisen,  suche  man  den  Werth  von  tg  Ö,  wenn  6  den  Winkel 
bezeichnet,  den  die  Curve  gleicher  Dichtigkeit  mit  der  Curve  f(x,  y)«={  macht 
Man  erhält  durch  einfache  Differentiation 
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.     ^        V  y  ~^  f»)  Ixy*      I  xly  'xx 

worin  die   Indices,  wie  gewöhnlich,  DifPerentialquotienten  angeben.    Da  f^ssaF 
and  /*  «B  —  Fgg  ist,  so  ergibt  sich  durch  Sabstitution  in  den  Zähler 

sin«  (j;«-F^«)F„  +  2F^j;j;y 

Der  Krümmungsradius  q  der  Curve  f  wird  aber  durch 

{fx'-fy')fxx  +  ^fxfyfxy-^''     ^    '^ 

bestimmt.    Daraus  folgt 

sind  Q 

sin^'  Q 

§  660.    Nicht  die  Bewegung  eines  jeden  nicht  homogenen  Mittels  lässt  sieh 
aus  der  eines  homogenen  ableiten.    Eliminirt  man  n&mlich  £  aus 


so  findet  man  ohne  Mühe 

a'logD      gMogJ) 

dx^     '^     dy*     "* 
Daraus  folgt  unmittelbar  nach  §  641 

g'logD  ,  a'logD 

Der  ntx^wrlidie  Logarithmus  der  Dichtigkeit  der  nicht  homogenen  Membran  mtiss 
daher  der  Laplace' sehen  Gleichung  genügen. 

§  661.  Der  bequemeren  Bezugsverhältnisse  wegen  seien  (x,  y)  die  Gartesischen 
Coordinaten,  (r,  B)  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  P  auf  der  nicht  homogenen 
Membran;  ({,  n)  die  Gartesischen,  (p,  m)  die  Polarcoordinaten  des  entsprechenden 
Punktes  J7  auf  der  homogenen  Membran.  Nimmt  man  an,  die  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Punkten  sei 

so  findet  man 

i  =  clog-r-,    tj  =  ce. 

Gerade  Grenzen  auf  der  homogenen  Membran,  welche  der  |-Axe  parallel  sind, 
entsprechen  daher  geraden  Grenzen  auf  der  nicht  homogenen  Membran,  welche 
durch  den  Goordinatenanfang  gehen.     Zugleich   entsprechen   gerade  der   i]-Axe 
parallele  Grenzen  Kreisen,  deren  Gentrum  im  Goordinatenanfang  liegt. 
Die  Dichtigkeit  D  ist  durch 

gegeben.    Wenn  r  Terschwindet,  wird  D  unendlich  gross;  man  darf  daher  den 
Goordinatenanfang  nicht  auf  der  Fläche  der  Membran  annehmen. 

Wenn  man  also  die  Bewegung  einer  durch  ein  Bechteck  begrenzten  Membran 
kennt,  so  ergibt  die  Transformation  unmittelbar  die  Bewegung  einer  von  zwei  Kreis- 
bogen und  zwei  beliebigen  Badienvectoren  begrenzten  nicht  homogenen  Membran, 
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§  662.  Beispiel.  Die  Bewegung  einer  rechteckigen  homogenen  Membran,  die 
von  den  Geraden  ga=:Äi,.J  =  Ä,;i]  =  A?j,  Tj  =  ifc,  begrenzt  ist,  wird,  wie  wir  wissen, 
durch  den  Typus 

to  =  Asin%n r Bm  t  7t  7^ ~  cos pmt 

Ä,  —  Ä,  Ä:,  —  Äj 

dargestellt,  worin  i,  t"  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Gleichung 


1  + 


genügen,  und  worin  in*=  T/D^  ist.  Es  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  die  Be- 
wegung einer  nicht  homogenen  Membran,  die  von  Bogen  concentrischer  Kreise 
von  den  Radien  Äj'  und  /i^'  und  von  zwei  Radien vectoren  Ö  =  or^  und  Ö  =  «^  be- 
grenzt wird,  durch 

A    •    /•     logr  — logÄi'\    .    /.,      ö  — a,  \  . 

gegeben  ist,  worin  die  ganzen  Zahlen  i  und  i'  an  die  Gleichung 

(logÄ,'  -  logÄ,')*  "*"  («,  -  «i)*  ^   «• 

2)       /c\* 
gebunden  sind  und  die  Dichtigkeit  D  der  Membran  durch  —  =  ( —  j  bestimmt  wird 

§  668.    Eine   andere   brauchbare   Beziehung   zwischen    den   entsprechenden 
Punkten  P  und  J7  ist  die  folgende: 

Sie  ergibt 

|=sc(— ]  cosnÖ,    ij  =  c(—j  sin  nö 
und  in  Polarcoordinaten 

C  —  c  (^j  ,    60  =  nO. 

Durch  diese  Transformation  werden  alle  Radienvectoren  um  den  Coordinaten- 
anfang  gedreht  und  auf  bekannte  Art  verändert. 

Die  Dichtigkeit  D  der  nicht  homogenen  Membran  ist  femer  durch 

,2(n-l) 


^-"•©' 


gegeben. 

Da  for  9  =s  Constante  m  constant  wird,  so  entsprechen  durch  den  Coordinaten- 
anfiang  gehende  Geraden  anderen  Geraden,  die  ebenfalls  durch  den  Coordinaten- 
anfang  gehen.  Auch  Kreise,  deren  Centrum  im  Coordinatenanfang  liegt,  ent- 
sprechen Kreisen  mit  dem  Centrum  im  Coordinatenanfang. 

Nimmt  man  n  =  —  1 ,  so  erhält  man  die  gewöhnliche  Inversion 


c* 


p  =  —  ,      CO  =  —  ß , 

r 


In  diesem  Fall  verwandelt  sich  jeder  Kreis  in  einen  Kreis.    Die  Dichtigkeit 

D       /c\* 
der   Membran   ist   durch  -  -=l— j  bestimmt.    Da  siefnrr  =  0  unendlich  grosB 

wird,  so  muss  das  Inversionscentrum  ausserhalb  der  Membran  angenommen  werden. 


Die  nicht  homogene  Membran  (§  652—655).  521 

§  654.  Beisp.  1.  Die  Dichtigkeit  einer  Membran,  die  von  zwei  concentrifichen 
festliegenden  Kreisen  mit  den  Badien  a  und  h  begrenzt  wird,  ist  an  einem  Punkt 
im  Abstand  q  vom  Centrum  A/q^,  Sie  schwinge  symmetrisch  so,  dass  die  Knoten- 
linien   concentrische  Kreise  sind;  nach  Beisp.  3,  §  639  sind  dann  die  möglichen 

Schwingung^erioden  2«  (A/p^  Ty,  worin  p  sich  aus  p  (log  a  —  log  b)  ■=  in  ergibt 
und  %  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Führt  man  die  Inyersion  in  Bezug  auf  einen  ausserhalb  gelegenen  Punkt 
aus,  so  erhält  man  sofort  den  folgenden  Satz: 

Eine  nicht  homogene  Membran  wird  von  zwei  festen  Kreisen  mit  den  Mittel- 
punkten C  und  C  begrenzt.  0  sei  der  Punkt,  welcher  eine  gemeinschaftliche 
Polare  in  beiden  Kreisen  hat  und  diese  Polare  schneide  die  Gerade  OCC*  in  dem 

(OR    \* 

bestimmt.  Die  Membran  kann  dann  so  schwingen,  dass  die  Knotenlinien  Kreise 
sind,  und  die  möglichen  Schwingungsperioden  sind  29r(-|-=v)  ,  worin  p  sich  aus 

P  ^^S  —^—FCTi^^^  ergibt  und  a,  a  die  Radien  der  Kreise  sind,  deren  Mittelpunkte 

in  C  und  C  liegen. 

Beisp.  2.  Eine  nicht  homogene  Membran  wird  von  zwei  starren  Kreisen  be- 
grenzt, deren  Gleichungen  g^ssfir  bez.  g^^lr  sind,  und  dabei  bedeuten  g  und  r  die 
Abstände  irgend  eines  Punktes  von  zwei  festen  Punkten  S  und  M.  Der  erste  Kreis 
ist  ausserhalb  des  letzteren  und  liegt  im  Raum  fest.  Der  innere  kann  sich  frei  be- 
wegen und  ist  so  belastet,  dass  sein  Schwerpunkt  sich  in  It  befindet.  Die  Dichtig- 
keit der  Fläche  an  einem  beliebigen  Punkt  P  der  Membran  ist  ^Ab^/g^r^  worin 
26  der  Abstand  zwischen  den  festliegenden  Coordinatenanföngen  S  und  R  ist 
Man  beweise,  dass  die  Membran  so  schwingen  kann,  dass  die^  Knotenlinien 
Kreise  g^^kr  sind,  und  dass  die  Perioden  P  durch 

bestimmt  werden,  worin  T  die  gleichmässige  Spannung  der  Membran  und  M  die 
Masse  der  Belastung  bezeichnet. 

§  655.    Beispiel.    Die  Bewegung  einer  rechteckigen  Membran,  die  yon  der  . 
{-  und  ij-Axe  und  den  Geraden  J  =  Ä,  i/  =»  Ä  begrenzt  wird,  ist,  wie  wir  wissen, 
durch  den  Typus 

w  =Aam  -=-^  sm     ,      cos  pmt 


gegeben,  worin  i  und  i'  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung 

Ä*"^  k*  ~n* 


genügen. 

Führt  man  die  Inversion  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfang  aus,  so  er- 
gibt sich: 

Die  Bewegung  einer  unendlich  grossen  Membran,  welche  von  der  x-  und 
^-Axe  und  den  Bogen  zweier  Kreise  begrenzt  wird,  deren  Durchmesser  h\k*  sind 
und  welche  die  x-  und  y-Axe  in  dem  Coordinatenanfang  berühren,  wird  durch 
den  Typus 

.    .    inW co%B    .    %nk'%md 

W'^^  Abvü. sm cos  pmt 

r  r 

bestimmt,  worin  die  ganzen  Zahlen  t  und  i'  an  die  Gleichung 
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V  gebunden  sind;  dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  ihre  Dichtigkeit  durch 

\r/     m' 
gegeben  ist  und  T  die  Spannung  der  Membran  bezeichnet. 

§  666.  Beispiel.  Transformirt  man  dasselbe  Theorem  mit  n  :=  2 ,  so  ist  er- 
sichtlich : 

Die   Bewegung  einer  unendlich  grossen   Membran,  welche  begrenzt    wird: 

1)  von  zwei  Geraden  OÄ==^h\  OB  =  k\  die  den  Winkel  n/A  einschliessen ,  und 

2)  von  zwei  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  durch  Ä  bez.  B  gehen  und  OB^  OA  zu 
Asymptoten  haben,  ist  durch  den  Typus 

.    .    t«r*  cos  2Ö    .    »'«r*8in2ö 
tt?  =  J.  sm T7i sin irr^ coBpmt 

gegeben,  worin  •  mit  %    durch 

verbunden  ist.    Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Dichtigkeit  durch 

\c/     W* 
bestimmt  ist. 

§  657.  Man  nehme  an ,  in  einer  unendlich  grossen  homogenen  Membran 
sei  eine  sehr  kleine  Kreisfläche  vom  Radius  c  erstarrt  und  werde  gezwungen,  eine 
transversale  durch  w  ^^  Ä  cos  pmt  gegebene  Bewegung  auszuführen.  Alsdann 
breiten  sich  gleichmässig  nach  allen  Richtungen  Wellen  aus  und  die  Schwingung 
irgend  eines  Punktes  im  Abstand  q  vom  Centrum  der  Störung  wird,  wenn  die 
Bewegung  stationär  geworden  ist,  durch  W'=jQ{pQ)AcoBpmt  bestimmt. 

Hierbei  haben  wir  angenommen,  c  sei  so  klein,  dass  J^(pc)  =  l  ist.  Eine 
solche  kleine  kreisförmige  schwingende  Fläche  kann  man  passender  Weise  eine 
Störungsquelle  oder  kürzer  eine  Quelle  nennen. 

Transformirt  man  dieses  Theorem  nach  der  Methode  der  coigugirten  Func- 
tionen, so  erkennt  man,  dass  aus  dem  in  §  663  angegebenen  Grund  der  unendlich 
kleine  Kreis  sich  in  eine  ähnliche  Figur,   d.  h.  einen  anderen  Kreis  transformirt 

§  658.  Beispiel.  Die  Schwingpingen  einer  unendlich  grossen  homogenen 
Membran,  die  von  einer  festen  Geraden  begrenzt  wird,  welche  wir  zur  a;-Axe 
nehmen  wollen,  und  auf  die  eine  Quelle  in  einem  Funkt  (f^ ,  i]^)  wirkt,  sind  durch 

w  =  { «To  {pif)  —  t/o {pQ) }  A coBpmt 
gegeben,  worin 

p'  =  « -!,)•  + (1-1.)', 
#" -«-!.)• +  (1  +  1.)' 

ist.    Darin  bedeuten  ^,  q   die  Abstände  des  Punktes  (£,  i^)  von  der  Quelle  und 
ihrem  Bild  auf  der  anderen  Seite  der  £-Aze. 

Wir  schiiessen  daraus,  dass  die  Schwingungen  einer  unendlich  grossen  nicht 
homogenen  Membran,  die  von  zwei  festen  Radienvectoren ,  welche  den  Winkel 
n/n  miteinander  machen,  begrenzt  wird  und  auf  welche  eine  Quelle  im  Punkt 
fjöj^wirkt,  durch 
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bestimmt  werden,  worin 

c*"-*!?  «=  r**  +  rj"  —  2r*r;  cos  n(e  —  Ö^), 
g2n~2 jj'«  ^  y««  +  y«»_  2r*r*  cos n(Ö  +  OJ 

ist.    Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Dichtigkeit  der  Membran  durch 

definirt  wird.    Hier  sind  r,  6  die  laufenden  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  des 
Mittels,  to  die  transversale  Verrückung  am  Punkt  9,  w  und  D^  eine  Constante. 

Die  Methode,  die  Bewegung  einer  nicht  homogenen  aus  der  einer  homogenen 
Membran  abzuleiten,  hat  der  Verfasser  in  Bd.  12  der  JProeeedings  of  fhe  Mathe- 
maticdl  Society,  1881  mitgetheilt. 


Noten  des  Verfassers. 

Zu  §  66.  Transfoniiatioii  auf  Haaptcoordinaten.  Die  Methode  der  Trans- 
formaidon  beliebiger  Coordinaten  B,  q>,  etc.  in  Hauptcoordinaten  £,7],  etc.  kann 
man  in  rein  mathematiBcher  Form  darstellen.  Wir  wollen  zuerst  annehmen,  die 
Transformation  sei  in  der  Art  möglich,  dass 

ist,  worin  die  Accente  der  Coordinaten  in  der*  Gleichung  für  2  7  weggelassen 
wurden,  weil  sie  for  die  vorliegende  Untersuchung  nicht  nöthig  sind.  Auch  ü^ 
ist  in  die  zweite  Gleichung  der  Gleichförmigkeit  wegen  nicht  aufgenommen  worden. 
Die  Transformationsformeln,  die  zu  finden  sind,  mögen  dieselben,  wie  in  §  69, 
nämlich : 


(2) 


etc.  =  etc. 
sein. 

Eliminirt  man  £*  aus  den  Gleichungen  (1)  und  differenzirt  das  Resultat  nach 
Ö,  setzt  femer  Pi*=  —  ^n/^in  so  wird 

A(rp,.+  D  =  («„A'+c..)tl||  +  («.,A'+«i,)f||  +  etc.-    (8). 

Die  rechte  Seite  verschwindet,  wenn  man,  für  jedes  |,  tj==0,  t=0,  etc.  setzt. 
Man  erhält  daher,  wenn  die  Transformation  möglich  ist,  nach  Substitution  aus  (2) 

{AtPi'+C,^)k+iÄ,^p,'+G,,)m,  +  --=^0 (4). 

Ebenso  ergibt  sich,  wenn  man  nach  <p  differenzirt  und  72=»0,  £^0,  etc.  ist, 

Wie  man  sieht,  ist  p^'  ein  Werth  von  |}',  den  man  aus  der  Lagrange 'sehen 
Determinantengleichung  in  §  58  erhält,  während  die  Werthe  von  l^ ,  ti^«,  etc.  den 
Minoren  der  Determinante  proportional  sind.  Eliminirt  man  ij",  f",  etc.  der 
Reihe  nach  aus  den  Gleichungen  (1),  so  gilt  dasselbe  von  jeder  der  übrigen 
Verticalreihen  von  Coefficienten  in  den  Transformationsformeln  (2).  Auf  diese 
Art  findet  man  die  in  den  §§  53  und  56  gegebene  Regel.  Die  Transformations- 
formein  sind  ausführlich  in  §  56  mitgetheilt  worden.  Man  sieht,  dass  die  Coefiß- 
cienten  von  a;,  y,  etc.  die  Werthe  der  Unterdeterminanten  I^^  (p'),  etc.  sind. 

Wenn  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (1)  ein  Term,  wie  |tj,  vorkäme, 
so  würde  dieses  Product  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  bei  der  Elimination  von  |' 
und  der  Differentiation  nach  6  einen  Term(ai^p^*  +  *^ii)  6  dri/dB  zur  Folge  haben. 
Eliminirte  man  dagegen  77'  und  differenzirte  nach  0,  so  würde  man 

erhalten.    Nun  können  aber   die   Differentialquotienten  von  £  oder  ij  nach  den 


Noten.  525 

Coordinaten  B,  tp,  'i^,  etc.  nicht  sSmmtlich  Nall  sein,  weil  sonst  £  oder  ri  Ton  allen 
Coordinaten  anabhängig  wäre.  Ebenso  können,  wenn  die  Wurzeln  der  La- 
grange'sehen  Determinantengleichung  alle  ungleich  sind,  die  Coefficienten 
a,,Pi*-|-Ci,  und  ai,p,*+Cj,  nicht  beide  verschwinden.  In  dem  Fall  also,  in 
welchem  die  rechten  Seiten  yon  (S)  zu  Null  werden,  können  Producte  der 
Coordinaten  in  einem  der  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  nicht  vor- 
kommen. 

Wenn  die  Lagrange^sche  Gleichung  gleiche  Wurzeln  hat,  so  sind,  wie  wir 
aus  §  61  wissen,  alle  Unterdeterminanten  Null.  Die  auf  die  vorstehende  Art  ge- 
fundenen Verhältnisse  der  Z,  9»,  etc.  verlieren  daher  ihre  Gültigkeit.  Um  die  Sache 
zu  vereinfachen,  wollen  wir  annehmen,  die  Gleichung  habe  zwei  gleiche  Wurzeln 
und  diese  seien  p^*  und  p^\  Die  Verhältnisse  der  Coefficienten  in  der  dritten 
und  den  folgenden  Verticalreihen  von  (2)  kann  man  wie  zuvor  ermitteln,  weil  sie 
von  ungleichen  Wurzeln  der  Lagrange 'sehen  Determinante  abhängen.  Da  für 
die  gleichen  Wurzeln  die  ersten  Minoren  Null  werden,  so  sind  die  Gleichungen 
(4)  zur  Bestimmung  der  Coefßcienten  einer  der  beiden  ersten  Verticalreihen  von 
(2)  nicht  unabhängig  voneinander.  Lässt  man  eine  dieser  Gleichungen,  wie  in 
§  273,  weg,  so  erhält  man  bei  Benutzung  der  zweiten  Minoren  alle  Buchstaben 
in  der  ersten  Verticalreihe  als  Functionen  zweier  beliebiger,  wie  z.  B.  7^  und  m|. 
Mit  Hülfe  derselben  Formeln  werden  die  Buchstaben  in  der  zweiten  Verticalreihe 
durch  l^  und  m^  ausgedrückt.  Man  hat  so  statt  eines  unabhängigen  Coefficienten 
in  jeder  dieser  Verticalreihen  jetzt  deren  zwei. 

Bei  der  Benutzung  dieser  Transformationsformeln  ohne  weitere  Einschränkung 
sind  wir  aber  nicht  sicher,  ob  nicht  etwa  Glieder  mit  dem  Product  £72  in  den 
beiden  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  vorkommen,  wenn  die  CoefQcienten  der 
beiden  Producte  sich  wie  Pi  * :  1  verhalten.  Um  sich  von  dem  Fehlen  dieser 
Glieder  zu  überzeugen,  reicht  es  hin,  wenn  man  den  Coefficienten  von  £i]  in 
einem  der  Ausdrücke  für  T  oder  ü  gleich  Null  setzt.  Wählt  man  T,  so  erhält 
man  durch  Substitution  aus  (2)  in  (1) 

Aikh  +  At  Ä«t  +  h^) H =  0 

oder,  wie  in  §  816  geschrieben  wurde. 

Betrachtet  man  dann  l^ ,  m^  und  Z,  als  willkürlich,  so  ergeben  sich  genug  lineare 
Gleichungen  erster  Ordnung,  nm  alle  übrigen  Coefficienten  der  beiden  ersten 
Verticalreihen  in  den  Transformationsformeln  finden  zu  können.  Man  erhält  so 
anstatt  zweier  willkürlicher  Constanten  deren  drei. 

Zu  §  60.  Die  Bedingugeii,  nnter  weichen  eine  Function  zweiten  Grades 
eine  definite  Function  ist.  Die  Bedingungen,  die  wir  auszugsweise  dem  William- 
Bon^Bchen  Differential  Calculus  entnehmen,  beziehen  sich  auf  die  Function  zweiten 
Grades  T,  welche  eine  definite  positive  Function  sein  muss;  es  steht  femer  fest, 
dasB  alle  aufeinander  folgenden  Determinanten  positiv  sind. 

Nimmt  man  an,  das  Vorzeichen  der  Determinante  würde  durch  irgend  eine 
lineare  Transformation  der  Coordinaten  nicht  geändert,  so  erhält  man  einen 
leichten  Beweis  des  Satzes.    Die  Function  zweiten  Grades  sei 

2r  =  ^iÖ«  +  2^,e9  +  J,,9)*-f  etc (1). 

Um  die  Sache  zu  vereinfachen,  mögen  nur  vier  Coordinaten  0,  9,  '^,  %  vor- 
handen sein.  D  sei  die  Determinante,  2>|  die  Determinante,  wenn  eine  der 
Coordinaten,  z.  B.  %,  gleich  Null  gesetzt  wird,  D,  die  Determinante,  wenn  zwei 
Coordinaten,  z.  B.  %  und  ^,  D,,  wenn  drei  %,  tp  und  9  gleich  Null  gesetzt 
werden  u.  s.  f. 
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Fasst  man  alle  6  zusammen,  dann  die  <p  u.  s.  w.,  so  kann  man  T  in  der  Fonn 

schreiben,  worin  alle  lateinischen   Buchstaben   auf  der   rechten  Seite  rationale 
Functionen  Von  Ä^^,  ud^,,  ete.  und  daher  reell  sind. 
Man  kann  jetzt  diesem  Ausdruck  die  Gestalt 

2T-.B,a:«  +  JB,y«  +  B,£r«  +  JB,u« (2) 

geben,  worin  i«  =  ;j,  *^=='^  +  ^Z»  ^^-  "*• 

Da  (1)  und  (2)  sich  durch  lineare  Transformation  auseinander  ableiten  lassen, 
so  haben  ihre  Determinanten  dasselbe  Vorzeichen.  Das  Product  B^B^B^B^  hat 
daher  dasselbe  Vorzeichen,  wie  D.  Setzt  man  femer  w  <—  ;|r  &»  0  und  schliesst 
ebenso,  so  stimmt  das  Product  BiB^B^  mit  D^  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen 
überein  und  ebenso  B^ B^  mit  D,  und  JB^  mit  D, .  Folglich  sind  B^,  B^^B^,  B^ 
positiv,  wenn  die  Determinanten  1),  D^,  I)^,  2),  positiv  sind,  sonst  nicht. 

Daraus  ergeben  sich  die  Bedingungen,  unter  welchen  T  eine  deficite  posi- 
tive Function  zweiten  Grades  ist,  unmittelbar.  Die  Bedingungen,  unter  welchen 
T  eine  definite  negative  Function  zweiten  Grades  ist,  kann  man  aus  den  vorigen 
dadurch  ableiten,  dass  man  die  Vorzeichen  aller  Coefficienten  A^^y  Ai^,  ete.  in 
dem  Ausdruck  fdr  T  ändert. 

Dass  die  Determinanten  von  (1)  und  (2)  dasselbe  Vorzeichen  haben,  kann 
man  auf  die  in  §  71  angegebene  Art  zeigen.  Wir  wollen  den  zweiten  Ausdruck 
nehmen  und  setzen: 


x^he  +  l^<p  + 


y  =  Wid  +  m,94- 


£f  =  ete. 


(3). 


Durch  Substitution  in  (2)  erhält  man   einen   Ausdruck   zweiten   Grades,   dessen 
Determinante,  wie  man  leicht  sieht,  durch 

JBi2i*+ jB,»i^*H ^i^i^  +  ^.w^WjH etc. 

^ihk  +  ^i^i^-i ^i^*+^i»»i*H ete 

ete.  ete.  ete. 

dargestellt  wird.    Sie  ist  offenbar  das  Quadrat  von 

\yB,k     VB,m,     yB,n,     ete 

yB^l^     VB^m^     |/B,«,     ete 
etc.  ete.  ete.        ete 

Die  Determinante  von  T,  wenn  T  als  Function  von  0,  9,  ete.  ausgedrückt  wird, 
ist  daher 

2i      194      ete. 

J?i  B,  Bj  •  •  •      Z,      w,      ete. 

ete.    ete.     ete 

Das  Vorzeichen  hat  sich  daher  nicht  geändert. 

Die  Determinante  auf  der  rechten  Seite  ist  die  F  anctionaldeterminante  von 
x,  y^  etc.  in  Bezug  auf  0,  9,  ete.  Man  kann  daher  aus  diesem  Resultat  auch 
unmittelbar  durch  eine  doppelte  Transformation  das  Theorem  in  §  69  ableiten. 

Zu  §  631.    Ein  biegsamer  and  aofidehnbarer  gekrimniter  Stab  nnter  der  Ein* 
Wirkung  einer  Kraft,  die  elastiselie  Formftndemngen  znr  Folge  hat.    Die  in 

diesem  Paragraphen  angefahrten    statischen  Theoreme  lassen  sich  auf  folgende 
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Art  beweisen.  PQ  sei  ein  Element  der  Aze  des  Stabes,  wenn  er  nicht  aus- 
gedehnt ist,  P' Q^  dasselbe  Element,  wenn  er  gespannt  ist.  ds,  ds'  seien  die 
Längen  dieser  Elemente,  a,  q  die  Krümmungsradien  in  P,  P" .  Man  erhält,  da 
j7,  q  die  proportionale  Verlängerung  und  Erümmungsyermehrung  ist, 

'=^31-.  -(M)« <«• 

a,  ö  seien  die  Coordinaten  von  P;  a(l  +  tt),  ö  +  <jp  die  von  P'.    Da 

dÄ  =  add,    (dO*  =  a' (^«)' +  ö*  (1  +  «)•  (dö  +  dy)« 

ist,  so  ergibt  sich  dann  leicht 

p^u  +  d(p/de (2). 

Yemachlässigt  man  ferner  die  Quadrate  kleiner  Grössen,  so  wird 


Daher 


Wir  wollen  den  Stab  auf  die  Hauptazen  der  gekrümmten  Axe  für  P'  be- 
ziehen. Die  nach  innen  positiv  genommene  Normale  sei  die  «r-Axe,  die  Tan- 
gente die  rc-Aze  und  y  stehe  senkrecht  auf  der  Erümmimgsebene.  Wir  nehmen 
an,  wie  es  bei  solchen  Problemen  zu  geschehen  pflegt,  die  Massenpunkte  des  Stabes, 
die  in  einer  auf  der  Aze  senkrechten  Ebene  liegen,  behielten  ihre  Lage  in  einer 
zur  Aze  senkrechten  Ebene  bei,  wenn  der  Stab  gebogen  oder  ausgedehnt  wird, 
und  ihre  Abstände  von  der  Aze  würden  nicht  merklich  geändert. 

Man  lege  durch  P'  und  Q'  zwei  Ebenen  senkrecht  zur  Aze,  B' S*  sei  eine 
Elementarfaser  des  Stabes,  die  der  Aze  parallel  läuft  und  zwischen  den  beiden 
Ebenen  liegt,  und  BS  sei  die  Länge  des  Fadens,  wenn  der  Stab  nicht  ausgedehnt 
ist.  y,  z  seien  femer  die  Coordinaten  von  E'.  Wenn  nun  ds  die  Länge  von 
P'Q'  für  den  nicht  ausgedehnten  Zustand  bezeichnet,  so  ist  die  Länge  von  B'S* 
für  den  nicht  gespannten  bez.  gespannten  Stab 

dff«ds(l  — ^),    dff'  =  d«'(l— -) (4). 

Die  Resultante  der  Spannungen  aller  Fasern,  welche  die  Elementarfläche 
dydz  kreuzen,  ist  offenbar 

Substituirt  man  für  de',  da,  VJq  ihre  Werthe  aus  (4)  und  (1)  und  vernachlässigt 
alle  Potenzen  von  e/a,  welche  über  die  zweite  hinausgehen,  weil  der  Stab  dünn 
ist,  so  ergibt  sich  die  resultirende  Spannung  dieser  Fasern 

^Edydz[p-{t+p)q[^-^'^)] (6). 

CO  sei  der  Flächeninhalt  des  Querschnittes  des  Stabes,  tolc*  sein  Trägheits- 
moment für  die  y-Aze.  Bedenkt  man,  dass  der  Schwerpunkt  von  <o  in  dem 
Coordinatenanfang  liegt,  so  findet  man  durch  eine  leichte  Integration  die  resul- 
tirende Spannung  T  und  das  Paar  L 

r=£«[i)-^(i+i>)aj,  L  —  £«,^(i+p)3  .  .  .  ((}). 
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Da  der  Stab  um  seine  Lage  im  unausgedehnten  Zustand  schwingt,  so  kann 
man  die  Quadrate  und  Producte  der  kleinen  Grössen  p  und  q  vemachlässigen. 
T  und  L  reduciren  sich  dann  auf  die  in  §  681,  Beisp.  2  angegebenen  Resultate. 

Die  Arbeit  einer  Faser  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes  ist,  wenn  sie 
von  da  im.  nicht  gespannten  auf  die  Läge  da'  ija  gespanntem  Zustand  ausgedehnt 

wird,  wie  in  Bd.  1,  §343  bewiesen  wurde, E{da'  —  da)*/da,     Substituirt 

man,  wie  zuvor,  för  da^  da'  und  lässt  die  dritten  Potenzen  von  e/a  weg,  so  er- 
gibt sich  für  die  Arbeit  W 

Wds ^E«ds[p'+^q\l  +  p)*] (7). 

Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  auf  den  in  §  631  gegebenen,  wenn  nur  die 
niedrigsten  Potenzen  von  p  und  q  beibehalten  werden. 

Aus  dem  Werth  von  W  lassen  sich  die  von  T  und  L  ableiten.  Man  halte 
P'  fest  und  dehne  das  Element  P'  Q'  weiter  aus,  ohne  die  Krümmung  zu  ändern, 
so,  dass  seine  Länge  da"  wird.  Alsdann  ist  dp  =  (ds"  —  d8')/d8.  Die  durch  die 
Spannung  an  dem  Ende  Q'  verrichtete  Arbeit  ist  —  T(d8''  —  da')  und  die  durch 
das  Paar  bei  Qf  verrichtete  L  (da"  —  da')/ (f.    Man  erhält  mithin 

Der  Stab  erhalte  nunmehr  eine  Ejümmungsvermehnmg  ohne  Aenderung  der 
Länge  des  Elementes.  Die  Spannung  bei  (^  verrichtet  keine  Arbeit,  während  die 
Arbeit  des  Paares  2^(1/^' —  l/^)d«'  ist,  worin  1/q  die  neue  Krümmung  be- 
zeichnet.   Da  dq  =  (1/^'  — ^.1/^)  a  ist,  so  folgt 

,  a     dW 

1  +p  dq 

kos  diesen  Resultaten  sind  die  in  (6)  gegebenen  Werthe  von  T  und  L  leicht  ab- 
zuleiten. 

Das  der  Statik  entnommene  Theorem  in  §  628,  dass  nämlich  X  =  ^  F/(f  ist, 
wenn  F^=^1s}{Eio-\-  T)  angenommen  wird,  ergibt  sich  ebenfalls  leicht  aus  den 
Gleichungen  (6).  Bedenkt  man,  dass  hier  der  Radius  a  in  unausgedehntem  Zu- 
stand unendlich  gross  ist,  und  setzt  q  =  a/Q,  so  wird 

T==Emp,    L=^'—Ea}k*(l+p)/Q. 

Eliminirt  man  nun  p  aus  dem  Werth  von  X,  so  ergibt  sich  das  gesuchte  Theorem. 

Zu  §  639.  Belastete  Membranen.  Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  aus  den 
Formeln  in  den  §  76  und  77  ableiten.  Wir  beginnen  damit,  dass  wir  die  un- 
belastete Membran  auf  Hauptcoordinaten  beziehen.  Zu  diesem  Zweck  geben  wir 
(siehe  §  56)  dem  vollständigen  Ausdruck  für  tu  in  §  636  die  Form 

.    nix  .    «t'y  ^  ,     .    njx  .    vej*y      ,     ^ 
w  =  sin sm  —jf- 1  +  sm  -:^—  sm  -^  ii  -f  etc. , 

die  Grössen  £,  i],  etc.  sind  dann  Hauptcoordinaten. 

Die  doppelte  lebendige  Kraft  der  Membran  ist,  wie  man  leicht  sieht, 

ff{dw/dt)*ifdxdy^\Qah(i'^+r{*+..,), 

worin  die  Accente  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  bezeichnen.  Bildet  man  jetzt 
die  Lagrange 'sehe  Determinante,  so  ist  jedes  Element  derselben  mit  Ausnahme  der 
in  der  Hauptdiagonale  stehenden  Null.  Sind  q^  \  g,  *,  etc.  die  Wurzeln  der  Determinante, 
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und  ist  M'^Qab,  so  werden  diese  Elemente  ~3f(g'  —  gi"),  -rM{g^  —  g^"),  etc. 

Hier  steht  q  fQr  die  durch  pm  in  §  686  dargestellte  Grösse;  die  Wurzeln  ^i,  g,,  etc. 
wurden  in  diesem  Paragraphen  ermittelt  und  mit  Hülfe  von  %  und  %  ausgedrückt, 
indem  %  sowohl  als  i*  die  Werthe  aller  ganzen  Zahlen  beigelegt  wurden. 

Setzt  man  nun  eine  Masse  ft  auf  den  Funkt  (A,  h\  so  ist  seine  Verschiebung 
durch 

TT  «es  sm sin  —=—  £  +  etc. 

gegeben;  diesen  Ausdruck  kann  man  kurz 

Tr=  «5  +  /Ji]  +  etc. 

schreiben.  In  der  Gleichung  ftlr  die  lebendige  Kraft  tritt  jetzt  noch  ein  ZusatzgUed 
auf,  während  die  Kräfbefunction  dieselbe  bleibt,  wie  zuvor.    Dieses  ZusatzgUed  ist 

ftaV  +  2f*a|?5V  +  etc. 

Folglich  tritt  auch  zu  jedem  Element  in  der  Lagrange 'sehen  Determinante  ein 
Zusatzterm  hinzu.    Die  Determinante  wird 


f*a(J2«  7JtfÖ»-&')  +  f*|?V    etc. 

etc.  etc.  etc. 


=  0. 


Entwickelt  man  und  beachtet,  dass  nach  §  76  nur  die  ersten  Potenzen  Ton  ft, 
in  die  Entwickelung  aufgenommen  werden,  so  erhält  man 

Ö"- 2i*) (ff* --«,") etc. +  ij«»{«"{2*-(h') etc. +  pV-2i') etc. +  etc.}  =  0. 
Diyidirt  man  durch  das  erste  Glied,  so  wird 

- — I  =  — 5 r  H — ^ — 5  +  etc. 

4f*ff'      «i'  —  ff*      «1-2 

Substituirt  man  far  a,  ^,  etc.  ihre  oben  angegebenen  Werthe  und  setzt 
gaspm,  so  kommt  man  zu  dem  in  §  689  ausführlich  gegebenen  Resultat. 

Diese  Methode  ist  offenbar  allgemein  imd  findet  auch  auf  Membranen  von 
anderer  Form  Anwendung,  wenn  die  richtigen  Werthe  fSr  a,  ^,  etc.  eingesetzt 
werden. 

Zu  §  641.  Coigngirte  Fiuetionen.  Die  Anwendung  der  Theorie  der  con- 
jugirten  Functionen  auf  die  Hydrodynamik  ist  dem  Leser  wahrscheinlich  bekannt. 
Mit  ihrer  Hülfe  kann  man  das  Potential  einer  complicirten  Bewegung  der  Flüssigkeit 
manchmal  aus  dem  Potential  einer  einfacheren  Bewegung  ableiten.  Dies  liegt 
zwar  selbstverständlich  ausserhalb  der  Grenzen  unseres  Buches,  doch  wollen  wir 
einige  Sätze  angeben,  die  uns  neu  zu  sein  scheinen. 

Wenn  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in  eine  andere  auf  eine  Art  ver- 
wandelt wird,  die  der  in  §  642  ftlr  Membranen  beschriebenen  analog  ist,  so  sind 
die  kinetischen  Energien  der  beiden  Flüssigkeiten,  welche  sich  entsprechende 
Elementarflächen  einnehmen,  einander  gleich.  Daher  sind  die  ganzen  hineüsehen 
Energien  der  beiden  Bewegungen  zwar  gleich,  aber  Über  die  Bewegungsfläehen  ver- 
schieden  vertheüi.  Es  entspricht  dies  dem  in  §  646  ftlr  Membranen  bewiesenen  Satz. 

Man  nehme  an^  es  existire  ein  Wirbel  17  von  der  Stärke  m  in  irgend  einem 
Moment  in  einer  Flüssigkeit  an  einem  Punkt,  dessen  Coordinaten  (£,  ri)  sind. 
Alsdann  gibt  es  einen  Wirbel  P  von  gleicher  Stärke  an  dem  entsprechenden 
Punkt  (o;,  y)  der  anderen  Flifssigkeit.  Sie  bewegen  sich  zwar  nicht  so,  dass  sie 
immer  sich  entsprechende  Punkte  einnehmen,  doch  kann  man  manchmal,  ohne  die 
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Bewefftmg  des  Bestes  der  Flüssigkeit  zu  wUersuchen,  die  Bewegung  von  P  aus  der 
von  n  auf  die  folgende  Art  ableiten.  %(£,  t})  sei  eine  StramftmcUon  (aber  nidU  die 
Stromfunction  der  Flüssigkeit),  welche  die  Bewegung  des  Wirbels  U  so  angibt,  dass 

die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  paraUel  zu  der  {-  und  ri-Axe  —-  hez,  —  x-t- 

md.    Die  momentcme  Bewegung  von  P  wird  dann  durch  eine  Stromfunction 

bestimmt,  d.  h.  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  parallel  zur  x-  bez,  y-Äxe 

dt  dt' 

sind  ->.  -  bez.  —  -^  und  seine  Bahn  ergibt  sich,  wenn  man  %  einer  Constanten  gleich 

setzt.  Hier  ist  fi'  die  Grösse,  die  in  §  642  durch  D/D^  dargestellt  wurde.  Im  All- 
gemeinen kann  man  sagen,  dass  man  die  Stromfunction  von  P  aus  der  von  TI 

durch  Sul)traction  des  Ausdrucks  y  m  log  fi  erhält,  worin 

l^*^idi/dx)^  +  (di/dyy'--{d7i/dyy  +  {dn/dxy  ist. 

Bei  der  Benutzung  dieser  Begel  hat  man  die  Stärke  m  eines  Wirbels  als 
positiv  anzusehen,  wenn  der  Wirbel  in  einer  der  Bewegung  der  Uhrzeiger  ent- 
gegengesetzten Bichtung  rotirt,  d.  h.  also  yon  der  positiven  Richtung  der  £  nach 
der  positiven  Bichtung  der  ri  hin. 

Um  dieses  Theorem  zu  beweisen,  beachte  man,  dass  die  Stromfunction  in 
irgend  einem  Punkt  (iufii)  in  der  einen  Flüsssigkeit  oder  in  dem  Punkt  (re^,  y^) 
in  der  anderen 

* 1 «,  log  {(S^  _{)»  +  (,,,_,,)«} +  5 

ist,  worin  bei  der  letzteren  Flüssigkeit  die  griechischen  Buchstaben  als  bekannte 
Functionen  der  lateinischen  angesehen  werden.  B  stellt  dabei  eine  Reihe  von 
Termen  dar,  die  den  ersten  ähnlich  sind  und  in  Folge  von  anderen  Wirbeln  auf- 
treten. Da  der  Wirbel  P  sich  nicht  bewegt,  so  lässt  sich  seine  Bewegung  aus 
der  der  benachbarten  Punkte  ableiten,  indem  man  auf  die  letzteren  die  umgekehrte 
Bewegung  in  Folge  des  Wirbels  superponirt.  Diese  relative  Bewegung  ist  durch 
die  Stromfunction 

^ |wlog{(|,-{)«  +  (i,,-T,)M  +  Ymlog{(aj,-a:)«  +  (y,-y)«}  +  Ä    - 

gegeben. 

Es  sei  Si  =»  { -f  £',  i]j  =  1]  +  ?j',  Xi'^X'\-x\  yi  =*  y  +  V'-  ^ür  wollen  den 
Ausdruck  für  ^  in  Potenzen  von  x\  if  entwickeln  und  dabei 

£i  -  «  -  «««!'+  {yV  +  i  ({..af*  +  ai^.oi'y'  +  |,yy")  +  etc. 

und  einen  ähnlichen  Ausdruck  för  i]i  — 1\  einsetzen.  Die  Indices  x,  y,  etc.  be- 
zeichnen hierin  Differentiationen.  Man  findet,  wenn  man  die  dritten  Potensen 
kleiner  Grössen  beibehält,  dass  a;''-}-i/'  ein  gemeinschaftlicher  Factor  ist.  Ent- 
wickelt man  den  Logarithmus,  so  wird 

fnra;'51ogf*  ,     .^logftl  ,  ,   -, 

worin  ^^^=^  £|4~S^i8t.  In  Folge  des  ersten  Terms  dieser  Reihe  sind  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  von  P  parallel  der  x-  und  y-Axe  — ^md\o%  ^ßy  und 

—  md  log  y^ßx. 

Man  betrachte  nun  weiter  irgend  einen  Term  von  22,  der  die  Folge  des  Auf- 
tretens eines  Wirbels  bei  (J^^,  tj^)  ist,  vne  z.  B. 

B. l«,log(({_4.)»  +  (,_,,)«}. 
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Die  Gomponenien  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  der  Flüssigkeit  bei  27 
ergeben  sich,  indem  man  diesen  Term  nach  ri  und  £  differenzirt  nnd  bei  der 
letzteren  Operation  das  Vorzeichen  ändert.  Sie  seien  «,  v.  Als  Componenten  der 
Geschwindigkeit  eines  Punktes   bei  P  erh&lt  man  auf  ähnliche  Art  uri  — vL^ 

und  — ^'tx'h^ix'  ^^^  ^^^  ®^  unabhängiger  Wirbel  vorhanden,  so  sind  die  in 
B  enthaltenen  Wirbel  Bilder  von  J7  und  ihre  Lage  wird  durch  die  von  J7  be- 
stimmt. Sind  die  Bedingungen  des  Problems  derart,  dass  die  Componenten  der 
momentanen  Geschwindigkeit  von  J7  durch  ««»^  ,   v  =  —  x^  sich  ausdrücken 

lassen,  so  werden  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  von  P  in  Folge  derselben 
Tenne  durch  %  ,  —  x^  dargestellt.   Nimmt  man  daher  alle  Terme  von  i^^  so  erh&lt 

man  als  Componenten  der  Geschwindigkeit  von  P, 

afy  — Y«i81ogf»/5y  und  '-x^  +  '^mdlogti/dx. 

Als  Beispiel  zu  dieser  Regel  wollen  wir  die  Bahn  eines  Wirbels  P  unter- 
suchen, welcher  in  der  Ecke  schwimmt,  die  zwei  unter  dem  Winkel  Il/n  gegen 
einander  geneigte  Gerade  bilden.  Dieses  Problem  hat  Prof.  Greenhill  in  dem 
QiuxrUrly  Jaumäl,  Bd.  16  besprochen.  Wir  wollen  zuerst  annehmen,  ein  Wirbel  J7 
schwimme  in  dem  unendlichen  von  der  £-Aze  begrenzten  Baum.  Bringt  man  ein 
Bild  auf  die  negative  Seite  dieser  Aze,  so  sieht  man,  dass  sich  der  Wirbel  J7 
parallel  der  £-Axe  mit  der  Geschwindigkeit  m/272  bewegt.    Seine  Stromfiinction 

ist  daher  -j  m  log  i}.  Man  nehme  einen  Punkt  auf  der  £-Aze  als  Coordinatenanfang 

und  drehe  die  negative  Seite  der  Axe  um  den  Coordinatenanfang,  bis  sie  mit  der 
positiven  den  Winkel  n/n  bildet.  Um  dies  auszudrücken,  benutzen  wir  die  Trans- 
formationsformeln in  §  653.    Wir  erhalten  so  ij  =  c(r/c)"  sin  n0.    Der  Werth  von 

ft  ist  daher  n(r/c)^~^.  Der  Regel  entsprechend  ist  die  Stromfnnction,  welche  die 
Bewegung  des  Wirbels  P  in  der  Ecke  angibt, 


Z'  — ywlogij  — ilogft 
«=»  Y  w  log  (r  sin  n6). 


Die  Bahn  ist  daher  durch  r  sin  nd  »  c  gegeben,  worin  c  eine  Consta^te  bezeichnet. 
Man  beachte,  dass  n  keine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht. 

Wenn  sich  zwei  Kreise  in  Ä  und  B  schneiden,  so  kann  man  durch  Inversion 
dieses  Resultates  die  Bewegung  eines  Wirbels  V  in  Uem  Baum  zunsdien  den  Kreis- 
grenzen  finden,  6  sei  der  Winkel,  den  der  durch  JL,  B  und  den  Wirbel  V  gehende 
Kreis  mit  einer  der  beiden  Ereisgrenzen  macht  und  a  der  Winkel  zwischen  den 
Ereisgrenzen.     Die  Stromfunction  des  Wirbels  V  findet  man  dann,  indem  man 

Y  ff»  log  f*  von  dem  oben  angegebenen  Werth  von  x'  abzieht,  worin  p,  =  l—j    ist, 

wie  in  §  653  gezeigt  wurde.    Die  Stromfunction  des  Wirbels  F  ist  daher 


-Jlog(AF.J5F.sin-^^). 


Die  Bahn  des  Wirbels  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

ÄV'BVsm—^C, 

a 

worin  C  eine  Constante  bedeutet. 

Einen  Haupteinwand  gegen  die  Benutzung  conjugirter  Functionen  bei  hydro- 
dynamischen Problemen  könnte  man  aus  der  Schwierigkeit,  die  richtigen  iSrans- 
formationsformeln  zu  finden,  ableiten.  Doch  gibt  es  zu  ihrer  Ermittelung  eine 
bequeme  Regel,  die  darin  besteht,  dass  sich,  sobald  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
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in  dem  von  einer  oder  zwei  unendlich  grossen  Owrven  begrenzten  Baum  bekannt 
ist,  allgemein  die  Bewegung  mit  denselben  Grenzen  finden  lässt,  wenn  sie  durch 
das  Auftreten  von  Quellen  und  Wirbeln  complicvrt  ist.  Um  dies  zn  beweisen,  sei 
£  ttnd  7]  das  Geschwindigkeits-  und  Strompotential  dieser  Bewegimg.  ri  ist  dann 
längs  der  Grenzen  constant.  Benutzen  wir  £,  f]  als  Transformationsformeln,  so 
verwandeln  sich  die  gegebenen  Grenzen  in  Gerade,  welche  der  £-Aze  parallel  sind. 
Die  Bewegung  in  Folge  der  Wirbel  und  Quellen  in  diesem  Baum  ist  bereits  unter- 
sucht worden.  Daraus  *Ia8sen  sich  dann  die  Bewegungen  in  den  allgemeineren 
Bäumen  ableiten. 

Man  kann  jede  geschlossene  Curve,  wie  z.  B.  die  Ellipse,  als  einen  Schnitt 
durch  einen  unendlich  grossen  Cylinder  ansehen.  Kennt  man  nun  sein  Potential 
an  irgend  einem  äusseren  Punkt,  wenn  er  mit  einer  gegebenen  Menge  yon 
Elektricität  geladen  ist,  so  lässt  sich  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  mit  Wirbeln 
und  Quellen  ausserhalb  der  EUipse  unmittelbar  aus  der  entsprechenden  Bewegung 
um  einen  Kreis  ableiten. 

Näheres  über  diese  Sätze  findet  man  in  einem  Aufsatz  des  Verfassers  in 
Bd.  12  der  Proceedings  of  the  Ma^hematicäl  Society,  1881. 


Bemerkungen  zum  vorliegenden  Bande. 

Von  F.  Klein. 


Der  zweite  Band  von  Bonth's  Dynamik  starrer  Körper,  welchen  wir  hiermit 
dem  deutschen  Publikum  in  üebersetzimg  vorlegen,  übertrifft  den  ersten  vielleicht 
noch  an  Reichhaltigkeit,  jedenfalls  aber  an  Originalität  der  Untersuchungen.  Der 
Verfasser  wünscht  in  seiner  Vorrede  darauf  aufinerksam  zu  machen,  dass  es  sich 
nicht  sowohl  um  eine  systematische  Entwickelung,  als  um  eine  Reihe  nebeneinander 
stehender  Monographien  handelt.  Inzwischen  tritt  eine  wichtige  Frage  doch  immer 
wieder  in  den  Vordergrund  des  Interesses,  das  ist  die  nach  den  kleinen  Schwingwngen 
der  Systeme.  Wir  haben  in  der  gesammten  deutschen  oder  französischen  Litte- 
ratur  kein  Werk,  welches  diese  unter  praktischen  Gesichtspunkten  so  bedeutsame 
Erscheinungsciasse  gerade  nach  der  praktischen  Seite  hin  auch  nur  entfernt  mit 
der  Vollständigkeit  behandelte,  wie  es  hier  bei  Routh  geschieht.  Um  es  mathe- 
matisch auszudrücken:  die  Technik  der  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichimgen  mit  constanten  Coefficienten  wird  hier  auf  das  Höchste  entwickelt. 
Vom  Standpunkte  des  continentalen  Mathematikers  aus  wird  man  allerdings 
darauf  Gewicht  legen,  den  Geltungsbereich  dieser  Entwickelungen  vorsichtiger 
umgrenzt  zu  sehen.  In  dieser  Hinsicht  darf  ich  hier  der  Kürze  halber  auf  die 
von  Sommerfeld  und  mir  herausgegebene  Theorie  des  Kreisels  verweisen,  von 
welcher  gerade  eben  die  zweite  Lieferung  erscheint.  In  Kap.  IV,  §  9  daselbst 
wird  allgemein  von  dem  Werthe  mathematischer  Annäherungsmethoden  gehandelt 
und  der  Grundsatz  aufgestellt,  dass  man  in  jedem  Falle  in  der  Lage  sein  muss, 
eine  Abschätzung  fQr  den  entstehenden  Fehler  eintreten  zu  lassen.  Man  ver- 
gleiche ferner  Kap.  V,  §  6—8,  wo  im  Zusammenhange  von  der  Stabilität  der  Be- 
wegungen und  von  der  Behandlung  der  kleinen  Schwingungen  durch  Beibehaltung 
allein  der  niedrigsten  Tenne  gehandelt  wird.  —  Uebrigens  darf  ich  auch  hier 
nicht  unterlassen,  für  die  vielfache  Anregung  zu  danken,  die  wir  bei  der  Theorie 
des  Kreisels  gerade  den  englischen  Autoren  und  unter  ihnen  zumal  Hm.  Routh 
verdanken;  ein  BHck  auf  unsere  Schrift  wird  den  Leser  hierüber  sofort  orientiren. 

Des  Femeren  möchte  ich  hier  noch  ganz  besonders  auf  die  Darstellung  ver- 
weisen, welche  in  Kap.  X,  §  442  ff.  die  Varioitionsprincipe  der  Mechanik  gefunden 
haben.    Der  Ver£a>sser  entwickelt  hier,  was  man  die  iMrsprängliehe  Theorie  von 

Hamilton  nennen  kann.    In  derselben  stehen  die  beiden  Integrale  CL dt    und 
jTdt  von  vornherein  nebeneinander,  im  Gegensatz  zu  der  Darstellung,  welche 

durch  Jacobi^s  Vorlesungen  über  Dynamik  in  Deutschland  verbreitet  worden  ist 
und  noch  verschiedentlich  vorherrschen  dürfte.  Jacobi  hat  sich  seiner  Zeit  aus- 
drücklich gegen  den  Gebrauch  des  Integrals  TT^t  erklärt.    Inzwischen  ist  dabei, 

wie  Herr  A.  Mayer  in  den  Berichten  der  sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften von  1886  gezeigt  hat,  ein  Missverständniss  untergelaufen:  man  kann  das 

Integral  /Yd t  sehr  wohl  gebrauchen,  wenn  man  sich  nur  entschliesst,  auch  die 

Zeit  t  mit  zu  varüren.  Ueberhaupt  scheint  Jacobi's  Darstellung  der  Hamilton- 
schen  Theorie,  so  interessant  sie  ist  und  so  viele  Fortschritte  sie  nach  anderer 
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Seite  gebracht  hat,  den  eigentlichen  Grundgedanken  von  Hamilton,  die  bei  den 
englichen  Autoren  festgehalten  werden,  nur  mangelhafte  Rechnung  zu  tragen.  Um 
BO  merkwürdiger  ist  ein  Unterschied  der  hierauf  bezüglichen  deutschen  und  der 
englischen  Terminologie:  wir  nennen  den  Satz,  dass  bei  festgehaltenen  Grenzen 

vermöge  der  mechanischen  Differentialgleichungen  SfLdt^^O  wird,  allgemein  das 

„Hamilton'sche^^  Princip,  und  gerade  diese  Benennung  scheint  in  England  yöllig 
unbekannt  zu  seini 

Zu  dem  gleichen  Kap.  X  noch  folgende  Bemerkimgen: 

a)  §  445,  jp.  329.  In  diesem  Paragraph  wird  ganz  kurz  angegeben,  welche  Be- 
schränkung man  den  Variationen  der  Coordinaten  auferlegen  muss,  damit  die 
Yariationsprincipe  auch  bei  solchen  mechanischen  Aufgaben  in  Geltung  bleiben, 
in  welche  nach  der  Ausdrucksweise  von  Hertz  „nicht  holonome**  Bedingungs- 
gleichungen eingehen.  Hiermit  werden  also  nicht  nur  die  hierauf  bezüglichen 
kritischen  Bemerkungen  yon  Hertz,  die  er  in  seinem  Werk  über  die  E^rincipien 
der  Mechanik  (1894)  gibt,  vorweg  genommen,  sondern  auch  die  positive 
Wendung,  welche  Hr.  Holder  dieser  Sache  in  den  Göttinger  Nachrichten 
von  1896  gegeben  hat  (vergl.  auch  die  Bemerkungen  zum  1.  Bande ,  p.  467). 

b)  §  450,  p.  331.  Die  Function  Xj  =i  —  ^P^\  welche  Bouth  als  die  ,pnodi- 
ficirte*^  Lagrang  ersehe  Fanction  bezeichnet,  wird  in  Cambridge  gemeinhin 
die  Bouth^Bche  Function  genannt;  in  der  That  ist  Herr  Bouth  der  Erste 
gewesen,  welcher  diese  Function  zur  Anwendung  gebracht  hat,  wie  ich  dies 
bereits  in  der  Vorrede  zu  Bd.  I  hervorgehoben  habe. 

c)  §  458,  p,  337.  Die  Frage,  ob  bei  einem  Problem  der  Variationsrechnung  ein 
wirkliches  Maximum  oder  Minimum  vorliegt,  ist  durch  Weierstrass  wesent- 
lich über  den  von  Jacobi  erreichten  Standpunkt  hinaus  gefordert  worden. 
Es  ist  dies  eine  derjenigen  Weierstrass'schen  Leistungen,  welche  immer 
noch  erst  durch  Vermittelung  der  Vorlesungshefte  bekannt  sind,  sofern  man 
nicht  auf  gelegentliche  Erörterungen  in  den  Schriften  Weierstrass 'scher 
Schüler  recurriren  will;  hoffentlich  lässt  eine  zusammenfassende  Darstellung 
dieser  Theorie  nicht  mehr  zu  lange  auf  sich  warten.  Uebrigens  werden  die 
besonderen  Resultate,  welche  Herr  Bouth  unter  Bezugnahme  auf  Jacobi 
anführt,  von  den  Weierstrass^schen  Bemerkungen  nicht  tangirt.  Die  ori- 
ginellen Ausführungen,  welche  Hr.  Routh  auf  p.  335 ff.  über  discontinuir- 
liehe  Bewegungen  gibt,  dürften  nach  anderer  Seite  als  interessante  Beiträge 
zur  Variationsrechnung  anzusehen  sein. 

d)  §  459 f  p.  340.  Die  „Inversion"  ist  natürlich  nur  ein  Beispiel  daför,  dass 
man  unter  Umständen  in  der  Mechanik  irgendwelche  Raumtransformationen 
mit  Nutzen  gebrauchen  kann.  Beispielsweise  hat  Hr.  Appell  prcjecUve  Um- 
fonnungen  mit  Erfolg  herangezogen  (American  Journal  XII,  XTTT,  XVJl). 

e)  §  461y  p.  443.  Hier  ein  genaues  Citat  betr.  die  ursprünglichen  Publicationen 
von  Boltzmann,  Clausius  und  Szilj: 

Boltzmann:  Wiener  Sitzungsberichte,  Bd.  63,  1866. 

Clausius:  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  142,  1871;  Bd.  146,  1872. 

Szily:  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  145,  1872;  Bd.  149,  1873. 

Einen  zusammenfassenden  Bericht  gibt  Bryan  in  den  Reports  der 
British  Association  von  1891,  p.  88 ff.;  vgL  auch  den  weiteren  Bericht  des- 
selben in  den  Reports  von  1894. 

f)  §  463 ff,  (p.  344 . .):  Die  Integrale  der  allgemeinen  Betoegungsgleidimngen, 

a)  Die  ältere  Theorie  hat  noch  vor  dem  Erscheinen  von  Jacob i^s  Vor- 
lesungen über  Dynamik  eine  vortreffliche  Darstellung  gefunden  in  Cay- 
ley*s  Reports  on  the  recent  progress  of  theoretical  dynamics  (British 
Association  von  1867  und  1861,  gesammelte  Werke  Bd.  3  und  4). 
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ß)  Die  neuere  Entwickelung  dieses  Gebietes  wird  binnen  Kurzem  in  zu- 
sammenhängender Weise  in  einem  Referate  behandelt  werden ,  welches 
Hr.  Stäckelffir  die  deutsche  Mathematiker -Vereinigung  yorbereitet  und 
das  in  Bd.  6  der  Berichte  der  Vereinigung  erscheinen  soll.  Ebenda 
weitere  Ausführungen  zu  den  meisten  der  hier  berührten  Punkte. 

y)  MitÜerweUe  sei,  insbesondere  was  die  einschlägigen  Arbeiten  Ton  Lie 
und  A.  Mayer  angeht,  auf  das  Buch  Ton  Goursat  verwiesen  (Le9ons 
sur  rint^gration  des  ^quations  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre, 
Paris  1891,  deutsch  yon  Maser,  Leipzig  1898). 


Ich  fQge  zu  den  anderen  Kapiteln  des  Bouth'schen  Werkes  noch  folgende 
zerstreute  Notizen  hinzu: 

1)  §  ^^1  P'  ^^-  EinfluM  der  Erdrotation  auf  die  Bewegwng  der  starren  Körper. 
Die  betreffenden  Arbeiten  von  Gilbert  finden  sich  in  den  Annales  de  la 
Soci^t^  scientifique  de  Bruxelles  imd  zwar: 

Bd.  n  (1878)  „Etüde  historique  et  critique  sur  le  problöme  de  la  rotation 

d'un  Corps  solide", 
Bd.  VII  (1883)  „Sur  Tapplication  de  la  m^thode  de  Lagrange  aux  mouve- 

ments  relatifs". 

2)  §  128  ff.,  p.  94.  Der  darstellende  Punkt.  Die  Verwendung  des  „darstellenden 
Punktes"  zur  Veranschaulichung  der  Bewegung  der  Systeme  spielt  in  den 
modernen  Arbeiten  über  höhere  Mechanik  (man  vergl.  Poincar^,  nouvelles 
th^ories  de  la  m^canique  eheste,  oder  Hertz,  Principien  der  Mechanik)  eine 
wichtige  Rolle.  Der  unterschied  in  der  Behandlung  dieses  Ansatzes  bei  den 
letztgenannten  Autoren  einerseits  und  Hm.  Routh  andererseits  ist  charakte- 
ristisch genug.  Während  sich  Hr.  Routh  scheut,  den  Uebergang  zu  mehr 
als  drei  Graden  der  Freiheit  zu  machen  und  damit  mehrdimensionale  Vor- 
stellungen zuzulassen,  fehlt  es  bei  den  continentalen  Mathematikern  an  einer 
so  eingehenden  und  anschaulichen  Ausbildung  der  Methode  im  dreidimensionalen 
Falle,  wie  sie  Hr.  Routh  durch  die  Gegenüberstellung  der  Resultate  in  §129 
und  §  134  erzielt. 

8)  §  211,  p.  158 ff.  Schwere,  wnsymmetrische  Kreisel,  Es  werden  hier  nur  die 
Untersuchungen  der  S.  Kowalewsky  in  Bd.  12  der  Acta  Mathematica  (1889) 
genannt.  Man  kann  hinzufügen,  erstlich,  dass  die  betr.  Entwickelungen  in- 
zwischen Yon  einer  Reihe  anderer  Mathematiker,  insbesondere  Ton  russischen 
Gelehrten  weitergeführt  und  auch  nach  der  geometrischen  Seite  studirt 
wurden,  sodann,  dass  es  noch  einen  anderen  Fall  eines  unsymmetrischen 
Kreisels  gibt,  bei  dem  man  mit  Hülfe  der  heutigen  Methoden  bis  zu  einem 
vollen  Verständniss  der  eintretenden  Bewegung  kommt.  Es  ist  dies  der  Fall 
des  Hrii.  Hess  (Math.  Annalen  Bd.  37,  1890),  der  gleichfalls  Ton  den  russischen 
Mathematikern  wesentlich  weiter  gefördert  worden  ist  (Joukowsky,  Jahres- 
bericht der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung,  Bd  .IQ,  1892/93;  Nekrassoff 
in  Bd.  47  der  Mathematischen  Annalen,  1896).  Derselbe  betrifft  allerdings 
nur  eine  particuläre  Bewegungsform,  aber  der  Kreisel,  welcher  der  Be- 
trachtung zu  Grunde  liegt,  ist  allgemeiner  als  derjenige  der  S.  Kowalewsky, 
so  dass  beide  Fälle  im  Ganzen  gleich  yiel  Constante  enthalten.  Näheres  siehe 
in  der  Theorie  des  Kreisels  Yon  Sommerfeld  und  mir  p.  374 ff.  (Kap. V,  §9). 

4)  Kap.  VI,  p.  207  ff.  Beschaffenheit  der  durch  lineare  Gleichungen  gegebenen 
Bewegwng.    (Mehrfache  Wurzeln  der  charakteristischen  Determinante.) 

Schon  in  den  Bemerkungen  zum  ersten  Bande  wurde  (p.  467  daselbst) 
darauf  hingewiesen,  dass  der  Irrthum  von  Lagrange,  demzufolge  mehrfache 
Wurzeln  seiner  Determinante  stets  Lösungen  von  der  Form  (J[  -}-  BQ  sin  pt 
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zur  Folge  haben  sollten,  zuerst  von  Weierstrass  1868  in  den  Berliner  Monats- 
berichten aufgedeckt  wurde  und  dass  hier  alsoWeierstrass  vor  Bouth  zu 
nennen  ist.  Weierstrass  hat  dann  1868  (ebenfalls  in  den  Monatsberichten) 
die  einschlägigen  Fragen,  soweit  dieselben  von  der  simultanen  Beduction 
zweier  quadratischer  oder  bilinearer  Formen  auf  eine  kanonische  Form  ab- 
hängen, durch  seine  ElementarÜheileriheorie  e^dgOlüg  beantwortet.  Es  ist 
unmöglich,  hier  auf  die  umfangreiche  Literatur  einzugehen,  welche  sich  an 
die  Weierstrass 'sehe  Arbeit  anschliesst,  oder  den  genauen  Vergleich  mit 
den  zum  Theil  allgemeineren,  aber  weniger  systematischen  Untersuchungen 
Yon  Routh  anzustellen.  Eine  Einleitung  in  die  Theorie  gibt  u.  A.  Gundel- 
fing  er  in  der  3.  Auflage  yon  Hessens  Raumgeometrie  (1876)  oder  auch 
Bö  eher  in  seiuem  Werke  über  die  Reihenentwickelungen  der  Potential- 
theorie (1894). 

6)  §  286,  p.  222 1f.  Stahüitätshedingungen.  Einfache  Eriteria,  die  sich  auf  das 
Vorzeichen  des  reellen  Theils  der  Wurzeln  beziehen,  hat  neuerdings  auch 
Hurwitz  angegeben  (Math.  Annalen  46,  1894 — 96). 

6)  §  342,  p.  253  ff.  Mitschwingen  der  Unterlage  eines  Pendels.  Was  die  Be- 
stimmung dieses  Mitschwingens  angeht,  so  vergleiche  man  die  neuen  Ent- 
wickelungen  von  He  Im  er  t  und  Schumann  in  den  Schriften  des  k.preussischen 
geodätischen  Instituts,  1896. 

7)  §  355,  p.  258,  2koeite  Annähenrngen,  Man  sehe  auch  Eorteweg  imT.  I  der 
zweiten  Serie  der  Archives  n^erlandaises  (Harlem  1897),  der  direct  an  Routh 
anknüpft,  üebrigens  könnten  hier  zahlreiche  Entwickelungen  mit  heran- 
gezogen werden,  deren  sich  die  Astronomen  bei  der  Störungsrechnung  be- 
dienen. Andererseits  ist  die  Frage  nach  der  Convergenz  der  Methode  der 
successiven  Annäherungen  in  den  letzten  Jahren  der  Gegenstand  wichtiger 
Arbeiten  von  Picard  geworden;  siehe  dessen  Trait^  d^analyse,  Bd.  HI  (1896). 

8)  §  433,  p.  322ff.  Die  Sturm'schen  Theoreme.  Was  die  Existenz  der  Sturm- 
schen  Fimctionen  angeht,  so  vergleiche  man  auch  hier  Picard's  Trait^ 
d'analyse,  Bd.  HI,  p.  119  ff.,  andererseits  aber  etwa  den  Aufsatz  von  Bö  eher 
„On  the  theorems  of  oscillation  of  Sturm  and  Elein^*  im  4.  Bande  der  2.  Serie 
des  American  Bulletin,  1898  (wo  eine  von  mir  aufgestellte  Verallgemeinerung 
der  Sturm'schen  Sätze  bewiesen  wird). 

9)  Zu  den  astrorurniiscJ^en  Kapiteln  "XI  und  XH  yergl.  Tor  allem  Tisserand's 
Traitä  de  m^canique  eheste,  Bd.  U  (1891),  Bd.  HI  (1894).  Auch  will  ich  gerne 
auf  das  in  Deutschland  nur  erst  wenig  bekannte  Buch  aufmerksam  machen: 
E.  W.Brown,  an  introductory  treatise  on  the  lunar  theory,  Cambridge  1896. 

Was  speciell  die  in  §  686,  p.  394 — 96  besprochenen  Polschwankungen 
augeht,  80  zeigen  dieselben  neuerdings  einen  sehr  unregelmässigen  Verlauf; 
vergl.  die  zusammenfassende  Darstellung  bei  Albrecht  in  den  Publicationen 
des  Centralbureaus  der  internationalen  Erdmessung  yon  December  1897 
(Berlin  1898). 

10)  §  581,  p.  435.  Die  Analogie,  welche  zwischen  den  Gleichgewichtsproblemen 
eines  Fadens  und  den  Bewegungsgleichungen  eiues  Punktes  besteht,  ist  in 
älterer  Zeit  ganz  besonders  von  Moebius  entwickelt  worden.  Siehe  dessen 
Lehrbuch  der  Statik,  Bd.  H  (1837;  ges.  Werke  Bd.  UI). 

11)  ^  597,  p.  448.    Man  vergleiche: 

W.  Thomson  (Lord  Eelyin),  populär  lectures  IE,  London  1891,  p.442: 
„on  the  forces  concemed  in  the  laying  and  lifting  of  deep-sea  cables^', 
sowie 

W.  y.  Siemens,  Lebenserinnerungen,  Berlin  1897,  p.  130 ff. 

12)  §  599,  p.  451.  Schwingungen  der  an  einem  Ende  aufgehängten  Kette,  Aus- 
fCihrlichere  Literaturangaben  über  die  Geschichte  der  B es  serschen  Functionen 
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sowie  die  neueste  Zusammenstellung  über  die  Eigenschaften  dieser  Functions- 
classe  geben: 

Gray-Matthews,  A  treatise  on  Bessels  fonctions,  London  1895. 

18)  ^  612,  p.  465  ff.  Ueber  die  Schwingungen  der  gespannten  Fäden  oder  Mem- 
branen findet  man  weiteres  reiches  Material  bei  Lord  Bayleigh,  the  theory 
of  sound,  2.  ed.,  2  Bände,  London  1894,  1896.  —  Man  vergl.  auch  Pockels, 
über  die  partielle  Differentialgleichung  Ju-^Jc^u^^O  und  deren  Auftreten 
in  der  mathematischen  Physik,  Leipzig  1891. 

14)  §  618,  p.  472.  Deutet  man  i  als  dritte  Coordinate,  so  erhält  man  statt  der 
graphischen  Darstellung  eine  Fläche,  welche  bereits  Monge  modellirt  und 
später  Muret  für  Delagrave  &  Co.  in  Paris  vervielfältigt  hat.  Neuerdings 
hat  auf  meine  Anregung  Hr.  Schellenberg  derartige  Modelle  construirt, 
und  zwar  nicht  nur  für  die  gezupfte,  sondern  auch  für  die  angeschlagene 
Saite;  dieselben  können  von  der  BrilFschen  Verlagshandlimg  in  Darmstadt 
bezogen  werden. 

15)  §  619,  p.  473.  Es  ist  unmöglich,  hier  ausführlich  auf  die  hochentwickelte 
Theorie  der  DarsteUung  von  Functionen  durch  die  Fourier'sche  Reihe  ein- 
zugehen. Hier  werde  nur  hervorgehoben,  dass  bei  der  Darstellung  des  Be- 
wegungsvorganges gerade  der  gezupften  Saite  eine  interessante  Schwierigkeit 
entsteht:  Die  Reihe  selbst  und  die  aus  ihr  durch  gliedweise  Differentiation 
hervorgehende  Reihe  convergiren  überall,  nicht  aber  die  Reihe,  die  man 
durch  zweimalige  Differentiation  erhält.  Mit  anderen  Worten:  die  Curve 
selbst,  um  die  es  sich  handelt,  wird  durch  die  Annäherungscurve ,  die  man 
aus  den  ersten  n  Gliedern  der  Reihe  enthält,  um  so  besser  approximirt,  je 
grosser  n  ist,  ebenso  ihre  Tangente,  nicht  aber  ihr  Krümmungsradius.  Man 
kann  also  daraus,  dass  jedes  Glied  der  Reihe  für  sich  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung der  Saitenschwingungen  genügt,  keineswegs  schliessen,  dass 
es  die  durch  die  Reihe  dargestellte  Function  thut,  was  doch  wieder  von 
anderer  Seite  als  sicher  gelten  muss.    Man  vergl.  in  dieser  Hinsicht: 

F.  Lindemann,  Die  Schwingungsform  gezupfter  und  gestrichener  Saiten. 

Freiburger  Berichte,  Bd.  7,  1879. 
A.  Harnack,  üeber  die  mit  Ecken  behafteten  Schwingungen  gespannter 

Saiten.    Math.  Annalen,  Bd.  29,  1887. 

Von  neueren  Ezperimentaluntersuchungen  über  die  Form  schwingender 
Saiten  sei  erwähnt: 

Erigar-Menzel  und  Raps,   Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie 
von  1891  und  1893. 

16)  §  626,  p.  492.  Wegen  des  longitudinalen  Stosses  cylindrischer  Stäbe  vergl. 
u.  a.  die  Abhandlung  von  Voigt  in  Bd.  19  der  Annalen  der  Physik  und 
Chemie,  1883. 

17)  §  632,  p.  509.  Bei  den  Schwingungen  der  Membran  ist  mathematisch  be- 
sonders schwierig  der  Nachweis,  dass  eine  beliebige  gespannte  Membran 
erstens  als  Ganzes  harmonisch  schwingen  kann  (Grundton)  und  dann  eine 
unendliche  Zahl  weiterer  harmonischer  Schwingungen  besitzt,  bei  denen  sich 
dieselbe  irgendwie  durch  Knotenlinien  in  kleine  Gebiete  zerlegt  (Obertöne). 
Li  dieser  Hinsicht  grundlegend  sind  die  Abhandlungen  von 

Schwarz  in  Bd.  XV  der  Acta  Societatis  scientiarum  Femdcae,  1885  und 
Poincar^  in  Bd.  Vill  der  Rendiconti   del   circolo   matematico  di  Pa- 
lermo, 1894. 

Zum  Schluss  werde  der  deutsche  Leser  noch  ausdrücklich  auf  das  andere 
englische  Fundamentalwerk  über  Mechanik,  den  Treatise  on  Nattträl  Philosophy 
von  Thomson  und  Tait  verwiesen.    Ohne  irgend  sonst  auf  den  hochbedeutenden 
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Inhalt  deaselben  einzugehen,  will  ich  hier  nur  bemerken,  dass  dort  die  kleinen 
Schwingungen  der  Systeme  sowie  die  Variationsprincipien  der  Mechanik  eine  sehr 
eingehende  Darstellung  erfahren,  welche  auch  neben  den  Entwickelungen  yon 
Routh  ein  besonderes  Interesse  beanspruchen  durften.  Die  erste  Auflage  der 
Natural  Philosophy  erschien  1867  in  einem  Bande  und  wurde  1871  von  Helm- 
holtz  und  Wertheim  in's  Deutsche  übertragen  (Braunschweig,  Yieweg).  In- 
zwischen sei  der  Leser  auf  die  viel  reichhaltigere  zweite  englische  Auflage  ver. 
wiesen,  welche  1888—1886  in  zwei  Abtheilungen  erschienen  ist  (Cambridge). 

Von  Hm.  Bouth  selbst  besitzen  wir  noch  ein  zweibändiges  Lehrbuch  der 
Statik  (Cambridge  1891—92,  zweite  Auflage  des  ersten  Bandes  1896);  auch  auf 
dieses  Werk  sei  bei  vorliegender  Gelegenheit  ausdrücklich  aufmerksam  gemacht. 

Gröttingen,  14.  August  1898. 


Namenregister. 
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